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Aufgabe 8: Verschiedene Formen der FLRW-Metrik

Die Standardform der Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker- bzw. FLRW-Metrik ist in mitbeweg-
ten Koordinaten durch
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gegebenl] Dabei ist K € {—1,0,1} entsprechend einem offenen, flachen bzw. geschlossenen Universum.
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die konforme Zeit ein und zeige, dafl dann die FLRW-Metrik die Form
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annimmt.

(b) Fiihre statt der Radialkoordinate die Grof3e
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= y —
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ein und berechne die Umkehrfunktion r(y). Zeige, dafy dann die FLRW-Metrik bzgl. Koordi-
naten (¢, y, ¥, ¢) die Form
ds? :dtz—az(t)[d)(z+512{()()(d192+sin2 19dg02):| ©)
annimmt. Dabeti ist
sinhy fir K=-1,
Sk(x)=+x ftir K =0, ©6)
siny fir K=1.
Welches sind fiir die drei Fille K € {—1,0,1} die Wertebereiche fiir y, so daf§ die Raumschnitte

jeweils moglichst komplett abgedeckt werden und wo sind Koordinatensingularititen?

(c) Zeige, dafl durch T — y = const radiale Nullgeoditen, also die Weltlinien von Lichtstrahlen mit
¢ = const und ¢ = const gegeben sind.

(d) Betrachte nun mit Hilfe der Koordinaten (y,#,¢) die maximal symmetrischen Raumschnitte
t = const fur die drei Fille £ € {—1,0,1}. Wie grof} sind die jeweiligen Gesamtvolumina der
Raumschnitte?

"Wir setzen fiir diese Ubung bequemerweise ¢ = 1.



(e) Wie grof} ist die zweidimensionale Fliche einer durch y = y, = const definierten ,Sphire*?
Antwort: 47ta®(£)Sg ().

Aufgabe 9: Zustandsinderung des kosmischen Substrats mit der Hubble-Expansion

Auf grofiriumigen Skalen wird die Raum-Zeit des Universums durch eine FLRW-Metrik (1) beschrie-
ben. Die Einsteinschen Feldgleichungen mit kosmologischer Konstante lauten
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Aufgrund der Bianchi-Identitit D,G%? = 0 und wegen der Vertriglichkeit der Metrik mit der kovari-
anten Ableitung, d.h. DyG“fB = 0 folgt, daf} notwendig die Gleichung

D, T =0 ®)
gilt, die die lokale Energieerhaltung fiir Materie und Strahlung beschreibt.
(2) Berechne die Divergenz D, 7" = 0 des Energie-Impulstensors fiir ein ideales Fluid
TH = (e +P)uu’ —Pg™, ut=(1,0,0,0). ©)

Es diirfen dabei ohne Beweis die Christoffelsymbole bzgl. der Koordinaten in der Standardform
mit (x*) = (t, 7,9, ¢) der FLRW-Metrik benutzt werden:
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Alle anderen Christoffelsymbole verschwinden. Auflerdem gilt
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Zeigen Sie, daf} sich daraus die Gleichung
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ergibt.

(b) Was ergibt sich fiir nichtrelativistische Staubmaterie (P = 0) bzw. ultrarelativistische Materie
(Strahlung, € = 3P) fiir die Funktion €(a)?

(c) Zeige, daf} das Dreiervolumenelement des Raumschnitts ¢ = const durch
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dqv® =3~
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sin 3drddde. (13)



(d) Wias folgt aus der lokalen Erhaltungsgleichung fiir die Energie dU = edV®)?

(e) Wie lafit sich dieses Resultat in der Deutung des kosmologischen Substrats als eines Fluids im
Hinblick auf die zeitliche Zustandsinderung interpretieren? Inwiefern ist dies mit der Interpre-
tation des Energie-Impulstensors des Substrats im Sinne einer idealen Fluiddynamik konsistent?

Aufgabe 10: Zeitentwicklung des Skalenparameters fiir ein strahlungsdominiertes Universum

In der Vorlesung wurde gezeigt, dafl eine der Friedmann-Gleichungen
i\2 K A
<f> =——+-+Z (14)

lautet. Im folgenden betrachten wir den Fall A = 0 und ein strahlendominiertes Universum, nehmen

also die Zustandsgleichung € = 3P an. Wie in Aufgabe 9 gezeigt wurde, gilt dann ea* = const
(a) Zeige, daf} aus damit aus (14) die Differentialgleichung
4
(ad)? +Ka*=Cj, Cy= % = const (15)

folgt

(b) Lose die Gleichung fiir ein flaches Universum (K = 0). Wihle den Zeitursprung so, daf§ 2(0) =0
ist.

(c) Lose die Gleichung auch fiir den Fall des geschlossenen (K = +1) und des offenen (K = —1)
Universums (wieder mit der Anfangsbedingung 4(0) =0.

Hinweis: Dabei empfiehlt sich die Substitution eines Parameters 7 gemafl
a=Cysinp fir K=+41 bzw. a=C,sinhyp fir K=-—1. (16)
Zum Schluf} [ifit sich dann eine geschlossene Form fiir 4(¢) anwenden.

(d) Sizziere die Losungen @ = a(¢) und diskutiere die physikalische Bedeutung der Tatsache, daf} not-
wendigerweise zumindest fiir # = 0 die Metrik wegen a(0) = 0 singuldr wird. Was ist besonders
am geschlossenen Universum (K = 41)?

Homepage zu Vorlesung und Ubungen:
http://fias.uni-frankfurt.de/ hees/cosmo-5S15/


http://fias.uni-frankfurt.de/~hees/cosmo-SS15/

