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Ubungen zur Kosmologie - Blatt 4

Aufgabe 8: Verschiedene Formen der FLRW-Metrik

Die Standardform der Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker- bzw. FLRW-Metrik ist in mitbeweg-
ten Koordinaten durch
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gegebenl] Dabei ist K € {—1,0,1} entsprechend einem offenen, flachen bzw. geschlossenen Universum.
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die konforme Zeit 7 ein und zeige Sie, daf} dann die FLRW-Metrik die Form
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(a) Fiihren Sie iiber
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dr?
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annimmt.

(b) Fiihren Sie statt der Radialkoordinate die Grof3e
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= | —
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ein und berechnen Sie die Umkehrfunktion r(y). Zeigen Sie, dafl dann die FLRW-Metrik bzgl.
Koordinaten (¢, y, 9, ¢) die Form

ds? :dtz—az(t)[d)(z+512{()()(d192+sin2 19dg02):| ©)
annimmt. Dabel ist
sinhy fir K=-1,
Sk(x)=+x ftir K =0, ©6)
siny fir K=1.
Welches sind fiir die drei Fille K € {—1,0,1} die Wertebereiche fiir y, so daf§ die Raumschnitte

jeweils einmal moglichst komplett abgedeckt werden, und wo sind Koordinatensingularititen?

(c) Zeigen Sie, dafl durch 7 — y = const radiale Nullgeoditen, also die Weltlinien von Lichtstrahlen
(,Photonen®) mit ¢ = const und ¢ = const gegeben sind.

(d) Betrachten Sie nun mit Hilfe der Koordinaten (y, #, ¢) die maximal symmetrischen Raumschnit-
te t = const fiir die drei Fille £ € {—1,0,1}. Wie grofl sind die jeweiligen Gesamtvolumina der
Raumschnitte?

"Wir setzen fiir diese Ubung bequemerweise ¢ = 1.



(e) Wie grof} ist die zweidimensionale Fliche einer durch y = y, = const definierten ,Sphire*?
Antwort: 47ta®(£)Sg ().

Aufgabe 9: Zustandsinderung des kosmischen Substrats mit der Hubble-Expansion

Auf grofiriumigen Skalen wird die Raum-Zeit des Universums durch eine FLRW-Metrik (1)) beschrie-
ben. Die Einsteinschen Feldgleichungen mit kosmologischer Konstante lauten

R
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Aufgrund der Bianchi-Identitit D,G%? = 0 und wegen der Vertriglichkeit der Metrik mit der kovari-
anten Ableitung, d.h. D, g*P =0 folgt, dafl notwendig die Gleichung

D, T# =0 ®)
gilt, die die lokale Energieerhaltung fiir Materie und Strahlung beschreibt.
(2) Berechnen Sie die Divergenz D, T#” =0 des Energie-Impulstensors fiir ein ideales Fluid
T =(e+P)utn”—Pg", u"=(1,0,0,0). )

Es diirfen dabei ohne Beweis die Christoffel-Symbole bzgl. der Koordinaten in der Standardform
mit (x*) = (¢, 7,4, ¢) der FLRW-Metrik benutzt werden:

roij:_f_zgij fiir i,j€{132:3})
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Alle anderen Christoffelsymbole verschwinden. Auflerdem gilt
1
D, 7% =3,1%f +1°, TP 4TP T = Tgaa(,/—gT“ﬁ)Jrr/@MTW. (11)

Zeigen Sie, daf} sich daraus die Gleichung

g et P) (12)
a

ergibt.

(b) Was ergibt sich fiir nichtrelativistische Staubmaterie (P = 0) bzw. ultrarelativistische Materie
(Strahlung, € = 3P) fiir die Funktion €(a)?



(c) Zeigen Sie, daf} das Dreiervolumenelement des Raumschnitts ¢ = const durch

2
dve :a3\/%wsin gdrddde (13)

bestimmt ist.
(d) Was folgt aus der lokalen Erhaltungsgleichung fiir die Energie dU = edV®)?

(e) Wie lafit sich dieses Resultat in der Deutung des kosmologischen Substrats als eines Fluids im
Hinblick auf die zeitliche Zustandsinderung interpretieren? Inwiefern ist dies mit der Interpre-
tation des Energie-Impulstensors des Substrats im Sinne einer idealen Fluiddynamik konsistent?

Aufgabe 10: Zeitentwicklung des Skalenparameters fiir ein strahlungsdominiertes Universum

In der Vorlesung wurde gezeigt, dafl eine der Friedmann-Gleichungen

a\? K A xe
Ty 2o 14
<a> a? * 3 * 3 =
lautet. Im folgenden betrachten wir den Fall A = 0 und ein strahlendominiertes Universum, nehmen
also die Zustandsgleichung € = 3P an. Wie in Aufgabe 9 gezeigt wurde, gilt dann ea* = const
(a) Zeigen Sie, dafl damit aus (14) die Differentialgleichung
:\2 2 2 ) xea
(ad)"+Ka~=C5, Cy= = const (15)

folgt.

(b) Losen Sie die Gleichung fiir ein flaches Universum (K = 0). Wihlen Sie dabei den Zeitnullpunkt
s0, daf} 2(0) =0 ist.

(c) Losen Sie die Gleichung auch fiir den Fall des geschlossenen (K = +1) und des offenen (K = —1)
Universums (wieder mit der Anfangsbedingung 4(0) = 0).

Hinweis: Dabei empfichlt sich die Substitution eines Parameters 7 gemifl
a=Cysinp fir K=+41 bzw. a=C,sinhyp fir K=-—1. (16)
Zum Schluf} [ifit sich dann eine geschlossene Form fiir a(¢) finden.
(d) Sizzieren Sie die Losungen a = a(t) und diskutieren Sie die physikalische Bedeutung der Tatsache,

dafy notwendigerweise zumindest fiir t+ = 0 die Metrik wegen 4(0) = 0 singuldr wird. Was ist
besonders am geschlossenen Universum (K = +1)?




Aufgabe 11: Luminosititsabstand aus klassischer Elektrodynamik (Knobelaufgabe)

Wir betrachten im folgenden freie elektromagnetische Felder in der FLRW-Metrik, wobei wir davon
ausgehen, dafl diese hinreichend schwach sind, so dafl wir die Riickwirkung des elektromagnetischen
Energie-Impuls-Tensors auf die Raumzeitstruktur vernachlissigen konnen (, Testfeldnaherung®).

Die Wirkung des freien elektromagnetischen Feldes lautet (in Heaviside-Lorentz-Einheiten)

1 A
S:Jd“x,/—g <—ZFWFﬂ> mit F,=D,A,—DA,. (17)
Dabei sind g = det(g,,,) die Determinante der Metrik und D, die kovariante Ableitungen.

(2) Zeigen Sie durch Variation der Wirkung bzgl. g, daf§ der Energie-Impuls-Tensor des em. Feldes

durch )
TH =FH F® 4 ZFaﬁFaﬁg#V (18)
gegeben ist. Beachten Sie dabei, dafl definitionsgemif$ unter Variation der Wirkung
1
3S:—Ejd4x\/—gT’“’3gw (19)
gilt.
(b) Betrachten Sie nun in der gewdhnlichen Minkowski-Raumzeit eine ebene elektromagnetische
Welle . .
E=Aé, cos[w(t—2z)], B=A¢, cos[w(t—2z)] (20)
und zeigen Sie, daf das Zeitmittel des Energie-Impulstensors iiber eine Periode durch
(T“"):(Too>k'“/ev:6w“uv, <T00>:A—2, ut = _} (1)
2 ¢,

gegeben ist.

(c) Betrachten Sie nun die elektromagnetische Strahlung, die ein Objekt homogen und isotrop aus-
sendet und von einem Beobachter bei  >> A beobachtet wird. Dann kann man das em. Feld am
Beobachtungspunkt als ebene Welle nahern. Begriinden Sie aus dem Aquivalenzprinzip und der
Betrachtung in Aufgabenteil (a), daff der Energie-Impuls-Tensor dort durch

1
T =€(t, y)u'n’, W=1, ul=— u? =u?=0 (22)

a(t)’
gegeben ist.

(d) Zeigen Sie, daf} die allgemeinrelativistische Kontinuitétsgleichung D, 7#" = 0, die die lokale
Energieerhaltung fiir em. Strahlung bedeutet, fiir auf

1
512{(%)8%[5;%(;()6] =0 (23)

fiihrf

2Fiir den Rest der Aufgabe ist die Verwendung eines Computer-Algebrasystems wie Mathematica oder Maple sinnvoll.




(e) Fiihren Sie nun statt ¢ die konforme Zeit 7 gemaf3 (2) ein sowie die Variable
E=a*(t)Sx(y)e. (24)
Zeigen Sie, daf} dann die einfache Form
dé+3,e=0 (25)

annimmt und folglich Funktionen é(7— y) entlang der Nullgeoditen T— y = const, ¢ = const,
¢ = const konstant sind.

(f) Zeigen Sie, dafl weiter aus und folgt, daf} die Luminositit durch

a*(ty)P,

" 4ra*(0)S2(y) 26)

gegeben ist. Dabei ist Py = 47a’(1,)Sz()o)€o die gesamte am Ort der Emission (beim Radius
Xo) abgestrahlte Leistung (warum?). Driicken Sie (26) durch den Rotverschiebungsparameter aus
und bestimmen Sie daraus den Zusammenhang zwischen Luminosititsabstand und Eigenabstand
a(t)r.

(g) Wie kann man das Ergebnis heuristisch im naiven Photonenbild begriinden?

Homepage zu Vorlesung und Ubungen:
http://th.physik.uni-frankfurt.de/ hees/cosmo-SS17/
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