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Zwischenwertsatz der Integralrechnung

o f:im Intervall [xy, x,] stetige Funktion
@ Satz: Es gibt ein £ €[x, x;], so dass

J dx f(x) = f()(x1 — xo) (1)
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@ anschaulicher ,Beweis“:

@ das Integral entspricht der rot schraffierten Fliche A
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@ Satz: Es gibt ein £ €[x, x;], so dass

J dx f(x) = f()(x1 — xo) (1)

@ anschaulicher ,Beweis“:

@ das Integral entspricht der rot schraffierten Fliche A
o finde Rechteck, so dass dessen griin schraffierte Fliche A’ = A ist
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Zwischenwertsatz der Integralrechnung

o f:im Intervall [xy, x,] stetige Funktion
@ Satz: Es gibt ein £ €[x, x;], so dass

J dx f(x) = f()(x1 — xo) (1)

@ anschaulicher ,Beweis“:

das Integral entspricht der rot schraffierten Fliche A

finde Rechteck, so dass dessen griin schraffierte Flaiche A" = A ist

da f in[x;, x,] stetig, gibt es stets ein &, so dass die Hohe des griinen
Rechtecks gleich f(£) ist.
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Taylor-Reihe

o f:im Intervall [xy, x;] (n + 1)-mal stetig differenzierbar
@ seia €[xy, x;] fest gegeben und x €[x,, x;] beliebig wéhlbar
@ Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

f(X)=f(a)+f dx’f'(x") @

a
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Taylor-Reihe

o f:im Intervall [xy, x;] (n + 1)-mal stetig differenzierbar
@ seia €[xy, x;] fest gegeben und x €[x,, x;] beliebig wéhlbar
@ Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

f(X)=f(a)+f dx’f'(x") @

a

@ partielle Integration mit u/(x")=1und v(x')= f'(x')=> u(x)=x"—x,

U/(x/) — f//(x/):

f(X)=f(a)+(x—ﬂ)f’(a)—f dx'(x" = x) f"(x"). 3)
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Taylor-Reihe

o f:im Intervall [xy, x;] (n + 1)-mal stetig differenzierbar
@ seia €[xy, x;] fest gegeben und x €[x,, x;] beliebig wéhlbar
@ Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

f(X)=f(a)+f dx’f'(x") @

a

@ partielle Integration mit u/(x")=1und v(x')= f'(x')=> u(x)=x"—x,

U/(x/) — f//(x/):

f(X)=f(a)+(x—ﬂ)f’(a)—f dx'(x" = x) f"(x"). 3)

@ nochmal partielle Integration mit u’(x’)=(x"—x) und v(x")= f”(x') =
u(x’)=(x'—x)?/2und v'(x") = fO(x’):

(x' = )

). @

1 X
fx)=f@)+(x—a)f'(a)+ Slx= ay f”(a) +f dx’

a
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Taylor-Reihe

o wiederhole das noch insgesamt weitere (7 —2)-mal:

n

—_ )k X /I \n
f(x)=2uf“"(a)+(—1)"f aw T )

k! u n!

R, (x,a)
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Taylor-Reihe

o wiederhole das noch insgesamt weitere (7 —2)-mal:

n k

=Y ST iy [ ar o, o

|
a n:

R, (x,a)

o ,Restglied“ mit Mittelwertsatz (f"*! voraussetzungsgemiR stetig!)

)

Rn(x,a)=T

(E—x)"(x—a), &€la,x] bzw. [x,al. (6)

(Restgliedformel von Cauchy)
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Taylor-Reihe

o wiederhole das noch insgesamt weitere (7 —2)-mal:

n k

=Y ST iy [ ar o, o

|
a n:

R, (x,a)

o ,Restglied“ mit Mittelwertsatz (f"*! voraussetzungsgemiR stetig!)

)

Rn(x,a)=T

(E—x)"(x—a), &€la,x] bzw. [x,al. (6)

(Restgliedformel von Cauchy)
@ Wenn f beliebig oft stetig differenzierbar und R,(x, a) — 0 fiir n — oo:

~
)
1l
[Ms
|~

ol
Il
o

F®a)x—a). @
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Beispiel: Exponentialfunktion

@ sei f(x)=exp x; ist fiir alle x € R definiert
@ Sei xy =[—b, b] mit b > 0 beliebigund a =0
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Beispiel: Exponentialfunktion

@ sei f(x)=exp x; ist fiir alle x € R definiert
@ Sei xy =[—b, b] mit b > 0 beliebigund a =0
o fW)(x)=expx fiiralle ke N= f®(0)=1
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Beispiel: Exponentialfunktion

@ sei f(x)=exp x; ist fiir alle x € R definiert
@ Sei xy =[—b, b] mit b > 0 beliebigund a =0
o fW)(x)=expux fiiralle keN= ¥

o damit Taylor-Formel

expx = Z—x +—exp(§)(§ x)*x, x€[-b,b] (8)
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Beispiel: Exponentialfunktion

@ sei f(x)=exp x; ist fiir alle x € R definiert
@ Sei xy =[—b, b] mit b > 0 beliebigund a =0
o fW)(x)=expux fiiralle keN= ¥

o damit Taylor-Formel

expx = Z—x +—exp(§)(§ x)"? x €[—b, b] (8)

@ Restgliedabschitzung: Es ist & zwischen x und 0 und x € [—b, b] und daher

1 1
|R,,(x,0)|=ﬁexp(§)|§—x|"|xlsmb"bepr. 9)
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Beispiel: Exponentialfunktion

sei f(x)=exp x; ist fiir alle x € R definiert
Sei xy =[—b, b] mit b > 0 beliebigund a =0
fO(x)=exp x fiir alle k e N = f¥)

damit Taylor-Formel

expx = Z—x +—exp(§)(§ x)"? x €[—b, b] (8)

Restgliedabschitzung: Es ist £ zwischen x und 0 und x € [—b, b] und daher

1 1
|R,,(x,0)|=ﬁexp(§)|§—x|"|xlsmb"bepr. 9)

R,(x,0)— 0 flir n — oo

o Potenzreihe fiir Exponentialfunktion
S~ PP I I (10)
expx=9» —xF=1+x+-x x3
i k! 2" T3
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Beispiel: Geometrische Reihe

o f(x)=1/(1—x), tiberall beliebig oft stetig differenzierbar auller in x =1, wo
f undefiniert ist
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Beispiel: Geometrische Reihe

o f(x)=1/(1—x), tiberall beliebig oft stetig differenzierbar auller in x =1, wo
f undefiniert ist
@ Taylor-Reihe um a = 0; wéhle [xy, x;]=[—b,b] mit0< b <1
e Dann Taylor-Formel giiltig. Bendotige
1 . 1
= , =2—, ...
i—xp I =y

Hendrik van Hees (GU Frankfurt) Taylor-Reihen Sommersemester 2020



Beispiel: Geometrische Reihe

o f(x)=1/(1—x), tiberall beliebig oft stetig differenzierbar auller in x =1, wo
f undefiniert ist
@ Taylor-Reihe um a = 0; wéhle [xy, x;]=[—b,b] mit0< b <1
e Dann Taylor-Formel giiltig. Bendotige
1 1

/ " _ (k) _ K)oy —
fW=g=p W= 0=k = (Yo=K
(a1
@ Taylor-Formel
1 &, (E—x)"
= X +(n+1)xm (12)
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Beispiel: Geometrische Reihe

o f(x)=1/(1—x), tiberall beliebig oft stetig differenzierbar auller in x =1, wo
f undefiniert ist
@ Taylor-Reihe um a = 0; wéhle [xy, x;]=[—b,b] mit0< b <1
e Dann Taylor-Formel giiltig. Bendotige
1 1

fW=g= I'W=2g= - M0 =kg = = Yo=K
(1D
@ Taylor-Formel .
1—1x =k=0x”+(n+l)x—((lg__g)crlr2 (12)
@ Restgliedabschitzung:
IRn(x,O)ISIxIHn_Jr;|2 (Iﬁ:;l)”_)o fir n— oo (13)

o fiir |x| < 1istalso

1 o
1—x=zxk' (14)
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Konvergenzradius einer Potenzreihe

@ betrachte beliebige Potenzreihe

oo
fx)=>cx*, (15)
k=0
@ Majorantenkriterium fiir absolute Konvergenz mit geometrischer Reihe als

Vergleichsreihe:
o falls es Zahl g mit 0 < g < 1 gibt, so dass |c; x*| < g* fiir k > n mit einem
beliebigen n € N, dann Reihe absolut konvergent
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Konvergenzradius einer Potenzreihe

@ betrachte beliebige Potenzreihe
oo
fx)=>cx*, (15)
k=0
@ Majorantenkriterium fiir absolute Konvergenz mit geometrischer Reihe als
Vergleichsreihe:
o falls es Zahl g mit 0 < g < 1 gibt, so dass |c; x*| < g* fiir k > n mit einem
beliebigen n € N, dann Reihe absolut konvergent

@ Beweis:seim >n
Zlckx I—ZIC x|+ Z e x"|

k=n+1
m

<Z|ckxk|+ Z k (16)

k=n+1
<Zlcf«x’“l+ St
k=n+1

@ s, ist monoton wachsende nach oben beschriankte Folge = s,,, konvergiert
fiir m — oo
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Konvergenzradius einer Potenzreihe

o falls
lim |c; x|V* = x| lim [¢|YV* =g <1 (17)
n—oo n—oo

ist Vergleichskriterium erfiillt = Potenzreihe konvergiert absolut fiir | x| < R
mit
1

= 18
Ty oo |Ge[1VF (18)
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Konvergenzradius einer Potenzreihe

o falls
lim |c; x|V* = x| lim [¢|YV* =g <1 (17)
n—oo n—oo

ist Vergleichskriterium erfiillt = Potenzreihe konvergiert absolut fiir | x| < R

mit
= ! (18)
"~ limy o [ VE
@ alternative Formel fiir R
o falls .
Crp1 X°F c
lim |22 | =|x| lim || <1 (19)
k—o00 ckxk k—oo| Cp

Vergleichskriterium erfiillt = Potenzreihe absolut konvergent fiir |x| < R mit

(20)
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Sdtze tiber Potenzreihen (ohne Beweise)

@ Sei

fx)=) eex* 1)
k=0

absolut konvergente Potenzreihe it Konvergenzradius R (R kann auch oo
sein; dann Potenzreihe fiir alle x € R konvergent!)
o dann
o f im Intervall x € (—R, R) beliebig oft stetig differenzierbar
e Ableitung und Summenbildung diirfen vertauscht werden, d.h. es gilt

(o]

F)=) ckxt (22)

k=1

e Integration darf mit Summenbildung vertauscht werden, d.h.

J-dxf(x) chk“ PLacy (23)

o Reihen fiir Ableitung und Integral: gleicher Konvergenzradius R
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Sdtze tiber Potenzreihen (ohne Beweise)

@ Sei

fx)=) eex* 1)
k=0

absolut konvergente Potenzreihe it Konvergenzradius R (R kann auch oo
sein; dann Potenzreihe fiir alle x € R konvergent!)
o dann
o f im Intervall x € (—R, R) beliebig oft stetig differenzierbar
e Ableitung und Summenbildung diirfen vertauscht werden, d.h. es gilt

(o]

F)=) ckxt (22)

k=1

e Integration darf mit Summenbildung vertauscht werden, d.h.

J-dxf(x) chk“ PLacy (23)

o Reihen fiir Ableitung und Integral: gleicher Konvergenzradius R
o fiir x = z € C definiert Potenzreihe ebenfalls beliebig oft stetig
differenzierbare Funktion fiir |z| < R
o falls R endlich, besitzt f oder eine ihrer Ableitungen auf dem Kreis |z| =
eine Singularitét
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