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Übungen zur Theoretischen Physik 1 für das Lehramt L3
Lösungen zu Blatt 11

Aufgabe 1 (10 Punkte): Trägheitstensor eines Zylinders
Berechnen Sie den Trägheitstensor für einen homogenen Zylinder der Gesamtmasse M mit Radius a und
Höhe h um den Schwerpunkt.

(a) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass das Volumenelement in den üblichen Zylinderkoordinaten r = (x1, x2, x3)
T =

(Rcosϕ, R sinϕ, z)T durch d3 r = dRdϕdzR gegeben und das Gesamtvolumen des Zylinders V =
πa2h ist. Der Zylinder sei dabei durch den Bereich V : R ∈ [0,a], ϕ ∈ [0,2π], z ∈ (−h/2, h/2)
parametrisiert.

Lösung: Die Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien sind

T R = ∂R r =





cosϕ
sinϕ

0



 , T ϕ = ∂ϕ r =





−R sinϕ
Rcosϕ

0



 , T z = ∂z r =





0
0
1



 . (1)

Daraus ergibt sich das Volumenelement zu

d3 r = dRdϕdz(T R×T ϕ)·T z = dRdϕdz(T R×T ϕ)3 = dRdϕdzR(cos2ϕ+sin2ϕ) = dRdϕdzR. (2)

Das Volumen des Zylinders ist damit

V =
∫ a

0
dR
∫ 2π

0
dϕ
∫ h/2

−h/2
dzR= 2πh
�

R2

2

�R=a

R=0
=πa2h. (3)

(b) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass der Schwerpunkt des Zylinders im Ursprung des Koordinatenstystems
liegt.

Lösung: Der Schwerpunkt ist durch

s =
1
V

∫ a

0
dR
∫ 2π

0
dϕ
∫ h/2

−h/2
dzRr =

1
πa2h

∫ a

0
dR
∫ 2π

0
dϕ
∫ h/2

−h/2
dz





Rcosϕ
R sinϕ

z



 . (4)

gegeben. Die oberen beiden Komponenten verschwinden aufgrund der Integration bzgl. ϕ:

∫ 2π

0
dϕ cosϕ = sinϕ|ϕ=2π

ϕ=0 = 0,
∫ 2π

0
dϕ sinϕ =−cosϕ|ϕ=2π

ϕ=0 = 0, (5)

und die dritte Komponente wegen

∫ h/2

−h/2
dz z =

z2

2

�

�

�

�

�

z=h/2

z=−h/2

= 0. (6)



(c) (4 Punkte) Berechnen Sie die körperfesten Komponenten des Trägheitstensors

Θ′k l = ρ
∫

V
d3x(x⃗2δk l − xk xl ) (7)

mit der konstanten Dichte ρ=M/V =M/(πa2h).

Lösung: Aus Symmetriegründen ist Θ11 = Θ22. Weiter ist der Integrand in (7) für Θ11 durch r 2−
x2

1 = x2
2 + x2

3 = R2 sin2ϕ+ z2 gegeben, und damit folgt

Θ′11 = ρ
∫ a

0
dR
∫ 2π

0
dϕ
∫ h/2

−h/2
dzR(R2 sin2ϕ+ z2). (8)

Zur Berechnung des Integrals über ϕ bemerken wir, dass
∫ 2π

0
dϕ sin2ϕ =
∫ 2π

0
dϕ cos2ϕ ⇒
∫ 2π

0
sin2ϕ =

1
2

∫ 2π

0
dϕ(sin2ϕ+ cos2ϕ) =

1
2

∫ 2π

0
dϕ1=π (9)

ist und damit

Θ′11 =Θ
′
22 = ρ
∫ a

0
dR
∫ h/2

−h/2
dz(πR3+ 2πRz2)

= ρπ
∫ a

0
dR
�

R3h +
Rh3

6

�

= ρπ
�

a4h
4
+

a2h3

12

�

=
ρπa2h

12
(3a2+ h2) =

M
12
(3a2+ h2).

(10)

Weiter ist der Integrand in (7) für Θ′33 durch r 2− x2
3 = x2

1 + x2
2 = R2 gegeben und damit

Θ′33 = ρ
∫ a

0
dR
∫ 2π

0
dϕ
∫ h/2

−h/2
dzR3 = ρ

2πha4

4
=
ρπa2h

2
a2 =

M a2

2
. (11)

Für die Außerdiagonalelemente erhalten wir aus Symmetriegründen 0:

Θ′12 =Θ
′
21 =−ρ
∫ a

0
dR
∫ 2π

0
dϕ
∫ h/2

−h/2
dzR3 cosϕ sinϕ

=−
ρha4

4

∫ 2π

0
dϕ sin(2ϕ) =

ρha4

8
cos(2ϕ)|ϕ=2π

ϕ=0 = 0,

Θ′13 =Θ
′
31 =−ρ
∫ a

0
dR
∫ 2π

0
dϕ
∫ h/2

−h/2
dzR2z cosϕ = 0,

Θ′23 =Θ
′
32 =−ρ
∫ a

0
dR
∫ 2π

0
dϕ
∫ h/2

−h/2
dzR2z sinϕ = 0.

(12)

Wie aus Symmetriegründen zu erwarten, ist das gewählte körperfeste Koordinatensystem ein Haupt-
trägheitssystem, und somit bilden die körperfesten Komponenten des Trägheitstensors eine Diago-
nalmatrix

Θ̂′ = diag
�

M
12
(3a2+ h2),

M
12
(3a2+ h2),

M a2

2

�

. (13)



Wegen Θ11 = Θ22 handelt es sich bei Rotation um den Schwerpunkt eines Zylinders also um einen
symmetrischen Kreisel.

Aufgabe 2 (10 Punkte): Eulerwinkel und Winkelgeschwindigkeit eines Kreisels

Wir betrachten die Parametrisierung der Drehmatrix D̂ zwischen raum- und körperfesten Basen1,

e⃗ ′k =D j k e⃗ j , e⃗ ′j =D j k e⃗k , det D̂ = 1, (14)

mittels Euler-Winkeln
D̂ = D̂ (3)(ψ)D̂ (1)(ϑ)D̂ (3)(ϕ). (15)

Ziel der Übung ist es, auf möglichst einfache Weise die Formel für die raumfesten Komponenten der
Winkelgeschwindigkeit

ω′ = D̂Tω =







ϑ̇ cosϕ+ ψ̇ sinϑ sinϕ
−ϑ̇ sinϕ+ ψ̇ sinϑ cosϕ

ϕ̇+ ψ̇cosϑ






(16)

zu beweisen. Dabei ist
Ω̂′ = D̂T ˙̂

D , Ω′j k =−εl j kω
′
l . (17)

Gehen Sie dazu wie folgt vor (und verwenden Sie die Formeln in Abschnitt 4.3.2 Anhang B im Manu-
skript!)

(a) Zeigen Sie durch explizite Rechnung mit den Drehmatrizen um die 3- bzw. 1-Achse, dass

D̂ (3)T(ψ)
˙̂
D (3)(ψ) = Ω̂′(3) mit ω′(3) =







0
0
ψ̇






,

D̂ (1)T(ϑ)
˙̂
D (1)(ϑ) = Ω̂′(1) mit ω′(1) =







ϑ̇
0
0






.

(18)

Lösung: Es gilt

˙̂
D (3)(ψ) =

d
dt





cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0

0 0 1



= ψ̇





− sinψ −cosψ 0
cosψ − sinψ 0

0 0 0



 . (19)

Damit folgt

D̂ (3)T(ψ)
˙̂
D (3)(ψ) = ψ̇





cosψ sinψ 0
− sinψ cosψ 0

0 0 1









− sinψ −cosψ 0
cosψ − sinψ 0

0 0 0



= ψ̇





0 −1 0
1 0 0
0 0 0





⇒ ω′(3)1 =ω′(3)2 = 0, ω′(3)3 = ψ̇.

(20)

1In dieser Aufgabe gilt die Einsteinsche Summenkonvention, d.h. über doppelt auftretende Indizes wird stets von 1 bis 3
summiert!



Genauso ergibt sich

D̂ (1)T(ϑ)
˙̂
D (1)(ϑ) = ϑ̇





1 0 0
0 cosϑ sinϑ
0 − sinϑ cosϑ









0 0 0
0 − sinϑ −cosϑ
0 cosϑ − sinϑ



= ϑ̇





0 0 0
0 0 −1
0 1 0





⇒ ω′(3)2 =ω′(3)3 = 0, ω′(3)1 = ϑ̇.

(21)

(b) Sei R̂ eine beliebige Drehmatrix, so dass für Vektorkomponenten a = R̂a′ gilt und sei der an-
tisymmetrische Tensor durch die Komponenten Aj k = −εl j kal definiert. Zeigen Sie, dass dann

A′j ′k ′ =D j j ′Dkk ′Aj k (bzw. Â′ = R̂TÂR̂) mit

A′j ′k ′ =−εl j ka′l mit a′l = Rml am bzw. a′ = R̂Ta (22)

gilt.

Lösung: Es ist

A′j ′k ′ =D j j ′Dkk ′Aj k =−D j j ′Dkk ′εl j kal

=−D j j ′Dkk ′Dl l ′a
′
l ′εl j k =−det D̂ε j ′k ′ l ′al ′

=−εl ′ j ′k ′a
′
l ′ .

(23)

(c) Verwenden Sie diese Formeln nun, um (16) zu berechnen.

Hinweis: Anwendung der Produktregel auf (15) liefert

˙̂
D =

˙̂
D (3)(ψ)D̂ (1)(ϑ)D̂ (3)(ϕ)+ D̂ (3)(ψ)

˙̂
D (1)(ϑ)D̂ (3)(ϕ)+ D̂ (3)(ψ)D̂ (1)(ϑ)

˙̂
D (3)(ϕ). (24)

Wenden Sie dann (17-18) zur Berechnung der Beiträge zuω′ von jedem der drei Terme in (24) an.

Lösung: Der erste Term in (24) trägt zu Ω̂′ den Term

Ω̂′1 = D̂T ˙̂
D (3)(ψ)D̂ (1)(ϑ)D̂ (3)(ϕ) =

�

D̂ (1)(ϑ)D̂ (3)(ϕ)
�T h

D̂ (3)T(ψ)
˙̂
D (3)(ψ)
i

�

D̂ (1)(ϑ)D̂ (3)(ϕ)
�

(25)

bei. Wendet man darauf (22) mit R̂= D̂ (1)(ϑ)D̂ (3)(ϕ) und (25) an, erhält man als den entsprechenden
Beitrag zuω′

ω′1 = ψ̇
�

D̂ (1)(ϑ)D̂ (3)(ϕ)
�T





0
0
1



= ψ̇





sinϑ sinϕ
sinϑ cosϕ

cosϑ



 (26)

Der zweite Term in (24) liefert

Ω̂′2 = D̂TD̂ (3)(ψ)
˙̂
D (1)(ϑ)D̂ (3)(ϕ) = D̂ (3)

T
(ϕ)
h

D̂ (1)T(ϑ)
˙̂
D (1)(ϑ)
i

D̂ (3)(ϕ). (27)

Wendet man hierauf (22) mit R̂= D̂ (3)(ϕ) und (18) an, erhält man

ω′2 = ϑ̇D̂ (3)
T
(ϕ)





1
0
0



= ϑ̇





cosϕ
− sinϕ

0



 . (28)



Der dritte Term in (24) liefert schließlich

Ω̂′3 = D̂TD̂ (3)(ψ)D̂ (1)(ϑ)
˙̂
D (3)(ϕ) = D̂ (3)T(ϕ)

˙̂
D (3)(ϕ) (29)

und daraus direkt mit (18)

ω′3 = ϕ̇





0
0
1



 . (30)

Addiert man (26), (28) und (30) erhält man schließlich die zu beweisende Gleichung (16).

Bemerkung: Die Komponenten von ω⃗ bzgl. des raumfesten Bezugssystems erhält man sofort durch An-
wendung der Transformationsmatrix D̂

ω = D̂ω′ =





Ω32
Ω13
Ω21



=







ϑ̇ cosψ+ ϕ̇ sinϑ sinψ
ϑ̇ sinψ− ϕ̇ sinϑ cosψ

ψ̇+ ϕ̇ cosϑ






. (31)

Homepage zu Vorlesung und Übungen:
https://th.physik.uni-frankfurt.de/~hees/theo1-l3-WS2324/index.html

https://th.physik.uni-frankfurt.de/~hees/theo1-l3-WS2324/index.html

