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Ubungen zur Theoretischen Physik 1 fiir das Lehramt L3
Lésungen zu Blatt 11

Aufgabe 1 (10 Punkte): Trigheitstensor eines Zylinders

Berechnen Sie den Trigheitstensor fiir einen homogenen Zylinder der Gesamtmasse M mit Radius 2 und
Hohe 5 um den Schwerpunkt.

(a) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass das Volumenelement in den tiblichen Zylinderkoordinaten r = (x, x,,%;)" =
(Rcosp,Rsing,z)" durch &r = dRdgdzR gegeben und das Gesamtvolumen des Zylinders V =
ra®h ist. Der Zylinder sei dabei durch den Bereich V':  R€[0,a], ¢ €[0,27], z€&(—h/2,h/2)

parametrisiert.
0
0]. 1)
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d&’r = dRdedz(T xT,)-T,=dRdedz(TxxT ), = dRdgdzR(cos? p+sin’ p) = dRdpdzR. (2)

Lésung: Die Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien sind

cos @ —Rsing
Tr=7cpr=|sing |, T,=d,r=| Rcosgp |, T ,=dr=
0 0

Daraus ergibt sich das Volumenelement zu

Das Volumen des Zylinders ist damit

2 h/2 R2 R=a
f de dgof dzR=2rh <—> = na’h. (3)
b2 2 Jr=o

(b) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass der Schwerpunkt des Zylinders im Ursprung des Koordinatenstystems
liegt.

Lésung: Der Schwerpunkt ist durch

2 b2 2 h/z Rcosg
:—f dRJ dgof dle— dRJ dgof Rsmgp “)
b2 b2

gegeben. Die oberen beiden Komponenten verschwinden aufgrund der Integration bzgl. ¢:

2r 2r
i dgocosga:singoﬁzénzo, i dgosinga:—cosgp|§ié”:0, (5)

und die dritte Komponente wegen
h)2 42 z=h/2
| Cam=Z =0 ©
b2 2 |2




(¢) (4 Punkte) Berechnen Sie die korperfesten Komponenten des Trigheitstensors
o, = Pr(28,, — 7
k1 =P xX(xX"0p — x%;) @)
\%

mit der konstanten Dichte o =M /V = M [(ra®h).

Losung Aus Symmetrlegrunden ist ©;; = ©,,. Weiter ist der Integrand in ( ' 7) fiir ©; durch 2 —

x2 = x2 +x? = R?sin’ ¢ + z? gegeben, und damit folgt

27 h/2
O = f dRJ dgaf dzR(R*sin? ¢ + 27). ®)

h/2
Zur Berechnung des Integrals iiber ¢ bemerken wir, dass

21 21

27 27 2r
dpsin? g = J dpcos’ ¢ = J sin? g = % do(sin? ¢ + cos? ¢) = % dpl=m (9)
0 0 0

0 0

ist und damit

/ b/z 3
0, =0y=p f de z(nR? 4+ 2R Z%)

h/2
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:pﬂf dR<R3lo+]l>
0 (10)
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Weiter ist der Integrand in (7) fiir ©}; durch 72— x] = x{ + x; = R? gegeben und damit

2 b2 4 2 2
- dR do [ derp = p2E0 _pmah o Mat (11)
3= 4 4 2 2
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Fiir die Auﬁerdiagonalelemente erhalten wir aus Symmetriegriinden O:

2 h/2
_/Of dRJ dgaJ dzR? cosgsin g
b2

=— pha’ f dysin(2¢) = ’01:: cos(2gp)|Zz§“:O,

2 b2 (12)
= = —pJ de dgaf dzR?z cosp =0,
b2
27 h/2
0); =05, = —pf dRJ dgoJ. o dzR?zsing =0.

Wie aus Symmetriegriinden zu erwarten, ist das gewihlte korperfeste Koordinatensystem ein Haupt-
trigheitssystem, und somit bilden die krperfesten Komponenten des Trigheitstensors eine Diago-
nalmatrix

d1ag<M(3a +h2) (34 + h?), M; > (13)



Wegen ©,; = 0,, handelt es sich bei Rotation um den Schwerpunkt eines Zylinders also um einen
symmetrischen Kreisel.

Aufgabe 2 (10 Punkte): Eulerwinkel und Winkelgeschwindigkeit eines Kreisels

A
Wir betrachten die Parametrisierung der Drehmatrix D zwischen raum- und korperfesten Base

¢, =D, =Dy, dabD=1, (14)
mittels Euler-Winkeln . R R
H=DOGYDID ). (15)

Ziel der Ubung ist es, auf moglichst einfache Weise die Formel fiir die raumfesten Komponenten der
Winkelgeschwindigkeit

3cos¢+¢sinﬁsingp
o' =DTw=|-4¢ sing + (,b'sinﬁcosgo (16)
¢+ ¢ cos @
zu beweisen. Dabei ist )
O'=D"D, @, =—¢ 0 (17)

Gehen Sie dazu wie folgt vor (und verwenden Sie die Formeln in Abschnitt 4.3.2 Anhang B im Manu-
skript!)

(a) Zeigen Sie durch explizite Rechnung mit den Drehmatrizen um die 3- bzw. 1-Achse, dass

0
DOTDO) =0 mit o =| 0 |,
Sé (18)
4
DOVTHDOG) =V mit o D=|0
0
Lésung: Es gilt
. d cos¢ —sing 0 [—sing —cos¢ 0
D(3)(¢):d_ singg cos¢y O |=¢| cos¢g —sing 0. (19)
E\ o 0o 1 0 0o 0
Damit folgt
R . [ cos¢  sing 0\ [—sing —cos¢ O /0 —1 0
D(3)T(¢)D(3)(¢):¢ —sin¢ cos¢ O cos¢ —sing O|=¢(1 0 0
0 0 1 0 o 0 0 0 0 (20)

B3y /6 — 0B)_
=> 0, =w, =0, w;"=¢.

'In dieser Aufgabe gilt die Einsteinsche Summenkonvention, d.h. iiber doppelt auftretende Indizes wird stets von 1 bis 3
summiert!



Genauso ergibt sich

) . /1 0 0o\/o o 0 /00 0
DYTHDDG) =90 cos® sind |[0 —sind —cos? |=F[0 0 —1
0 —sind cos¥/ \0 cos¥ —sind 01 0 21)
02O 20, W=,
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/
= w w,

(b) Sei R eine beliebige Drehmatrix, so dass fiir Vektorkomponenten a = Iég/ gilt und sei der an-

tisymmetrische Tensor durch die Komponenten A;, = —¢;;,4; definiert. Zeigen Sie, dass dann
A’ =D Dypdjy (bzw. A= RTAR) mit
A;.,k, = _Elj/ed; mit a; =R, a, bzw. 4= RTg (22)

gilt.
Losung: Es ist
/
/ A
:_D]]/Dkk/Dll/ﬂl,(‘Z]k :_dethj/k/l/ﬂZ/ (23)

/
= —EZ/j/k/dl,.

(c) Verwenden Sie diese Formeln nun, um zu berechnen.
Hinweis: Anwendung der Produktregel auf (15) liefert

D = DOGDO@)DO(p) + DOHDD@DD(p) + DODIDNDD(p).  (@4)

Wenden Sie dann (17}18) zur Berechnung der Beitrige zu w’ von jedem der drei Terme in (24) an.
Losung: Der erste Term in trigt zu €Y den Term

2, = DT DOYDI@)DO(p) = [DI@DO(p)] [DT DY) | [DV@DV )] @5)

bei. Wendet man darauf 22) mit R = ﬁ(l)(ﬁ)b(”(go) und lh an, erhilt man als den entsprechenden
Beitrag zu ¢’

' . 0 ' sinJ sing
W)= [D(l)(ﬁ)D(3)(ga)] <o> =g <sin19cosg9> (26)
1 cost?
Der zweite Term in liefert
% = DTHHDI@)DC) () = D ()| DIT(9)DD(S)| D). @)

Wendet man hierauf (22) mit R = ]5(3)(g0) und 1) an, erhilt man

' 1 [ cosg
W)= ﬁD(3)T(go) <O> =4 <sin gp> . (28)
0 0



Der dritte Term in liefert schlief$lich

¢, = D DO (Y)DNNHDV(9) = DO (9)D(g) (29)
und daraus direkt mit
0
ws=¢|0]. (30)
1

Addiert man (26), (28) und (30) erhilt man schlieflich die zu beweisende Gleichung (16).

Bemerkung: Die Komponenten von ¢ bzgl. des raumfesten Bezugssystems erhilt man sofort durch An-
A

wendung der Transformationsmatrix D
0, Y cos )+ ¢sin ¥ sin &
w=Duo'=( Q4 |= ﬁsingﬁ—gbsinﬁcosgﬁ . (31)
Qy ¢ + ¢ cos
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