Kapitel 1

Erzeugende der
Hermite-Polynome

1.1 Hermite’sche Polynome

Die Hermite’schen Polynome der Ordnung n sind Losungen der Differentialglei-

chung
H! —2¢H! +2nH,(§) =0 . (1.1)

mit € = 2n + 1; sie haben die Paritdt (—1)". Die Hermite’schen Polynome sind
so normiert, dafl der Koeffizient der hochsten Potenz gerade 2" ist.
Die Hermite’schen Polynome konnen dargestellt werden durch:

H,(§) = (_1)7165255716_52 , Rodriguezformel (1.2)

wie durch Einsetzen in die DGL verifiziert werden kann.
Daraus konnen die folgenden expliziten Ausdriicke berechnet werden:

Ho(f) =1
Hl(f) = 2
HQ(S) = 452 —2
H3(¢)

= 8¢ —12¢
: (1.3)

Fiir die Hermite’schen Polynome kann eine wichtige Relation fiir die Ableitung
hergeleitet werden. Dazu differenziert man die Bestimmungsgleichung fiir H,,(&):

d? dH,, dH, d dH,, dH,

—_— — 2 — 26— 2 =0 1.4
NTERT: e~ %acae TP ae (14)
@ ~ e d on— )T — .

FTERT: Saeaz AT D
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Hieran erkennt man, dafl dH, /d¢ gerade die DGL fiir H,,_; erfiillt. Dabei kann
allerdings noch eine Konstante hineinmultipliziert werden, da die DGL homogen
ist. Also gilt:
dH,
dg
wobei ¢ eine Konstante ist. Diese kann bestimmt werden, indem man die héchste
Potenz auf beiden Seiten der Gleichung betrachtet:

=cH, (¢, (1.5)

d

—ongn _ p9n n—1 _ 2n71 n—1 ) 1.
L =2 = e (1.6)
Also folgt:
c=2n (1.7)
und daher: .
dfn =2nH, 1(§) fir n>1. (1.8)

Damit ist die Ableitung eines Hermite’schen Polynoms wieder ein Hermite’sches
Polynom, mit einer um “1” niedrigeren Ordnung. Dass die Differentiation eines
Polynoms n-ter Ordnung wieder ein solches n — 1-ter Ordnung liefert, ist trivial.
Im Falle der Hermite’schen Polynome ist dariiber hinaus aber auch dieses wieder
ein eben solches.

1.2 Funktionentheoretische Herleitung
der Erzeugenden

Nach der Cauchy’schen Integralformel gilt fiir die n-te Ableitung einer in einem
gewissen Gebiet der komplexen Ebene reguldren Funktion f(z):

2 re) = ”'7{(1”(2)612, (1.9)

df” 27 z —E)ntt

wobei die Integration iiber einen geschlossenen, den Punkt & einschlieBenden Weg
C' in der komplexen Ebene lduft, innerhalb dessen die Funktion f(z) regulér ist.
In dem Regularitétsgebiet kann f(z) entwickelt werden in eine Taylor Reihe

e}

Z (z — 2z)", (1.10)

wobei die Koeffizienten a,, gegeben sind durch

SEVARIR Y g C e o

2mi Jo (z — &)t
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Diese Siitze wenden wir jetzt an auf die Funktion f(z) = e’

2

. n! e *?
P S | 1.12
den© omi ?é; (z — g™ (1.12)
Daher gilt nun unter Verwendung der Rodriguez Formel
d” n! e
“CHL(E) = (—1)" et = (-1 "—]{7(1 . 1.13
OO = (U e = (' f g (113
Mit der Substitution
z=€&—1 (1.14)
folgt:
e 1 e~ t? gt r2te
—H,(§) = — f{ —dt . 1.1
n! (&) 27 2 ol (1.15)

Der Integrationsweg schliefit hier ¢ = 0 ein. Division durch exp —&? liefert:
1 1 e—ﬂ+%f
S H(6) = — 7{ dt | 1.16
n! (&) 2 Jo ottt ( )

Rechts in dieser Gleichung steht der Koeffizient a,, in der Reihenentwicklung der
Funktion im Zéhler (betrachtet als Funktion von ¢ mit £ als Parameter) um ¢ = 0

f(t,6) =742 = i ant" = i ;'Hn(g)t" . (1.17)
n=0 n=0 """

Die Funktion f(t;€) ist die Erzeugende der Hermite-Polynome.

1.2.1 Alternative Herleitung der Erzeugenden

In diesem Abschnitt soll alternativ ohne Verwendung funktionentheoretischer
Hilfsmittel die erzeugende Funktion fiir die Hermite-Polynome berechnet wer-
den. Diese Erzeugende ist eine Hilfsfunktion, mittels derer z.B. Integrale iiber
Hermite-Polynome leichter berechnet werden kénnen. Sie wird definiert durch:
<1
GSED SEV RGNS (1.18)

n=0
Diese Erzeugende soll nun in geschlossener Form berechnet werden. Dazu wird
f einmal differenziert nach . Unter Verwendung von (1.8) erhalten wir

af "oi(‘?Hnn_oo 1

= QtZ n—l o1 (Ot

= QtZ H
= 2tf(t 5) (1.19)
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Durch Integration erhélt man unmittelbar:

f(t,€) = f(t,0)e* . (1.20)
Die beziiglich £ konstante Grofie f(t,0) folgt aus:

<1
0) =Y —H,(0)t" . (1.21)
— n!
Fiir alle ungeraden n gilt:
H,(0)=0, (1.22)

da diese Polynome ungerade Funktionen sind. Benotigt wird jetzt noch H,,(0) fiir
gerade n. Diese Werte kann man aus der Rodriguezformel erhalten:
02 d2m

Hom(0) = (=1)%7e dgme—i?

_ d2m [e’s) . 1 o

k=0
= (-1

Dabei wurde benutzt, dafi die Differentiation nur fiir £ = m einen Beitrag liefert.
Der Faktor (2m)! in der letzten Zeile stammt von der Differentiation her.
Also hat man schlielich fiir die Erzeugende:
2 =1 "
F(t.6) =TT =3 S HA (O (1.24)

n=0

(1.23)

£=0

€=0

771' (2m)! .

1.3 Anwendungen der erzeugenden Funktion

Rekursionsformeln. Aus der erzeugenden Funktion kann eine wichtige Re-
kursionsformel zwischen den H, bestimmt werden.

e Durch Differenzieren nach ¢ erhélt man:

O _ (9 — appe-re = Z H S g —

ot = (n—1)!
(1.25)
Werden auf der linken Seite der Gleichung die H,, eingesetzt, so erhélt man:
S R H O - Y ZHOIT = H O (126)

" " —(n—1)"
Koeffizientenvergleich liefert:
Hm Hmfl Hm+1

26— =2 1.27
¢ m! (m —1)! * m! (1.27)



1.3. ANWENDUNGEN DER ERZEUGENDEN FUNKTION 5

und daher die Rekursionsrelation

2£Hm = 2mHm,1 + Herl
firm>1. (1.28)

e Differentiation der Erzeugenden nach & liefert:

of g > 1
4 2 +2t& __ HI
ge = A= X SH O

= 23‘ ot (1.29)

Koeffizientenvergleich gibt das frither schon gefundene Ergebnis:
H' (&) =2mH,, 1(§) fir m>1. (1.30)

Normierungsintegral. Mit Hilfe der erzeugenden Funktion kann man Inte-
grale berechnen, die die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators enthalten,
z.B. das Normierungsintegral. Sei:
un(€) = Npe " Hy(¢) (1.31)
= Nne_%a%QHn(a:r)

mit V,, als Normierungsfaktor und

o= W (1.32)

Normierung bedeutet Wahl von N,, so, dafi:
N? oo

+oo
/ ()2 = / H2(€)e €de =1 . (1.33)

Das Integral auf der rechten Seite kann erhalten werden als ein Entwicklungs-
koeffizient in der Entwicklung eines Integrals iiber das Produkt zweier erzeugen-
den Funktionen mit einem Gewichtsfaktor:

+oo 0o 00 m T
[ € g )3D3 Z' o H©HN©e T (1)

Das Integral auf der linken Seite dieser Gleichung liefert:

+oo
I — 67t2752/6*52+25(5+t)d€ (1.35)
400 +oo
_ st / ef(éf(Sth))zdg:e%t / efod:C; r=§—(s+1)

— \/E 628t —
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Der Koeffizientenvergleich fiir die gleichen Potenzen von s und ¢ in Gleichung
(1.34) liefert dann:

“+o00

I H2(€)e ¢ d¢ = /72"n!
T HA(©H (e A =0, m #n | (1.36)

Daraus folgt fiir die Normierungsfaktoren:

1/2
oY M
N, = =/—. 1.

" (ﬁn!Q”) “ h (137)

dghnlich kénnen auch andere Integrale, zum Teil unter Benutzung der Rekursions-
formeln, berechnet werden.




