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Prisenziibungen

(P14) Konstruktiver Beweis fiir Poincaré-Lemma (lokale Version)

Wir betrachten ein Vektorfeld E(E ), das in einer offenen Umgebung eines Punktes X, definiert sei und fiir das

dort
V x A(R) = rotA(%) = (,4; — 8,4, 3,A, — 8,A3,3,A,— 3,4,) =0 (1)

gilt. Wir setzen weiter voraus, dafl die Komponenten von A(X) nach allen drei Koordinaten stetig partiell
differenzierbar sind. Dann existiert ein Quader Q, der Xy = (xy,7, Z;) im Inneren enthilt, und wir kénnen

fir jedes X = (x,y,z) € Q das Kurvenintegral von A entlang der drei folgenden aus geraden, parallel zu den
Koordinatenachsen verlaufenden Wegstiicken zusammengesetzten Kurve berechnen:

Ci: (%0:00:20) = (%000 20), Gt (%,00,20) = (,0520), Gyt (%,9,29) = (x,),2).
(a) Driicken Sie das Wegintegral
®(3)= f d7 - A7)
Ci+C+G
explizit durch die drei entsprechenden einfachen Integrale bzgl. x, y bzw. z aus.

(b) Berechnen Sie den Gradienten des so konstruierten Skalarfeldes ®(X), indem Sie die partiellen Ablei-
tungen ausfiihren.

(c) Zeigen Sie unter Anwendung von GL. , daf} 121)(55) = %‘I’(E) gilt.

(d) Wenden Sie die Konstruktion des Skalarfeldes auf das Vektorfeld 1‘_[(55) =(2xy+2°,x*+2y,3x22—-2)!
aus Aufgabe (P13) an. Wihlen Sie dazu x, = (0,0,0)".

(P15) Potentialwirbel (Knobelaufgabe)

Die folgende Aufgabe zeigt, dafl das eben bewiesene Poincaré-Lemma nur lokal gilt. Wir betrachten dazu das

Vektorfeld )

VxX)=——
O= 37

wobei (x,7, z) die Komponenten von X bzgl. einer rechtshindigen kartesischen Basis sind.

(—ye, +xe),

(a) Geben Sie den Bereich in R? an, wo V definiert ist.
(b) Zeigen Sie, dafl dort VxV=0 gilt.
(c) Berechnen Sie das Wegintegral entlang des Kreises
Cr: X(t)=R(é,cost+e,sint), te&(—m,m).
(d) Gemif} der Aufgabe (P15) gibt es in jedem offenen Quader, der ganz im Definitionsbereich von 1% liegt,

cin Skalarfeld ®, so dafl V = V@& ist. Berechnen Sie solch ein Skalarfeld fiir einen méglichst grofien Teil-

bereich des Definitionsbereichs von V! Gibt es auch ein entsprechendes Potentialfeld fiir den gesamten
Definitionsbereich?



Hinweis: Hier empfiehlt es sich, das Potential direkt durch Hochintegrieren der Gleichung V(Ec’) =
V®(x) anstatt mit Hilfe von Kurvenintegralen zu bestimmen.

Hausiibungen (Abgabe: 06.12.2012)
(H11) Galilei-Invarianz und Erhaltung der Masse (6 Punkte)

Wir betrachten ein System von untereinander wechselwirkenden Punktmassen im Inertialsystem > mit Mas-

sen m; G € {1,2,...,N}) und Ortsvektoren xj, die iiber Wechselwirkungskrifte (z.B. Gravitations- oder

elektrische Coulomb-Krifte) interagieren. Dazu sei ]::Z j die von Teilchen ; auf Teilchen z ausgeiibte Kraft.

(2) Wie lauten die Bewegungsgleichungen fiir die Teilchen aufgrund des 2. Newtonschen Gesetzes in einem
Inertialsystem >2?

(b) Zeigen Sie, daf} aufgrund des 3. Newtonschen Gesetzes (: i= —f_':j ;) der Gesamtimpuls

erhalten ist.

(c) Betrachten Sie nun ein Bezugssystem ¥, das sich gegeniiber dem Inertialsystem 3 mit der konstanten

Geschwindigkeit # bewegt. Zeigen Sie, daf§ die Koordinaten der Punktteilchen im System X’ durch
55; :xj—ﬁt, # = const
gegeben sind. Die Massen und Krifte dndern sich definitionsgemiafd bei dieser Galilei-Transformation
1 . [ — / _)A [ — T /

nicht: m;=m, F;j _Fl.]..

(d) Bestimmen Sie daraus die Transformationsformel fiir den Gesamtimpuls und zeigen Sie, daff auch in ¥/
das 2. Newtonsche Gesetz gilt, also auch ¥’ ein Inertialsystem ist.

(e) Betrachten Sie nun einen Stofiprozef3, bei dem Punktmassen auch auseinanderbrechen oder miteinan-
der verkleben konnen. Zeigen Sie, dafy aufgrund der Gesamtimpulserhaltung in beiden Systemen >
und ¥/, die aufgrund der Galilei-Invarianz der Newtonschen Mechanik in allen Inertialsystemen gelten

muf}, notwendig auch die Summe aller Massen vor und nach dem Stof§ erhalten sein muf3, d.h. wenn m j

(7 €{1,2,...,N}) die Massen der Teilchen vor dem Stof8 und 72, (k € {1,2,...,N’}) die Massen nach
dem Stof} sind, gilt

N N’

j:l k=1

(H12) Schiefe Ebene (4 Punkte)

Ein Teilchen P der Masse m rutscht unter dem Einfluf} der Schwerkraft reibungslos
entlang einer schiefen Ebene AB, die unter einem Winkel & zur Horizontalen geneigt
ist (vgl. Abb.). Das ruhende Teilchen wird zum Zeitpunkt + = 0 am Punkt A losge-
lassen. Finden Sie die Geschwindigkeit, die Beschleunigung und den zurtickgelegten
Weg als Funktion der Zeit.




