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Aufgabe 1 (2+8=10 Punkte)

Betrachte die Wellengleichung in 1 Raumdimension,( 1

c2
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

)
z(x, t) = 0.

(a) Zeige, dass

z(x, t) = z+(x+ ct) + z−(x− ct)

die Wellengleichung für beliebige unabhängige Funktionen z+ und z− löst.

(b) Bestimme, welche Einschränkungen für z+ und z− gelten, wenn man Neumann-
Randbedingungen

∂z

∂x
(x = 0, t) =

∂z

∂x
(x = L, t) = 0

fordert.

Aufgabe 2 (2+2+3+4+3=14 Punkte)

(a) Wie lauten die Maxwell-Gleichungen im Vakuum in kovarianter Form?

(b) Vereinfache die in (a) angegebenen Maxwell-Gleichungen für den Fall, dass Lorenz-
Eichung ∂µA

µ = 0 vorliegt.
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(c) Im Vakuum kann neben Lorenz-Eichung zusätzlich auch noch temporale Eichung
A0 = 0 gefordert werden. Zeige, dass es sich bei

A0 = 0 , A = αex cos(ωt− kz) , k = ω/c > 0

um ein Viererpotential handelt, das sowohl Lorenz-Eichung als auch temporale Ei-
chung erfüllt, und dass dieses Viererpotential die Maxwell-Gleichungen im Vakuum
erfüllt.

(d) Berechne für das in (c) angegebene Viererpotential sowohl das elektrische Feld als
auch das magnetische Feld. Fertige eine übersichtliche Skizze des elektrischen und
des magnetischen Feldes an. Interpretiere das Viererpotential physikalisch, d.h. be-
schreibe in Worten, welches physikalische Phänomen von diesem Viererpotential
beschrieben wird.

(e) Gib die allgemeine Lösung der Maxwell-Gleichungen im Vakuum an, wenn sowohl
Lorenz-Eichung als auch temporale Eichung vorliegt.

Aufgabe 3 (6+2=8 Punkte)

(a) Betrachte Elektrostatik in 2 Raumdimensionen. Leite, ausgehend von der Poisson-
Gleichung

4Φ(r) = −2πρ(r)

mit Hilfe des Satzes von Gauß das elektrische Feld einer Punktladung q im Ursprung
her. Fertige zu Deiner Anwendung des Satzes von Gauß eine übersichtliche Skizze
an.

(b) Berechne aus dem elektrischen Feld durch Integration das zugehörige elektrostati-
sche Potential.

2



Aufgabe 4 (2+6=8 Punkte)

Berechne das Flächenintegral

∫
A

dA rotF(r) , F(r) = α

 −y+x
0


(A ist eine in der x-y-Ebene liegende im Ursprung zentrierte Kreisscheibe mit Radius R)
auf zwei verschiedenen Wegen,

(a) durch Ausführen der Flächenintegration,

(b) indem Du es mit Hilfe des Satzes von Stokes auf ein Kurvenintegral zurückführst und
dieses löst (fertige zu Deiner Anwendung des Satzes von Stokes eine übersichtliche
Skizze an).

Aufgabe 5 (4 Punkte)

Zeige durch explizite Rechnung, dass die Komponenten des Feldstärketensors F µν eichin-
variant sind.

Aufgabe 6 (6 Punkte)

Leite aus den Maxwell-Gleichungen im Vakuum (nicht in kovarianter Form, sondern aus-
gedrückt durch elektrisches Feld E und magnetisches Feld B) die Wellengleichung für das
elektrische Feld E her.
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Lösung 1(a)

∂2

∂t2
z+(x+ ct) = z′′+(x+ ct)c2

∂2

∂x2
z+(x+ ct) = z′′+(x+ ct)

(′ bezeichnet die Ableitung nach dem Argument von z+), damit erfüllt z(x, t) = z+(x+ct)
die Wellengleichung.

Analog für z−(x− ct).
Da die Wellengleichung eine lineare DGl ist, wird sie auch von z+(x + ct) + z−(x − ct)
erfüllt.

Lösung 1(b)

∂z

∂x
(x, t) = z′+(x+ ct) + z′−(x− ct)

→ ∂z

∂x
(x = 0, t) = z′+(+ct) + z′−(−ct) = 0 ,

∂z

∂x
(x = L, t) = z′+(L+ ct) + z′−(L− ct) = 0

→ z′+(+u) + z′−(−u) = 0 , z′+(2L+ u) + z′−(−u) = 0

→ z′+(u)− z′+(2L+ u) = 0

→ z′+(u) = z′+(2L+ u),

also ist z′+ eine 2L-periodische Funktion beziehungsweise

z+(u) = z+(2L+ u) + C1 (1. Bedingung)

mit beliebiger Konstante C1. Es folgt

z′−(u) = −z′+(−u)

→ z−(u) = z+(−u) + C2 (2. Bedingung)

mit beliebiger Konstante C2.
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Einsetzen (optional, ist laut Aufgabenstellung (b) nicht erforderlich):

z(x, t) = z+(x+ ct) + z−(x− ct) = z+(+x+ ct) + z+(−x+ ct) + C2

mit z+(u) = z+(2L+ u)

(macht offensichtlich, dass Neumann-Randbedingungen erfüllt sind; man sieht außerdem,
dass die Konstanten C1 und C2 nicht unabhängig sind, eine von beiden kann also wegge-
lassen werden, z.B. C1 = 0).

Lösung 2(a)

∂µF
µν = 0.

Lösung 2(b)

∂µF
µν = ∂µ

(
∂µAν − ∂νAµ

)
= �Aν = 0.

Lösung 2(c)

Temporale Eichung entspricht A0 = 0 ... also erfüllt.

Lorenz-Eichung:

∂µA
µ = ∇A = ∇

(
αex cos(ωt− kz)

)
= αex sin(ωt− kz)kez = 0

... also auch erfüllt.

Maxwell-Gleichungen:

• 0-Komponente: �A0 = 0 ... erfüllt. Analog 2-Komponente und 3-Komponente.

• 1-Komponente:

�A1 = �
(
α cos(ωt− kz)

)
= −α cos(ωt− kz)

(ω2

c2
− k2

)
︸ ︷︷ ︸

=0

= 0

... erfüllt.
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Lösung 2(d)

E-Feld und B-Feld:

Ej = F j0 = ∂jA0 − ∂0Aj = −1

c

∂

∂t
Aj

→ Ex = −1

c

∂

∂t
A1 = −1

c

∂

∂t
α cos(ωt− kz) =

αω

c
sin(ωt− kz)

→ Ey = Ez = 0

Bj = −1

2
εjklF

kl =
1

2
εjkl

( ∂

∂xk
Al − ∂

∂xl
Ak
)

→ Bx = Bz = 0

→ By =
∂

∂z
A1 =

∂

∂z
α cos(ωt− kz) = αk sin(ωt− kz) = Ex.

Viererpotential beschreibt eine ebene monochromatische Lichtwelle, Ausbreitungsrichtung
ist z-Richtung, Licht ist linear polarisiert, Frequenz des Lichts ist f = ω/2π (experimentell
näherungsweise realisierbar z.B. durch einen Laserstrahl in z-Richtung).

Lösung 2(e)

A0 = 0 , A =

∫
d3k

(
a(k)e+i(ωt−kr) + (a(k))∗e−i(ωt−kr)

)
mit beliebiger komplexer Funktion a(k), die a(k) ⊥ k erfüllt, und ω = |k|c.

Lösung 3(a)

Aus E = −∇Φ folgt

∇E(r) = 2πρ(r) = 2πqδ(r).

Aus Symmetriegründen muss E(r) = E(r)er gelten.

Volumenintegral über eine im Ursprung zentrierte Kreisfläche V mit Radius r:

• Linke Seite:∫
V

d2r∇E(r) =

∮
A

dAE(r) = 2πrE(r).
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• Rechte Seite:∫
V

d2r 2πqδ(r) = 2πq.

Damit

E(r) =
q

r
beziehungsweise E(r) =

q

r
er.

Lösung 3(b)

Elektrostatisches Potential durch Integration,

Φ(r) =

∫
dr E(r) = qln

( r
r0

)
mit physikalisch irrelevanter Konstante r0.

Lösung 4(a)

rotF(r) =

 0
0

2α


∫
A

dA rotF(r) = 2πR2α.

Lösung 4(b)

∫
A

dA rotF(r) =

∮
C

drF(r) =

∫ 2π

0

dλ
dr(λ)

dλ
F(r(λ)) = . . .

Parametrisierung der Randkurve:

r(λ) = R

 cos(λ)
sin(λ)

0

 ,
dr(λ)

dλ
= R

 − sin(λ)
+ cos(λ)

0

 .
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Forsetzung der Rechnung:

. . . =

∫ 2π

0

dλR

 − sin(λ)
+ cos(λ)

0

αR

 − sin(λ)
+ cos(λ)

0

 = 2πR2α.

Lösung 5

Ausgangspunkt ist die Definition von Eichtransformationen: A′µ = Aµ − ∂µΛ.

Damit

F ′µν = ∂µA′ν − ∂νA′µ = ∂µ
(
Aν − ∂νΛ

)
− ∂ν

(
Aµ − ∂µΛ

)
=

= ∂µAν − ∂νAµ︸ ︷︷ ︸
=Fµν

−
(
∂µ∂νΛ− ∂ν∂µΛ

)
︸ ︷︷ ︸

=0

= F µν .

Lösung 6

∇× E +
1

c

∂

∂t
B = 0

→ 1

c2
∂2

∂t2
B +∇× 1

c

∂

∂t
E = 0.

Einsetzen von

∇×B− 1

c

∂

∂t
E = 0

liefert

0 =
1

c2
∂2

∂t2
B +∇×

(
∇×B

)
=

1

c2
∂2

∂t2
B +∇ (∇B)︸ ︷︷ ︸

=0

−4B = �B.
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