Einfiihrung in die Festkorpertheorie.

L. A. Banyai
22nd January 2004

Contents

-

8

9

Einteilchentheorie.

Kondensierte Materie (Festkorper).

Das Elektronengas ohne Wechselwirkung.

Freie Elektronen in elektrischen und magnetischen Felder.
Kristalgitter.

Translationssymmetrie und Bloch-Funktionen.
Brillouin-Zone und Bragg-reflexionen.

Periodische Randbedingungen.

Die Niherung der quasifreien Elektronen

Das Kronig-Penney Modell.

10 kp-Storungstheorie und effektive Masse.

11 Wannier-Funktionen.

12 Die “Tight-Binding”-Niherung.

13 Effektivmassen-Niherung

14 Storstellenzustande.

15 Besetzung der Bénder.

16 Statistik der Elektronen und Lécher in einem Halbleiter. (Intrinsische

Halbleiter)

10

16

18

19

19

20

23

27

29

30

30

31

32

34

17 Donatoren, Akzeptoren und deren Besetzung.(Extrinsische Halbleiter) 35



18 Der Wannier-Exziton. 37

19 Raumlich inhomogene Halbleiter. 38
19.1 Statisches longitudinales elektrisches Feld senkrecht zu der Oberfliche eines

intrinsisches Halbleiters. . . . . . . . . . .. ... oo oL, 38

19.1.1 Halbleitermikrostrukturen. . . . . . . . . . .. ..o 40

20 Bloch-Elektron im elektrischen Feld. Bloch-Oszillationen. Wannier-

Leiter. 43
21 Spin-Orbit-Koppelung und Valenzbandstruktur. 45
22 Gitteroszillationen (Phononen). 47

23 Optische Phononen in polaren Halbleiter. Lyddane-Sachs-Theorie. Franck-

Condon-Effekt 52
24 Elektron-Phonon-Wechselwirkung. 56
IT Vielteilchentheorie 57
25 Lineare Antwort zur dufieren Storung. 57

26 Kinetische Koeffizienten (Galvanomagnetische und Thermische Phenomene).* 60

27 Das Elektronengas mit Wechselwirkung. 60
28 Die (longitudinale) dielektrische Funktion der Elektron-Plasma in der
Hartree-Niherung. 62
29 Das Elektron-Loch Bild. 64
30 Die (transversale) Interband-Dielektrizititskonstante der Elektron-Loch-
Plasma. 67
31 Der Exziton im Tight-Binding. 72
32 Ultrakurzzeitspektroskopie der Festkorper. 74
32.1 Halbleiter-Bloch-Gleichungen . . . . . . .. .. ... ... 0oL, 74
32.2 Theorie der Nichtlinearititen dritter Ordnung . . . . . . .. ... ... .. 78
32.3 Differentielle Transmission . . . . . . . .. ... .. oL 79
32.4 Vierwellenmischen . . . .. . .. ... .o oo 83
33 Zeitumkehr und Tendenz zum Gleichgewicht. 85
34 Klassisches Polaron im elektrischen Feld. 85
35 Mastergleichungen und Ratengleichungen. 90



36 Die Boltzmann-Gleichung. 93

37 Losbares Boltzmann-Modell mit sofortiger Thermalisierung. 95
38 “Hopping”-Transport der lokalisierten Elektronen. 98
39 Quanten-Hall-Effekt.* 101
40 Heisenberg-Modell der Ferromagnetismus. 101
41 Bose-Kondensation 103
42 BCS-Theorie der Supraleitung* 105
IIT Kurzfassung der Theoretischen Physik 106
43 Klassische Mechanik. 106
44 Einteilchen-Quantenmechanik. 106
45 Stérungstheorie. 107
46 N-Teilchen-Quantenmechanik. 108
47 Die zweite Quantisierung (Teilchenzahl-Darstellung). 109

47.0.1 Fermionen . . . . . . . . . . ... e 109

47.0.2 Bosonen. . . . . . ..o e e 112
48 Dichtematrize. 113
49 Selbstkonsistente Einteilchen-N#herungen (fiir Elektronen). 114
50 Elektrodynamik und Quantenmechanik. 116



Part 1

Einteilchentheorie.

1 Kondensierte Materie (Festkorper).

Coulomb-wechselwirkende Elektronen und Ionen (oder Atomkerne) in Anwesenheit von
aufieren Feldern:

H:H8+Hi+Hee+Hii+Hei

Standard-Naherungen:

el. Adiabatische Néherung (M,,, > me ).Bewegungen der Elektronen im festen
Tonengitter.

—Selbstkonsistente Berechnung der effektiven Einteilchen-Spektrum (Bloch-Funktionen)

— Elektron-Loch-Bild

—Coulomb-Weshselwirkendes Elektron-Loch Plasma

¢2. Bewegung der Ionen im mittleren Elektronenkonfiguration (Phononen)

e3. Elektron-Phonon-Wechselwirkung.

2 Das Elektronengas ohne Wechselwirkung.

Freies Elektron.
stationdre Schrodinger-Gleichung:

77,2
—%V%ﬁ(f) = ep(Z)
"Eigenfunktionen”: (%) = etk
Kontinuerliches Spektrum : ¢ = %kQ; 0<e<oo

[ dzw@P =
(Sind keine echte Eigenfunktionen!)

Endliches Volumen Q=13
Randbedingungen auf dem Wiirfel:

Y(T) = d1(21)P2(22) P3(23)
a) Null (Dirichlet): Pp(£%) =0

¢k($)s: \/%COS(I{).I) ( k= (Qn—l-l)%’ n:0’1’2,... )

st(x)“:\/%sin(kx) ( k=2n%; n=0,1,2--- )



b) Periodisch: d(z+ L) =¢(x)

1
or(x) = ﬁe’k‘” ( k=—n; n==1,42--- )

In beiden Fillen : ¢, = %kQ
und die Wellenfunktionen sind normiert auf das Interval —%, %
Eigenzustéinde des Impulsoperators (b):

2 gula) = hkou(a)

Skalarprodukt:

~
IS]

. 1 |
<kl >= [ ooy ont@) = 1 [ deet o

2 2

Vollstandigkeit = diskrete Fourier-Entwicklung.

Spin des Elektrons

. . 1
‘k‘,83 > (k = (kl, kg, kg),83 = :|:§>

SYSTEME AUS VIELEN NICHTWECHSELWIRKENDEN ELEKTRONEN.

Pauli-Prinzip

Elektronen sind identische Teilchen. In der Schrédinger Gleichung sind charakterisiert

durch die identische Masse und Ladung. Die Wellenfunktionen von vielen identischen
Teilchen miiken durch Vertauschung zwei Teilchen symmetrisch oder asymmetrisch sein.
Alle Teilchen mit halbzéhligen Spin (Fermionen) haben asymmetrische Wellenfunktio-
nen. Alle Teilchen mit ganzzahligem Spin (Bosonen) haben symmetrische Wellenfunktio-
nen.(Diese sind die einfachste Darstellungen der Permutationsgruppe.) Elektronen sind
Fermionen. Wegen der Asymmetrie ein FEinelektronzustand kann nur mit einem einzigen

FElektron besetzt werden.

Beispiel: Zwei Elektronen in einem elektrischem Potential
2

I3
H= 5 (V% + V%) + eV (1) + V(zs)

Uik, (21, T2) = % (D1 (1) Prs (T2) — Dy (T1) Bry (22))



— \I/kk(.Tl,.TQ) =0

Zustandscharakterisierung durch Besetzungszahlen:

ng,, — Elektronen im \E,83> Zustand

nE,33 = 0, 1

Energie:

E - Z nEasSEE;SS

k,s3

(Ohne Magnetfeld ist die Energie unabhangig vom Spin !)

Teilchenzahl:
N = Z nl_c"s?)

kys3

Thermodynamischer Grenzwert

L — oo, N — o0

bei konstanter Dichte

n= ﬁ = const.

Riemann-Grenzwert der Summen:

oder

Grundzustand:
Die niedrigsten k -Zustinde sind doppeltbesetzt, alle anderen sind leer.

Ny, = 0(kr — Kl)

. . 2
Fermi-Energie: ep = f—mk%



oder

Fermi-Verteilung und Zustandsdichte
Makrokanonische Verteilung
Wahrscheinlichkeit eines Zustandes v:

v= nElassl’ nE25532’ o

efﬂ(EV 7/JNV)

b= 5o s

Mittlere Besetzung eines E, s3 -Zustands:

<nE,Ss > = ZP”nE,Ss
v

2
Zn—O 1 ne_ﬁ( %k2_“)n
V)

2
o, € amkm
n=0,

e—ﬂ(%lﬁ—u)

1+ e*ﬁ(%wfﬂ)
1
1+ eﬁ(%kz—ﬂ)

Fermi-Verteilung:

Normierung:



oder

2 I

Seien die Eigenszustinde im allgemeinen durch die Quantenzahlen v karakterisiert
(in unserem fall v = k, s3 ) mit den Eigenenergien ¢,. Man definiert die Zustandsdichte:

() = é S be—e)

dann

/ dez(e) = %ZH(EQ — )06, — Ey)

E;

ist die Anzahl der Zustdnde im Interval (E1, Es) per Volumen. Bei freien Elektronen

1 h2k?
z(e) = 525(6— o )
k,s3
und
. 2 - h2k? 1 3 1
[%l_l;IOIOZ(G) = W /dk5(€ — om ) = 27‘(‘2h3 (2m)2€2

Mit dieser Notation sieht die Normierung wie

[ dexarse) =n

aus und die mittlere Elekron-Energie ist

n<e>= /dez(e)f(e)e

Spezifische Warme:

0<e€e>
cC=
oT
Extreme Situationen:
lim,, yoo pt = 00 und lim,, ,opu = —00
. Unentartete Verteilung kT < —p (n < 0)

Klassische (Boltzmansche) Verteilung:




€

Figure 1: Fermi-Verteilungen.

3]€BT 3kB
< € > 2 — C~ 2
° Entartete Verteilung kT < p

,U"T:OK = €F

f(€)|lr=ox = O(er — €)

3
< €e> |T:0K = EEF

Niedrigtemperaturentwicklung (kg7 < €p ) :

PN 1+57r2 kT >
€>= —¢€ — | —
57 12 \ en

<e>== [Fdez(e) fe) =
Ableitung:

o N 1
/0 dee eBle—m) 4+ 1

Q

&

(asymptotische Reihe)
Daher

<e>=u(T) (1+ 5 (5 +--)

1 a—|—1+/ood o 1
o+ a 0 € eBle—n) 4+ 1

1 +1
«
a+1 /

€F

2 kT
+ } — czWQBL

e dee2f (e)
i dele(e)

0~ 9))

deen S19Te — 1)

eﬁle ul41
1 o | T (kT + )asz’gn(x)
a+1” b o elel + 1
a—l—l |.I‘ L.
a+1 + (ks ) d el#l +1 *
1
A+ (keT) apt



3 Freie Elektronen in elektrischen und magnetischen
Felder.

1 N2
H=_— (ﬁ-I-EA) —eV
2m c
| n
== (7+54)
m c
E=-VV-14 ; B=VxA
. KONSTANTES, HOMOGENES ELEKTRISCHES FELD :
V(i) = —7E und A=0
oder . .
V() =0 und A= —cFEt
also
h? ~
H=—-—V*+¢fE
2m
oder

H = % (—th — eEt)Q

In der ersten (zeitunabhingigen) Eichung sind fiir die Bewegung in der Feldrichtung
(x-Achse) Ayrie-Funktionen die stationédre Losung (endlich iiberall)

o=z [ e (357 06) 6= (= 75) (57)

aber keine Eigenfunktionen ([ _dz|¢(z)|* = oo ).

In dieser Eichung mit der Anfangsbedingung |;—g = exp k7 bekommt man die
zeitabhangige Losung (H1y = zh%) :

2m

St =

. . bRk — leEt')?
¢=expz[(k— eEt)F—/dt'—( A% )]
0

In der zweiten Eichung hat man nur die zeitabhingige Losung.

- /t ik = 1eEt)?
0 2m

Y =expt [/ZF

10



Figure 2: Airy-Funktion

Alle beobachtbare Mengen sind aber eichungsunabhéngig!

° KONSTANTES, HOMOGENES MAGNETISCHES FELD :

—

B =(0,0,B)
Landau-Eichung: A = (0, Bz, 0)

2 | o e \> R 0
== moe " om (‘ma—y - 233”) T omon

Suchen wir die Losung unter der Form:

ez(lczz—l—kyy)
Vhy k. (T) = (D(x)ﬁ
dann h? 02 1 h2k?
= - 2 - X 2 z P —
{ 5771 D22 + 2mwc(az: ) —e+ Qm} (x)=0

Magnetische Linge: /g = ‘3—%

Zyklotron-Resonanz-Frequenz: w, = %
x-Koordinate der Zyklotron-Bewegung : X = sign(e)l%k,

Bohrscher Magneton : ug = 26—72(; (hw. = 2upB)
ez(kzz+kyy)

Un,x k. (7) = Oz — X)ﬁ
2Ly

11
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Figure 3: Zustandsdichte im Magnetfeld.

1 -
$n (1) = 7 /%5 H,(w/tp)
B
h2k? 1
€nXk: = 5 + hwe(n + 2) (n=0,1,2,..)
X - statt k, ! Entartung in X.
Randbedingungen:
- Periodizitdt in den z und y Richtungen:
(k, = &1 k, 2”:"’, Nz, My - ganze Zahlen )

- Naherungswelse Null in der x Richtung:
(_Lw/2 S X S L:L‘/2)
Notation: k = (ky, k)

Anmerkung: Die Wellenfunktion ist unabhiingig von der Masse und die Energie ist
unabhingig vom X. Mit exakten Dirichlet-Randbedingungen in der x-Richtung wire diese
Entartung aufgehoben.

Zustandsdichte:

@) = L S sE- TR by
AT ILLL om et Ty

kz,ky,m
m/22

k2 1
dky/dkzzfi(E— 52— hwe(n + 3))

m

271';2[/;5 La/262,
_ 1 hw(n+ 3))
CHRA \/7 \/E fwe(n + 1)

Die integrierte Zustandsdichte: N(E) = fOE dez(e)

12



20y

15;¢

N(E)

10¢

Bei Beriicksichtigung des Spins adiert sich der Term:
:t%/,LBB
zu der Energie. (g = 2 fiir freie Elektronen)

Die Energie freier Elektronen im Magnetfeld:

H - ZnaXakZaa' €n7X7kz’o— nnykaz;O' (n’I’L,X,kz,O' = 07 1 )
nk; 1,1
" = fwe(n + 5) + 509188

wobei s, = 0 , also 0 = £1 .

Thermodynamischer Potential Q2 (nicht zu verwechseln mit dem Volumen  !)
Q=F —uN = —kgTln {Sp (e’ﬂ(H’“N))}

Fiir unabhéngige Elektronen:

Q = —kBTln{ Z eﬂzi(eiﬂ)ni}

n1,M2,...

= —kpTIn{IL; [1 + e PlW]}
= —kgT Z In [1 + e Flemm]

= —kgTL,LyL, /dez(e) In [1+ e Alem]

also

L.L.,L, /2m X, [
O = —kgT—22L 2,/ / dE

y O(E — hw.(n+ 1) — s0gupB)
\/E — hwe(n+ %) — so9usB

ln [1 + e—ﬂ(E_U)]

13



Bei kT — 0:
In [14 ¢ ?#H] = 86(u— E)(u — E)

2m
"o R 3] R

(k- E) hwe(n + )__UQ,UBB)

\/E — hwe(n+ %) — s09upB

2m 3 1 1
B £2 \/ B2 ZZ (1= fiwe(n+ 5 )__UQNBB)ZG(N_hwc(”+§)—EUQ,UBB)

o=%x1n= 0

Andererseits, p wird durch die mittlere Teilchenzahl definiert. Bei kg7 — 0 :

n = /u dez(e)

[2m / 1
= dE
87T2€2 77,2 Z hwe(n+3)—Logup B \/E hw (n + ) - _O'Q:U‘BB

o=+1n=0
2m 1, 1
- 47r2€2 \/; Zﬂg \/“ hwe(n + ) - _U!J,UBBQ( — hwe(n 5) — §oguBB)
Magnetisierung:
1 OF 0 Q
M=-11,.08~ o8B (“’” 9)

Enthélt: Paulischer Spin-Paramagnetismus und Landauscher Diamagnetismus
Fiihrt zu Oszillationen der Magnetisierung als Funktion von + ( de Haas - van Alphen
Effekt).

”Confinement” in der z-Richtung .

Wieder Landau-Losung, aber mit

we = W=1/w2+w?
2
- W
@

und die Entartung ist aufgehoben

B2k?2 1 -
5 +hw(n+2)+mw0X2 (n=0,1,2,...)

en,kz,ky —



Figure 4: Teilchendichte als Funktion von p — %hwc und fiw, .

Figure 5: Oszillationen der Magnetisierung als Funktion von %.

15




4 Kristalgitter.

Primitive Translationen in 3D (Bravais Gitter):

—

R = nld'l +n2&'2+n3&'3; (nl,ng,ng :0,:|:1,:|:2,)
Volumen der Einheitzelle:
’U:al'(&’g XC_L’3)

reziproke Gitter:

- 2

b= T, x
v

= 2

by = —71-63 X a1
v

- 2

by = TG x @
v

Identitét: b; - (52 X 53) = % oder vgy = (22)3
I?:m1g1+m252+m353; (ml,mQ,mS :0’:|:1’:|:2,”_)

J 3J

R-K = 27 (nymy + noma + nzms)

Fourier-Entwicklung einer gitterperiodischen Funktion (f(7) = f(7+ é) ):

J() =3 Fe™
K

| L
fe=7 [ drr@e
v v

Kristallsymmetrien (diskrete Verschiebungen, Spiegelungen, Drehungen).

gruppe)

16

(Raum-



Figure 6: Bravais-Gitter und Elementarzelle mit einem Atom in 2D

Figure 7: Bravais-Gitter und Elementarzelle mit mehrere Atomen in 2D

17



5 Translationssymmetrie und Bloch-Funktionen.

Bewegung eines Elektrons im periodischen Potential:

2

A
H=—-——V?
2m +U(F)

U(F) =U(F+ R)
“Eigenfunktionen”(wegen der nichtnormierbarkeit keine echte Eigenfunktionen!):
Hy = Ey
Es folgt, dak ¢ (7 + R) also eine “Eigenfunktion” ist mit der der selben “Eigenenergie”

Falls die “Eigenenergie” nicht entartet ist, dann

Vi (F+ B) = e #p(7)

Folgt auch
¢ﬁ1+ﬁ2 = d)él + d)é2

also
bp (7 + B) = eFyp(7)

mit einem reelen k . Dabei sind k und k + K dquivalent !
Oder

Up() = €M ug(7); ug(7+ R) = ug(r)

Da die Translationen eine abelsche Gruppe sind, nur mit eindimensionellen irreduzi-
blen Darstellungen, konnen die Wellenfunktionen immer (auch bei Entartung) in Blochscher
Form gewiéhlt werden.

Es reicht die  in der Brillouin-Zone (BZ) zu beriicksichtigen. ("Elementarzelle” im

reziproken Gitter.) Alle k die niher zum Ursprung als zu einem reziproken Gittervektor
stehen:

< (k—K)?

Im allgemeinen, aufler den Quantenzahl k € BZ hat man noch andere Quantenzahlen
(diskretes Bandindex) die wir mit n bezeichnen. Also

E—o
Vi () = € ug , (7)
mit & in der BZ. Falls man diese letzte Beschriankung ignoriert, dann sollte man

beriicksichtigen, da ¢z, z . (7) = ¥z, (F) und E,(k + K) = E,(k) (ausgedehnte Bloch-
Beschreibung).

18



6 Brillouin-Zone und Bragg-reflexionen.

RK = 27N (bei festem K, N) definiert eine Kristallebene senkrecht zum K.
Zwei parallele naheliegende Kristallebenen sind definiert durch:
alle R die RK = 27N geniigen
alle B’ die R'K = 2r(N — 1) geniigen.
Der Abstand zwischen diesen Ebenen ist
(R—R)K 2

d

K K

Il

Die Bedingung der Bragg-Reflexion (konstruktive Interferenz) einer Welle unter dem
Winkel § mit Wellenvector k£ an diese Ebenen ist

2dsinf = )\
Aus sinf = —i—IE und k£ = 27“ ergibt sich dann
_p2mEE o
KEkEK k
oder
K? - 2kK =0

also (K — k)2 = k? die den Rand der Brillouin-Zone definiert.

7 Periodische Randbedingungen.

Periodische Randbedingungen um diskretes Spektrum zu schaffen (kompatibel mit
dem Gitter):

V(7 + N;d;) = (7)

(Den Parallelipiped mit den Kanten N;d; nennt man Grundgebiet 2.)

19



Folgt .
N;d; - k =27m; (m =0,+1,+2,...)

also

T g+ (n1,n2,m3 = 0,£1,£2, .. )

K="
el R

N

Ubergang zum unendlichen Kristall:

AGA&A@ VBZz
2 =, ZNNQA@, zﬂzzAg

keBz keBz

1 1

— —

g2~ @y
keEBZ

Ermoglicht die Ortonormierung (echte Eigenfunktionen) :

also
&k

/ qu/)E,n(f)*q/)E’,n’ (T_') == 6];:‘,/;:"571,75’
Q

n,n'- andere Quantenzahlen (Bandindex). Hier hat man die folgende Identitit ver-
wendet:

—Ze”zé:dg’o (k — diskret in der BZ wie oben !)

N-1 n lzN_{Oif m # 0
11

r=e~N; (m=0,...,N—1) T B =5 if m=0

resultiert.

8 Die Naherung der quasifreien Elektronen

Fourier Reihen fiir die periodische Funktionen:



- a ma

Figure 8: Zuriickgefaltetes freies Energiespektrum

(aus der Realitit von U folgt Uz = U* 2)
Einsetzen in die Blochsche Elgenwert Glelchung

hg g — g ~ 2 "H_,,—x - 2 "I_,F
3y o+ K — E(k)+ > Ugne™" ™ b iig g™ ™ =0

K’ K

Multiplizieren mit e~ "und integrieren iiber 7 in der elementare Zelle fiihrt zur

| N ~ .
[ (k+ K)2_E(k):|“E,K+ZUI?—I?'UE,I?':O

2m >
KI
e Leeres Gitter: U(7) =0
- 0 R
Wellenfunktionen : w( )(7) = %e k
Eigenergien : E© (k) = %kQ
Andere Schreibweise :
Sei nun £ nur innerhalb der B.Z !
1 = 1 =
(0) — 1k7, (0) 0) (= _ 1 KT
w,g,g(fj = \/—Ne Uk,j(*(f‘)a U <(7) = N
o B .
EQ (k) = o+ K)? ke BZ

Sei nun das Periodisches Potential U (f’) eine kleine Storung. Seine Matrixelemente
zwischen den ungestorten Zustdnden k K undk K' sind genau U - Bs ist wichtig,

21



0 ma

Figure 9: Aufhebung der Entartungen

die Wellenvektor & (in der Brilloin Zone) eine gute Quantenzahl bleibt bei beiliebigem
periodischen Potential der die selbe Periodizitdt bhat. Deswegen bei festem k haben wir
einen diskreten Spektrum. Dieses Spektrum in Abwesenheit des Potentials ist manchmal
entart. Es ist zu erwarten, dafl die wichtigste Wirkung des Potentials die Aufhebung
dieser Entartungen ist. Bei einem schwachen Potential kann man die Ausspaltung mit
Hilfe der Stérungstheorie berechnen.

Betrachten wir zum Beispiel in einem Dimension den ersten entarteten Punkt bei
k = Z. Da sind eigentlich zwei entartete Eigenwerte: einer von dem ersten Band (K = 0)
und einer vom zweiten Band (K = —2%) . Nach der Stérungstheorie niedrigster Ordnung
in Anwesenheit einer Entartung die Korrigierte Eigenergieen sollte man von dem sekuléren
Determinant

[E® - F Usx

0. EO_E

a

bekommen. Wobei E(© = 5;7;22 die entartete ungestorte Energie bei k = 7 ist.
Also

Ey(—) =E© _|U%’f‘

E o

a

) = BO 4]0

SHE IS

und wir bekommen durch die Ausspaltung eine Bandliicke F, = 2|U2x|. Das Ergebniss
ist schematisch (fiir alle £ < ) im Abbildung dargestellt .

22



Figure 10: Das Potential

9 Das Kronig-Penney Modell.

V(z) = 0 nla+b) <z <n(a+b)+a; n=0,+1,+£2,...
YT Ve nla+b)—b<z<n(a+b)

Es reicht die Losung in der Elementarzelle (0 < z < [, Il = a+b) zu finden und
durch die Blochsche Bedingung fortzsetzen.
Lésungen streckenweise. :

1) Fir E <V} :
U(z) = cffe™® +cffe ™7, 0<z<a
U(z) = cle™” +cle ™7, a<z<l
2m 2m
’f%:ﬁ ; ffg:ﬁ(Vo—Eﬂ

Zuerst muk die Kontinuitdt der Wellenfunktion und seiner Ableitung in z = a erfiillt
werden:

TU(a—0) = U(a+0)
V(a—0) = ¥(a+0)

Dann muf® noch die Bloch-Bedingung erfiillt werden:

T(0)e = W(l)
\Ij/(o)ezkl — \I/’(l)
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Figure 11: Die Energiebinder (V,22e® = 38, & = (.25)
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Figure 12: Vergleich mit den freien Elektronen.

Daraus ergibt sich die transzendente Gleichung:

2 2

Ky — Ky
R1K2

cosh kobcos k1a + sinh kb sin k1a = cos k(a + b)
die die Bander definiert.

2) Fiir £ > V; sind trigonometrische Funktionen mit unterschiedlichen Koeffizienten
iiberall die Losung. Die Kontinuitdt und die Bloch-Bedingung fiihren zum

2 KZ%

K1K2

cos K1b cos ke — sin k1bsin kea = cos k(a + b)

Desto weiter von einander sind die Potentialtopfe, desto enger werden die Bander und
schliesslich entarten an den Niveaus des isolierten Potentialtopfes (hier die zwei unterste
Niveaus sind um 5.555511meV bzw. 21.1505 meV) .
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Figure 13: Bénder bei b = 0.25a (0 <k < I ).

Figure 14: Bénder bei b= 0.6a (0 <k < T ).
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Gritterkonstante

Frergie il Fioherten]

=l
Gittrerhonstante

Figure 15: Energiebiander als Funktion der Gitterkonstante.

UBERGANG VOM ATOMISCHEN SPEKTRUM ZUM KRISTALLSPEKTRUM:

10 kp-Storungstheorie und effektive Masse.
Bloch-Gleichung:

gV U B 4,007 = 0

2m
b, 5 (F) = €, 1(7); U, 7 (F+ R) = u, ¢(F)

—h—2V2+U(*) — @EVJFH—Z/& — En(F) (M) =0
2m r m 2m " Y1) =

Bei festem & haben wir eine echte Eigenwertgleichung (diskretes Spektrum) mit peri-
odischen Randbedingungen in der elementaren Zelle.
Orthonormierung:

/dfun,ﬁ(f')*un’,ﬁ(m = 5",71'
v
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Vollstandigkeit:

e Seien u,,  (7) und E, (ko) bekannt.Dann kénnen wir —%(E — ko) V fiir |k — kg = 0
als kleine Storung betrachten.

Storungstheorie (ohne Entartung!):

<n IC() k0>
u, 7 (7) = u, 7 (7) +
* %; En(ko) — En (ko)

|ﬁ2k ko)V |

n’ Ico (F) +-

En(k) — k2 = B, (ko) — k2 +

2
5.
7 R (k—kg)V 4
<n,k0|%\n',ko>‘

7 | h(k—k 7
+ <, k| MR IR ko > + 2 ntn En (o) —E 1 (ko)

4.
wobei
<n, EO|V|n', ko >= /drun ko(f‘)*Vun,,ic‘o(F)
Es folgt U
OE, (k)
ok

Da kq willkiirlich ist, bleibt fiir beliebige # giiltig.
Daraus folgt dak die mittlere Geschwindigkeit

. LR
‘E:EO = —k0+ <n, k‘o‘—V|n,k0 >
m m

5= [ a7 e, =

ist.

e Sei nun der Punkt K = 0 ein Band-Minimum oder Band-Maximum. (Effektive
Masse)

E(E)—E(o)+h—2(i> kk, +
n — L ijuu

2
wobei
( 1 ) 1 5o 2 <n,0[AV,|n',0 >< n',0|AV,|n,0 >
il =0+ —
M), m m? ol E,.(0) — E.(0)
Bei kubischer Symmetrie
E,.(k)=FE,(0
() = B (0) + 5
h nd
m



11 Wannier-Funktionen.

w, \/_ Z wnk ,,—,‘)e—sz \/7 Z u, mezk(r R)

keBZ keBZ

Vollstindiges orthonormiertes System:

|
z|-
¢
W
N
®
=
P:l
'"9
B
:\
Il
o
S
S\
S,
S
£

Inverse Transformation.
1 -
Yail) = —= D wni(F)e™
N R

Unter der Annahme, daf u,, () eine glatte Funktion von k ist, ergibt sich eine sehr

starke Abnahme der w, 5(7) fiir |77 — R| — oo . Vollstiindiges lokalisiertes Basis, aber
keine Eigenfunktionen.

<n,R|H|n',R' >= 6, wto(R - R")

(néchste Nachbarn) und Zero in Rest, dann
En(k) = o — 2dy(cos(kza) + cos(kya) + cos(k,a))
Rund um & = 0 ergibt sich

En(k) = ¢n — 6dy, + dpa®k® +

h2
2m*

, also die effektive Masse 2

=d,a
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12 Die “Tight-Binding”-Naherung.
Oft verwendete Néherung:
w, 7(7) & ¢,(7 — )

¢, atomare Eigenfunktionen

oder
1 i B .
un,l-c’(f‘) - ZeZk(T_R)¢n(F_ R)
VN <

Die Orthonormierung ist nur Naherungsweise erfillt, da
[0 dPgn(F) ¢ (F— R) 0  fiir R#0 .
13 Effektivmassen-Naherung

Sei V(r) eine Storung des Kristallpotenzials U (7).
Annahme: V(7) variiert langsam auf der Skala der Gitterkonstante.
Dann

< n, RIVIn, B >= /da‘c’wné(f')*V(F)wn,é,(F) N V(R) o0 1

und sucht man die Eigenfunktionen als

1

wobei

=

Interpolierungsfunktion: x(7) = > ;. 5, e*ry(K)  fiir alle 7
Unter der Annahme, daf§ )2(/;) #0 nur in der Niihe eines Bandextremums bei kq
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- - R oL
E, (k) =~ E,(ko) + 5 (k — ko) +

Umdefinieren : x(7) = eZEO’Tgp(F') . Also  @(k) #0 nur in der Umgebung vom
k=0 und

1

{Bulko) = V2 +V(7) — ¢} o) = 0
Damit haben wir angenommen, daff  ¢(7) langsam variiert und daher

\/—Zx w, 5(7) & eof)\/—ZZkOR W5 (F) = o), ¢ (7)

14 Storstellenzustande.

ATTRAKTIVE UND REPULSIVE LOKALE STORUNGEN IM
KRISTALL.

Attraktives Potential erzeugt in der Nahe von einen Bandminimum gebundene Zustinde
in der Bandliicke:

Grundzustand:

h? eh?
ap =

e—Fc= —ER (ER = R

)

:72’
2m*ay

liegt in der Bandliicke.
Repulsives Potential erzeugt in der Ndhe von einen Bandmazimum gebundene Zustdnde
in der Bandliicke:

{E i +—2—5}X(F)=0 (m* < 0)



bei m* < 0 kann umgeschrieben werden in der Form

-E _h_2V2_e_2+8 () =0
TR S

Grundzustand:
g — EV = +ER

Fiir die meisten Halbleiter m* < m und € > 10 und deswegen Egr  in Halbleiter
ist sehr klein (1meV-50meV) und ap > Gitterkonstante.

15 Besetzung der Bander.

Der letzte Band ist vollig besetzt bei T=0° . (Halbleiter / Isolator)

Halblaiter (150lator)

Der letzte Band ist teilweise Besetzt bei T=0°. (Metall)
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Metall

Indirektes Halbleiter

Halbmetall:
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16 Statistik der Elektronen und Locher in einem Hal-
bleiter. (Intrinsische Halbleiter)

Mittlere Besetzung der Bloch-Zustinde (Bandindex n , Wellenvektor k und Spin ¢ im
Gleichgewicht (Fermi):

1
P =<N, g >= —F———~——
fn,k,a n,k,o eﬂ(fn,g,a—ﬂ) +1

. . . e — I
Elektronen in der Leitungsband: f/Z,a = feko = T

Licher in der Valenzband : f}%’g =1~ f, i_o= 50 —
Bei T'=0° fZ = fga = 0 (Vakuum)

In der Effektivenmassen-Ndherung an der Bandkannte:

1 h?

gc,E,a = 6% = §Eg =+ Qm: k2 (me > 0)
1 h?
_ ~h _ 2 * *
_81]7_];,_0_ = 6E = §Eg -+ %k (mh = —m,u > 0)

Einen Teilchen mit Ladung e < 0, Spin o, Wellenvektor k und Energie ko 21
entfernen ist der Zufiigung eines Teilchens mit Ladung —e > 0, Spin —o, Wellenvektor
—k und Energie —¢, ¢, dquivalent.

Die Locher in der Valenzband in der Ndhe der Bandkannte verhalten sich wie positiv
geladene Teilchen mit positiver effektiven Masse!

Elektroneutralitit (im intrinsischem Halbleiter):
e __ h
> fi =2 1k,
k.o ko

Im unendlichen Volumen mit dem parabolischen Effektivmassenverhalten lautet diese
Bedingung als

=0

1 - 1 1
—3/dk [ 22 1 - h2E2 1
(271') eﬂ( 2me +§E9_u) + 1 eﬂ(W‘FﬁEQ‘H‘) + 1
wobei wir die Energieursprung in der mitte der Bandliicke (E, ) gesezt haben und das
parabolisches Verhalten der Energie iiberall verwendet haben. Man erwartet, dak weil
BE, < 1 die Statistik unentartet ist und die grofe £ -Werte wenig beitragen. Deswegen
kann man die Fermi-Funktionen durch exponentiale Ersetzen

o [ [€_ﬁ<z;k§+%Eg—u> _ eﬂ<%+;Eg+~>] 0

Dies fiihrt zur p = %kBTln (Z_Z) und zu der Gleichgewichtsladungstragerdichte ng =
1 e $ —1ipm
Ly () e et
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17 Donatoren, Akzeptoren und deren Besetzung.(Extrinsische
Halbleiter)

1) Ein fremdes positives Ion fithrt gebundene Zustiande in der Bandliicke unter der Leitungs-
band. Der kommt aber als Atom neutral mit eigenem Elektron, der bei 77 = 0° im
Grundzustand sitzt.

2) Ein fremdes negatives Ion fithrt gebundene Zusténde in der Bandliicke iiber der
Valenzband. Der kommt aber als Atom neutral rein, deswegen bei 7" = 0° wird sein
Grundzustand von einem Loch besetzt.

Konnen auch lokalisierte Zustinde doppeltbesetzt (s, = i%) sein?
Ist auch ihre mittlere Besetzung von der Fermi-Funktion beschrieben ?
Coulomb-Wechselwirkungsenergie (repulsiv):

e o[ ()P ()
U= ?/d’l"/d’l"

7

Seien beide Elektronen am Donator im Grundzustand ({ =0, n=1):

) = () = e

Dann kann man die Formel

1 g b AN 1\ ,
\F—F'IZZ[F(F) 9““?‘”?(7) b(r =)

Py(cosb)

verwenden um das Integral leicht zu berechnen

5 e? 5
U=""_="F
Seag 4 F

Also, die Energie des doppelbesetzten Zustands E, — %E r unterscheidet sich wesentlich
von der doppelten Energie des einfachbesetzten Zustands ep = %Eg — FR:

Ep(nt,n)) = ep(ns +ny) + Unyny (ny,ny = 0,1)
Die mittlere Besetzung im Gleichgewicht wird also

—8[E ny)—
ZnT:O,l Zn¢:0,1 nye BlEp(nyny)—p(ny+ny)]

Z”TZOJ Znizo,l e—BlED(ny,ny)—p(nr+n,)]

< N4 >=< ng >=

und
e—Blep—n) + e B2(ep—n)+U]

1 4+ 2e—B(ep—n) 4 e—Bl2(ep—p)+U] =7p

<’I7,>E<’I'LT>+<TL\L>:2

35



<n>

L L
10 15 20

e—Ll
Fiir den extremen Fall kLT — 00
B
e Blep—p) 1
<n>= 21 + Qe—ﬂ(sp—u) = eﬁ(spf,ukaTln2) +1

also eine Fermi-Funktion mit y — p+ kT’ In2 .
Analog ist fiir die positiv geladene Locher an den Akzeptoren:

EA(mT,mi):€A(m¢+m¢)+Um¢m¢ (mT,miz(],l)

wobei hier my = 1 —n4 (Loch-Besetzung) und man muf beriicksichtigen, daf das chemis-
ches Potential fiir die 16cher —p ist und €4 = %Eg — FEg.

e Bleatn) + e B2(ea+p)+U]

<n>=2—-<m>=2-— 21+26—,3(5A+N) o ARGt ] =Fa

Deswegen die allgemeine Elektroneutralitét (extrinsische Halbleiter) lautet:
2 i+ 2 Fo-Np=23 fi+) Fa=Na
E D B A

Anzahl der Elektronen in der Leitungsband und an den Donatoren minus der Anzahl
von Donatoren ist gleich der Anzahl der Locher in der Valenzband und an den Akzeptoren
minus der Anzahl von Akzeptoren.

Diese Gleichungen konnen im allgemeinen nur durch numerische Verfahren gelost
werden. Als Beispiel betrachten wir einen extrinsischen Halbleiter bei 77 = 0 in eine
graphische Darstellung. Die lage des chemischen Potentials (7)) bei T = 0 ist durch
die Mehrheitsstorstellen determiniert. Im Bild kann man die Besetzung im Fall eines
mehrheitlich mit Donoren dotierten Halbleiters sehen. Das Chemisches Potential liegt
hier an den Donatoren.

Im Bild wurde die Zustandsdichte an den Storstellen durch Gausssche Verteilungen
dargestellt, deren Oberfliche der Konzentration der Storstellen entspricht.
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Figure 16: Zustandsdichte und Besetzung bei T=0 in einem kompensierten n-Halbleiter.

18 Der Wannier-Exziton.

Ein Elektron im Leitungsband und ein Loch im Valenzband kénnen durch Coulomb-Kréfte
gebunden werden.Die Wellenfunktion des Paares:

‘II(Fe: Fh) = ¢(FCM)X(Frel)

* 2 * 2
_ MeTe + My Th

Tom = . — Tret = Te — Th
mi 4+ m; e ¢
¢(FCM) _ ieZECM"—"CM
VV
Wannier Gleichung:
h? e?

S A RS RO
Reduzierte Masse: 11 4. b

" m} my

Eigenwerte:
. 1
En - Eg - ERE

Exziton-Rydberg und Exziton-Radius:

h? eh?

E = — = —
R 2/1:0123, ap ,U;@Q

(In GaAs : Egr =b5meV, ap=1404°.)
Deswegen féingt auch in einem intrinsischen Halbleiter das Absorptionsspektrum mit
einem Maximum an.
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19 Raumlich inhomogene Halbleiter.

19.1 Statisches longitudinales elektrisches Feld senkrecht zu der
Oberflache eines intrinsisches Halbleiters.

Poisson-Gleichung auferhalb des Halbleiters (z < 0 ) und innerhalb des Halbleiters:
V2V =0 (z<0)

eVV () = —dmp(7) (x> 0)
Die freie Ladungsdichte ist

P = Pet Ph

In Abwesenheit des Feldes p(7) = 0. Das Feld modifiziert die Energie der Ladungstréiger
mit +eV (7) und dem entsprechend wird die Ladungsdichte inhomogen verteilt p(7) # 0.

Wir werden hier eine klassische Beschreibung anwenden in der die Wahrscheinlichkeit
im Phasenraum im Gleichgewichht durch die Maxvell-Boltzmann Verteilung

=B tev (i)

- qu—)'/ f df*/efﬂ(%uﬂzv(i"))

f(@,7)

gegeben ist. Die entsprechende Ladungsdichte der Elektronen bzw. der Locher ist

Pen(T) = £eN

eV (#!)
[ di'e™ FBT

wobei IV die Totale Anzahl der Gleichgewichtsladungstriager in Abwesenheit des Potentials
ist. Unter der Annahme daf das Potential tief im Halbleiter verschwindet (eine Konstante
kann man immer subtragieren!), der Nenner ist proportional zum Volumen und deswegen

eV (7)
Pen(F) = +enge FBT

Eg
wobei im unentartetem Fall des intrinsischen Halbleiters ng ~ e 287. Bei eV < kgT

ergibt sich
eV (7)
kgT

p(7) = —2enyg

und daher innerhalb des Halbleiters hat man die geschlofene Gleichung

8meng
kgT

V() = TV (7)

, oder mit der Einfiihrung der Debye-Linge

kBTG
Lp =
=Y 8me2ny
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V() =0

VAV () —
LD

In der eindimensionelen Konfiguration mit einem longitudinalen elektrischen Feld

senkrecht zu der Oberfliche des Halbleiters in der x-Richtung:
V() = =€z + const.

fiir x < 0.
Die Losung im Halbleiter mit der Verwendung der Kontinuitatsgleichung

8V(x)| _ aV(x)|
or =0T " gy =0
ist
Lp _ =
Viz) =E=2e o
€
fir x > 0.

Also, wegen der Abschirmung der freien Ladungstriger, das Feld penetriert nur in

einen Schicht der Dicke ~ Lp .
AV

0

»
|
X

Hier haben wir mit Hilfe von der Konstante const. das Potential als kontinuerliche

Funktion gewéahlt.
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19.1.1 Halbleitermikrostrukturen.

N-P-KONTAKT.

Kontakt zwischen einen n-Halbleiter (mit Donatoren) und einen p-Halbleiter (mit
Akzeptoren). Hier in der Poisson-Gleichung muf man sowohl die freie Ladungstriger
(Elektronen und Locher) wie auch die feste Ladungen (ionisierte Donatoren und Akzep-
toren ) beriicksichtigen. Ergibt sich eine Potentialstufe und eine Asymmetrie . (Halbleit-
erdioden). In Gleichgewicht miifien die chemische Potentiale sich angleichen und deswegen
sieht der Verlauf der Bandkannten (echte Bandkannte + Potential) wie im Bild aus

Die riesige Potentialstufe an dem Kontakt kann als Stromgleichrichter wirken. Die Be-
trachtung der Kontaktphenomena wird wie im vorherigen Fall im Rahmen der klassischen
Maxwel-Boltzmann Statistik durchgefiihrt.

3. QUANTENTROGE.

Al,Gai_zAs (0 < z < 1) sind direkte Halbleiter mit identischer Gitter, aber mit
einer Bandliicke die von der Komposition stark abhéingig ist: E (z) = (1 —x) x 1.52eV +
x X 2.2eV . Falls man einen diinnen GaAs Schicht beidseitig mit dem breitbandiger
Al,Ga,_;As beschichtet, bekommt man einen quasi-zweidimensionelen Halbleiter, in dem
die Zustandsdichte in den Binder konstant ist

1 o ., B2 k? m
@522 _ -
(2m)3 /dl~€ o 2m E) (27)2h?
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4. MEHRFACHE QUANTENTROGE.

In diesem kiinstlich erzeugtem periodischen Potential kann man die Blochoszillationen
beobachten (siehe ndchste Kapitel).

5. QUANTENDRAHTE .

Bei weiteren Strukturierung bekommt man quasi-eindimensionale Halbleiter, in dem
die Zustandsdichte in den Bénder eine Wiirzelsingularitét ausweist

1 k2 1 2m 1
oh By = o o-
COE / koS~ B) = oo\ 72 B
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6. QUANTENPUNKTE.

Man kann auch winzige Halbleiternkugel oder Halbleiterscheiben (Quantenpunkte) in
einer Matrize von anderem material einbetten. Dadurch entstehen diskrete Niveaus.
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20 Bloch-Elektron im elektrischen Feld. Bloch-Oszillationen.
Wannier-Leiter.

H' = —e&7

AY

AY
mmm ==t
AY

\
A%

A}
A}

| S
- -

\

Hier wiihlen wir die Normierung < k', n'|k,n >= vy50(k — E’)(Sn,n/.
(Da N 6k i — vpz0(k — k') diese Normierung entspricht im Diskret zum
<k',n'|k,n >= N6 /00 )-

_. =)

b GilE - > e zz IR [, dre > (1) i (7)
- —wg;%wﬁ — k"o +wpzd(k — k') [, diug o (7)* Zeug;  (7)
Falls man die Bandiibergéinge vernachléfigt und auch die in-Band Energiekorrektur
ignoriert, dann
v -1 & 9 o it
n'|H'|kn >~ —wBZeé'%(S(k — k")on.p

Unter diesen Naherungen, ist der effektive Ein-Band Hamiltonoperator in der k Darstel-
lung



Nach einer Zeit von 7T = % wird die ganze Brillouin Zone durchgelaufen, dann
Bragg-Spiegelung . Bloch Oszillationen mit der Frequenz w = 2% (Energie:

fw = ea ).

Diese Oszillationen kénnen aber in 3D Kristallen nicht beobachtet werden, da wegen der
kleinen Gitterkonstante die Oszillationsperiode viel grofer als die Relaxationszeit ist

(T > 1) und bei zu starken Feldern das Tunneln zwischen den Béndern stark wird. Die

bessere Beschreibung ist durch die Gleichung mit Dissipation (Reibung)
5 - h-
hk = e — —k
T

gegeben. Erst in den Supergitterstrukturen mit eine grofer Gitterkonstante (enge
Brillouin Zone) also kiirzere 7" wurden Bloch-Oszilllationen erméglicht.

Eigenfunktionen ( Wannier-Leiter):

- —58 ~ =
E(k) —1ef— —¢ kY=0
(k) oF Y(k)
oder
£dlnp(k) ? -
el - Z (e—E
F o = e E(R)

Sei das Feld in der z Richtung , dann
~ - ~ - 17 ka -
¢(k) = '(/J(Ov kL) €Xp {E A qu (6 - E(Qm; kJ_)) }

Da E(k) periodisch in der BZ ist, kann die Periodizitiit der Wellenfunktion im k-Raum
durch die Eigenwerte

27

em(k1) = ea€m + %/ dg,E(qu, k1)  (m=0,%1,42,..))
0

implementiert werden. Dabei
emi1(kL) — (kL) = ea€
Sei nun ein eindimesionales Bloch-Problem, mit
E(k) = A(1 — cos(ka))
Dann
€m = ea€fm + A

und die Eigenzustidnde sind

Y(x) = const. /Zj dk exp {—zk(x — ma) — %(1 _ sin(ka))}

i
a
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21 Spin-Orbit-Koppelung und Valenzbandstruktur.

Bis jetzt haben wir von den relativistischen Eigenschaften des Elektrons nur den Spin
beriicksichtigt fiir die Besetzung der Zustinde und eventuell fiir die Wechselwirkung
mit einem dufieren Magnetfeld. Die Blochsche Theorie wurde fiir die nichtrelativistis-
che Schrodinger- Gleichung entwickelt. Es gibt aber Umsténde bei denen relativistische
Korrekturen wichtig sind. Fiir die meisten Halbleiter mit direkten (bei £ = 0 )Ban-
dliicke kann der Bloch-Anteil der Wellenfunktion bei k = 0 im Leitungsband als unen-
tarteter s-Zustand und in der Valenzband als dreifach entarteter p -Zustand betrachtet
werden. Dazu kommt die zusédtzliche Entartung durch den Spin. Tatséchlich sind aber die
Valenzbandzustinde wegen der relativistischen Spin-Orbit-Wechselwirkung ausgespalten.

Wegen der Spin-Orbit Wechselwirkung kann man nur eine Invarianz gegen gemein-
samen Drehungen des orbitalen Drehmoments ['und des Spin-Drehmoments & erwarten.
Deshalb sollte man die Zustéinde nach dem Totalen Drehmoment J = [ + & klassifizieren.
Von den orbitalen Zustinden m = 0,41 und den Spin-Zustinden o, = j:% kann man
Eigenzustéinde mit J = 2, J, = £5,+3 und J = %, J, = =1 aufbauen

3.3 11
Ao s = [1L,41> 5,4 >

3 1 1 1 1 11
— = > = — (|, £l > |-, F= > 21,0 > |-, £= >
L. JF\/?—)<|, L NI |,2)
\111 \/_\1:|:1>| >:|:|10>| LN
2’2 \f ]F 2

Luttinger hat einen phenomenologischen Hamiltonoperator fiir die Beschreibung der
Valenzbandzustinde in der Effektivmassen-Ndherung vorgeschlagen . In der vereinfachten
kugelsymmetrischer Version ist

2

LR (L, 5
H=go (p + u(@I)? + AJ(J +1) 4>
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Figure 17: Spin-Orbit Valenzbandausspaltung in GaAs.

und beschreibt drei je zweifach-entartete Biander.
In der Abbildung 17 ist die Bandstruktur in GaAs mit den so-genannten leichten
Locher, schweren Locher und den ausgespalteten Locher schematisch dargestellt.

46



22  Gitteroszillationen (Phononen).

Ideale Positonen der klassischen Atomen (Ionen) im Gitter : B +&, . (s =

ichnet die Positionen innerhalb der Elementarzelle.)
Auslenkung von der Gleichgewichtslage:  @(R, s)
Die Potentialenergie des Gitters:

U= Z/lo—i—z |u ou“(R s)

o*U p
szz dur(R, s)our (R s )‘u ot (R, s)u (R ")+

Rs R’,s’

o U
ur(R, s)ouv (R, s')

ss!

(R—R")

1l
=

ist eine reale, symmetrische Matrize

1 (R) = 2, (~-R)

1...5 beze-

Da 4 = 0 ein Minimum ist, die erste Ableitung muf verschwinden und der Term
zweiter Ordnung muf positiv sein. Daher ist die Matrize ® positiv definiert (® > 0).

Andererseits, eine konstante allgemeine Verschiebung des Kristalls (Z(R) —

soll die Energie nicht &ndern, daher
Z (bss’ = Z (bg’lfs (ﬁ) =
Rs
und fiir kleine Abweichungen vom Grundzustand

U—Uy = ZZ@{;;,J% R"Yu*(R, s)u’(R's")

Rs R’,s’

Gleichzeitig sollten wir auch die kinetische Energie des Gitters
1 =
T = 5 Z myii(R, 5)*
R,s

beriicksichtigen.
Gitter-Fouriertransformation:

Die klassische Lagrange-Funktion :

= 5575 o {szs @@ - Y Y@

s=1 pu s,8'=1 p,v
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mit . . B .
QLT =D 5 QT =d(-9)k, B(@) >0
Absorbieren der Massen in eine neue Notation:
~ ~ - v 1 ¥ v
h(7) = vVmsih (@)  M(Q)sy = ——=2(q)L,

msmg

(M hat die selbe Eigenschaften!)
Die Diagonalisierung der quadratischen Form (Eigenvektoren) der Potentiellen Energie
lakt auch die kinetische Energie diagonal bleiben.

(@) =Y a@xN (@

ST M@ (@) = 0V @2V (@; (A =1,...39)

v,s’

Hier haben wir die positivitit der Eigenwerte duch den Quadrat der realen Frequenz
w™ () betont.
Orthogonalitidt und Vollstandigkeit:

SO @RND) = Sax Zx“)* @X(@) = 60050

und
W@ =XV @ =w(-0; @@ =da(-9"

Es folgt in den Normalkoordinaten

/ 475 (3@ (@) — n (0020}

- _Yv
2(2m)3

Die komplexe “Koordinaten” @, (g) sind aber nicht alle unabhéngig! Daher ist es besser
ins Ortsraum zuriickzukehren wo man reale, unabhiingige Variable hat

s [, 0@

Dann
ZZ 0,)\ Fé Za)\ W)\ R RI)GA(ﬁ)

Jetzt kann man die entsprechende Hamilton-Funktion hinschreiben

ZZ II\(R +ZaA YWr(R — R)ax(R)
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mit den kanonischen Koordinaten aA(I%) und den kanonischen Impulsen

I\(R) = ax()

die die Poisson-Klammer

{aa(R), ax (R)} = {TI\(R), Ty (R)} = 0

{an(B), v (R)} = 6z

erfiillen.
Nach einer Riicktransformation in Fourier-Raum

v

Hesos | 473 (@ +ox(@lin (@)

2(2m)3

wobei

ax(q) = Z e‘ﬁém(ﬁ)
aber (1)

Q=Y eIL(R)
R

Die beide neue Variabeln sind komplex aber nicht fiir alle ¢ unabhingig.

Es ist gﬁnstig mit zyklischen Randbedingungen den ¢ -Raum zu diskretisieren. Da
¥ D Bz ™ T [, A7 one kann definieren d); = 1Nd>\((j) und die Hamilton-Funktion
als eine dlskrete Summe darstellen:

1 ~ -
=5 >3 (gl + wlant?)
geBZ A

Aufgrund der von oben aufgefiihrten Poisson-Klammer hat man sofort auch die Poisson-
Klammer fiir die Fouriertransformierte

{arg, avg} = {Ilig [Ivg} =0

{axg, Ixg} = oandgz
Die Theorie kann man nach der Korrespondezprinzip quantisieren,

1

{3 L]

fiir die kanonischen Variabeln.
Es is giinstig eigentlich in der quantisierter Version neue Operatoren (Vernichtung- und
Erzeugungs-Operatoren von der Theorie des quantenmechanischen Oszillators) einzufiihren
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VA ~
bA" = — ( W)\"d)\," + —HA’_")
q VWAGUAG Ny q

q

'l )
)‘7 )‘7_
q Iy q

Hier haben wir beriicksichtigt daf bei Operatoren der komplexen Konjugierung die
hermitscher Konjugierung entspricht. Ferner ist zu beriicksichtigen dafs

_ 7
b;q“ = \/—2_77, (« /w,\qﬂT

P TR S o S
Uy = Gr—g; H/\q* =1, _4
Die Kommutatoren der neuen Operatoren folgen dann wie

[b)\lf', b)\’lf’] =0

1 _
(A Oyl = O g
Die inverse Transformation ist

N h ty T h f
ig = |- (0 g Tha =1 /5 = (07— B3

und der Hamiltonoperator in diesen Variabeln (bis zu einer aditiven Konstante) ist
H= Y Y tondigha
qeBZ A

und beschreibt unabhéngige quantummechanische Oszillatoren mit den Frequenzen wy
. Die Energieeigenwerte sind

FE = Z Z thq"rL)\,q*; (’I’L)\’q* = 0, 1, 2, .- )

§eBZ A

und die quantisierte Auslenkungen sind

-3 ’L-‘-‘ h —i|
ik, 5) = Z Z e \/ 2mgwy qxg)\) (@) (b'\’(7+ bl,ﬁ)
7 A .

eDIE PHONONEN-EIGENMODEN:
Aus der schon diskutierten Invarianz der Potenziellen Energie gegen Verschiebungen
des geesamten Gitters folgt im Fourier-Raum

20



und deswegen bei ¢ = 0 man immer 3 Eigenfunktionen mit Null-Eigenwert (akustische
Zweige) hat:

O = T (A=1,2,3)
Zs’:lmsl

wobei € (A = 1,2, 3) drei unabhiingige Einheitsvektoren sind. Bleiben noch 3S — 3

Eigenfunktionen womdoglich mit strikt positivem Eigenwert (optische Zweige). Anderer-
seits, aus der Gleichung

S
> VmM(0) =0
s=1

ergibt sich fiir die Eigenfunktionen mit strikt positivem Eigenwert

5
Y VmN ) =0;  (A=4,...35 - 3)
s=1

Es bedeutet, bei diesen Schwingungen

s
S m@M(0)=0;  (A=4,...35-3)
s=1

also die erhalten den Schwerpunkt.

Also wir haben akustische Moden und optische Moden. Die akustischen Spektren sind
in eine breite Nachbarschaft der Origin linear in ¢ und die optische Moden sind in guter
Néherung ¢ -unabhéngig.

e KONTINUUM-MODELL .
Oft ist es niitzlich einen vereinfachten kontinuum -Modell der Phononen zu verwenden
mit der Lagrange-Funktion fiir die akustische Phononen:

Ly= % /df'm; {u“(F)Q + c2;(auu“(f‘))2}

der die Eigenfrequenzen w(g) = cq hat und fiir die optische Phononen:
1 3
- N 2
Lo= %/drm; (i (7)? — wlu(7)?)

die die konstante Eigenfrequenz w(q) = wy hat. Bei der Anwendung sollte dabei
beriicksichtigt werden, daf um die Verbindung mit dem urpsriinglichen Kristall zu erhal-
ten, man muk die Anzahl der Freiheitsgraden begrenzen

4dr 4 1
q < QDebye ?qDebye - 5

wobei v das Volumen der Elementarzelle ist.

ol



23 Optische Phononen in polaren Halbleiter. Lyddane-
Sachs-Theorie. Franck-Condon-Effekt

Die optische Gitterablenkungen verurschen lokale Dipolen. Die lokale Polarisierung im
Kontinuum Modell ist

P(#) = = il(7)

v

wobei k die Polarisierbarkeit der Elementarzelle ist. Die entsprechende Polarisierungs-
Ladungsdichte ist

ppal7) = =V - P(7) = =229 - a(7)
In der Anwesenheit einer dufleren Ladungsdichte hat man die Poisson-Gleichung

€oo V2V () = —47 (ppot (F) + peat (7))

Hier ¢, ist die dielektrische Konstante gegeben durch den elektronischen Hintergrund.
Diese Gleichung im Gleichgewicht soll equivalent zum

e V?V (7) = — 47 pey (7)

(mit der totaler statischer Dielektrizitdtskonstante €; ) sein. Die Indizes 0 bzw. oo
entsprechen der Niedrig- bzw. Hoch-Frequenz Fall . Fiir das letztere sind die beweglichere
Elektronen verantwortlich. In dem man die Polarisierungsladung ppe(7) durch das Feld
ausdriickt kann man dann ¢, identifizieren.

In der Anwesenheit duflerer Ladungsdichten hat man zusitzliche Potentialenergie-
Terme in der Lagrange-Funktion

L:%/mmgﬁwmﬁw&wmﬂ

1 1
3 a1
€0 F— 7

Ausspaltung der longitudinalen und transversalen Moden:

(%vﬁ(F)V'ﬁ(F') — VP() peqt (7 '))

() = () + W)

() = —V/dF’M- Vi, =0, Vi, =Vi

4|7 — 71|’

Die Bewegungsgleichungen lassen sich durch partielle Integration und die Verwendung der
Identitat

1
v2ﬁ = —476(7)
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leicht ableiten

mit

Im Gleichgewicht

2
MWr,o

und

K2e?

Ppot = ———5 VEeq = ——7F—
VWi VW] €00

Ark2e?

Pext; (GwVEezt = 47Tpe;vt)

Beim Vergleich mit der Poisson Gleichung im Gleichgewicht, findet man

€00 Amk2e? 1 ,  dmk2e?
fo _ 1 _ Wi, —

€0 VMW sEe Wi, €aoUM

oder die Lyddane-Sachs-Teller Beziehung

wLo _ [ €
wro €0
Héatte man einen allgemeinen elektromagnetischen Feld E dessen longitudinale II(OIE—
ponente auch das von den Dipolen erzeugtes Feld einschlieft ( E' = E!,, + V [ d7’ Vw]j(;‘)
) , dan konnten die Bewegungsgleichungen auch in der allgemeinen Form

0% . KeE =

hinschreiben. (Hier wurde beriicksichtigt, daf die Wechselwirkungsenergie des Dipols
mit dem Feld —%¢ [ dZu(Z)E(Z,t) ist fiir einen beliebigen Feld E . (Auch die Wechsel-
wirkung mit einem longitudinalem Feld konnte zu dieser Form gebracht werden.) Deswe-
gen ist (nach einer Fourier-Transformation in der Zeitvariable) die Suszeptibilitdt der
Gitter

o?e? 1

hw) =25~
xr.o(k,w) vm wi — w?

gleich ob transversal oder longitudinal ist.
Dies fiihrt zur gesamtdielektrischen Funktion

dra’e®? 1 w2, —w?
Lo
G(k, w)L,T = €0 (1 + 2 5 | = €05 2
€coUM WE — w wio—w
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Man fiihrt diese dielektrische Funktion in die Fourier-Transformierte Maxwell-Gleichungen
eines homogenen isotropen Medium (wo eine Zerlegung der Felder in ihren longitudinalen
und transversalen Komponenten sinnvoll ist) ein. Dann

B(k‘,W)L =0

k B ;
B(k,w)r = %E(k,w)T; &k, w)p.é(k,w)p = 0

ke E(k,w)r, = —4mikP(k,w) g, + 4mp™(k,w)

2 Urw

P(kaw)T - Tjewt(k:w)T; é'(E:w)E = g(k,W)p = é'(kaw)j

c2?

P, w) = % (c(F ) — o) (. 0)

Mit der oben abgeleiteten dielektrischen Funktion bekommt man die folgende Losun-
gen fiir Felder ohne dufere Quelle (Eigenmoden):

1) bei w = wy bei allen & fiir longitudinale Felder

2) bei den Losungen der transzedenten Gleichung

fiir transversale (fortpflanzende Felder) (Photon-TO Phonon mixed mode). Siehe Bild.

=

[ L L L

28

DER FRANCK-CONDON-EFFEKT.

Seien nun zwei quantenmechanische lokalisierte eletronische Zustéinde im Halbleiter
mit den Energien €; und €5 . Nun sei der erste Zustand elektrisch neutral und der zweite

o4



Figure 18: Stokes -Verschiebung.

aber mit lokaler Ladungsdichte. Deswegen wird der zweite (angeregte) Zustand in einem
polaren Halbleiter stark an den LLO-Phononen gekoppelt sein. Schematisch kann man die
Gesamtenergie (mit klassischen Phononen) als

E(Q) = €1+ %m(cy + wio@?)
Ey(Q) = &2+ tm(0? +w?pQ?) — gQ

schreiben. Oder
Q) = &2+ 4m (07 + w30(Q — Qu)” + w303 mit muwfoQo = g
Es heift, die Potentialenergeie der Phononen wird verschoben und ergibt sich daf die
Absorptionsenergie von der Zustand 1 (ohne Schwingungen) in Zustand 2 unterscheidet

sich von der Emissionsenergeie vom Zustand 2 (ohne Schwingungen ) in Zustand 1.
(Siehe Abb. 18)

)



24 Elektron-Phonon-Wechselwirkung.

Eine wichtige Rolle spielt in Festkérper die Wechselwirkung der Elektronen mit der Git-
teroszillationen (Phononen). Dadurch kann Energie und Impuls von den Elekronen zum

Gitter iibertragen werden.
Der Hamiltonoperator fiir die Phononen in der zweiten Quantisierung ist

H=3 > hobigha

geBZ A
[bAg> bxg] =0

[bags bl 7] = Oax gz

Die lokale Auslenkung der Ionen kann man durch die Erzeugung. und Vernichtung-
soperatoren der Phononen ausdriicken

-3 Z_‘-‘ h —
(R, 5) = Z Z e \/ 2mwy q‘X‘(g)\) (@ (b'\’q+ b;’_‘7>
7 A .

In einem Kontinuum Modell, den wir in weiterem behandeln, werden die lokale Auslenkun-
gen im ganzen Raum definiert und die ¢ - Vektoren entsprechend der Debye-Modell
beschrinkt

i) =3 3 o\ [ (@ (g + b ,)

2mswy ¢
A |dl<gp A

Da die Wechselwirkung mit den Elektronen (Lochern) durch die Ablenkungen verur-
sacht wird, ist die allgemeine Form der Elektron-Phonon Wechselwirkung in der Impuls-
darstellung

1
Hint = W g gqa:ak,q(bq + bi—q)

Nun mufs man noch konkretisieren die Koppelung fiir die zwei wichtigste Falle: LO-
Phononen und akustische Phononen.
LO-PHONONEN (in polaren Halbleitern):

Da im Kontinuum
=Y 3 em [T ()
2mwro q \ ¢ -

A |dl<gp

w(q) =wro
E

P = "

o6



Frohlich-Wechselwirkung (Coulomb Wechselwirkung der Elektronen mit der Ladungs-
dichte der abgelenkten Ionen) :

€ 0o

|T — &
wobei
p(Z) = +ey™ (T)(T)

fiir Elektronen bzw. Locher. Fiithrt zum

2 _ a47rh (hw0)3/2
gq (2m6)1/2 q2

Hier wurde die effektive Masse des Elektrons m, eingefiihrt, aber die Kopplungskonstante
héngt eigentlich von der nicht ab.
ek

Hier hat man im Rahmen der Lyddane-Sachs-Teller Theorie die Konstante —m5-*—
LO™>®

2

durch die dimensionslose Frohlich-Konstante

e2 [ me \2 [ 1 1
o= — - — - —
h < 2hw0 ) < €00 €0 )
ausgedriickt.

AKUSTISCHE PHONONEN.

wg = c|ql;

Deformationspotential-Modell. Die akustische Phononen verursachen lokale Kompres-
sionen des Kristalls, die als lokale Verdnderungen der Bandkannte interpretieren werden
kénnen. In einem isotropen Kontinuumsmodell

SE,(T) ~ V()

und dies fiithrt zum
97 = G/ hwg

fiir die Koppelung an die longitudinale akustische Phononen, wobei G eine fiir das Material
charakteristische Konstante ist.

Part 1T
Vielteillchentheorie

25 Lineare Antwort zur dufieren Storung.

Sei ein Sytem (Festkorper) von dem Hamilton-Operator H beschrieben. Wir mochten
testen wie dieses Sytem auf einen schwachen dufseren Feld reagiert. Der Hamiltonoperator
schlieft dan auch die zeitabhingige Wechselwirkung mit dem &uferen Feld ein
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H(t) = H+ H'(t)
Das zeitliches Verhalten ist von der Liouville-Gleichung:
52P
at

beschrieben. Als Anfangsbedingung um die Zeit ¢, wihlen wir die grandkanonische
Verteilung:

= [H(1), ]

e—B(H—pN)
p(to) = po(H) = — 7
In der Wechselwirkungsdarstellung:
1H (t—tg) > —
plt) = pltye

hat man die Liouville-Gleichung

8p WH(t—tg) 77,H(th7t0)

&=l H'() = 5 H (1)
Die Gleichung fiir die Abweichung vom Gleichgewicht:
p=po+0p
ist
9dp(t)

K
ot

= [I_{I(t),po] +...
mit
p(to) =0

wobei die Punkte-Punkte stellen die Terme héherer Ordnung in der Storung dar. Die
formelle Losung ist

dp(t) = zlh /t dt' [H'(t'), po] + - - .

und

zH(t —t) —H(t —t)

[H'(#), pole ™% " 4.

1
t) =po+ — dt’
p(t) = po ),
Da wir hier nur in der linearen (niedrigsten) Terme der Entwicklung in der Stérung inter-
essiert sind, haben wir nur diese Terme explizit ausgeschrieben.
Das Mittelwert einer beobachtbaren Menge (hermitescher operator) A in der linearen
Néherung ist dann:
JH(E =) — H(t —t)

]' Iy _
AW >-<A> = o ﬁ&{ 2 [H(¢), pol e n,q

:; Y <At = ), H ()] >
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hier haben wir die erlaubte zyklische Vertauschung unter den Spur verwendet und mit
< ...> haben wir das Mittelwert {iber die Gleichgewichtsverteilung notiert.

Sei es zum Beispiel die dufere Storung die Wechselwirkung mit einem longitudinalen
elektrischen Feld (durch einen skalaren Potential V¢ (Z,t) gegeben)

H(t) = / 4T p(E)VE (7, 1)

und wir sind interessiert die mittelere Ladungsdichte zu ermitteln. Nach der obigen Formel

1 t
< ol 1) >=< pl@) >0+ [ / 47" < [p(@t — ), p(F")] >0 VL@, 1)
to

oder nach Ausdehnung des Zeltlntegrals blS —00

< D, 0) >=< pl@) >0 +5 [ Al [ AT < [p(F 1), (T, 1)) >0 V(T 1)

Es ist anzumerken, dafs, wie erwartet ein im Raum konstantes Potential keine Wirkung
hat, da die Gesamtladung Q = [ dZp(Z) vertauscht mit H, H' und p(&). Wegen der selben
Eigenschaften wird die mittlere Gesamtladung durch die Stérung auch nicht verédndert

< Q) >=< @ >

Nehmen wir fiir einfachkeitsliebe an, daf im Gleichgewicht das System neutral und
homogén war. Es heift < p(Z) >o= 0. Dann kénnen wir formel schreiben

=/ dt’/df’n(f,f’;t—t’)V“t(f’,t’)

mit dem Kernel gegeben von der Ladungsdichte-Korrellation

a(t)
R

=/

< [p(f, t)Hap(x :O)H] >0

k(Z,7';t)

Man sieht daf die Ladungsdichte eine raumlich und zeitlich nichtlokale Beziehung zum
Potential hat. Im allgemeinen, reale Systeme haben eine endliche Korrellationslidnge, es
heiftt x(Z, Z'; t) verschwindet schnell mit der Abstand |Z— 7’| und deswegen bei langsamen
Potentialen kann man die Beziehung in eine gute Nidherung als lokal betrachten.

Man sieht auch, daf die Beziehung kausal ist: nur die Vergangenheit zeigt Wirkung.

Ein interessanter Fall liegt bei riumlich homogenen Systemen vor bei denen der Kernel
nur vom Z — Z' abhéngt, x(Z,Z';t) = k(& — Z';t). Eine Fouriertransformation in Zeit un
Raum liefert dann

<k, w) >= &k, W)V (k,w)

/ dt/dxe—zkz wt ,t)

In einem Coulomb-System die vom duferem Potential hervogerufene Ladungsdichte pro-
duziert aber selbst ein Potential. Die interessante phdnomenologische Beziehung ist aber
gerade die zum totalen Potential V. Um das zu bekommen verwenden wir die Fourier-
transformierte Poisson-Gleichung
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K2V (k,w) = 4r < p(k,w) > +4mp°(k, w)
wobei
K2V (k,w) = 4mp=t(k, w)
Dann
K2V (k,w) = dnk(k, w)Ve (k, w) + 47 p™ (k, w)
oder nach einer Umformung
e(kw)k?V (k,w) = 4mp=(k, w)

mit der dielektrischen Funktion
1+ %R(E, w)

Ganz anders stellt sich die Frage falls man das Coulomb-System in der selbstkonsis-
tenten Hartree-Naherung betrachtet. Dann ist die Storung direkt das selbstkonsistentes
Potential und nicht das dufseres Potential. Folglich aus der Poisson-Gleichung folgt

. 4 .
e(kw)*=1— k—ZkSC(k,w)

26 Kinetische Koeffizienten (Galvanomagnetische und

Thermische Phenomene).*

27 Das Elektronengas mit Wechselwirkung.

Modell fiir Metalle .(Coulomb-wechselwirkende Elektronen im gleichméfigen, positiven
Hintergrund)

Hartree-Fock Gleichungen fiir den Grundzustand (7' =0 ):
Ohne Magnetfeld haben wir Spin-Unabhéngigkeit:

< 1/10(7:‘)—1—1/)0’ () >= 50,0’77(FFI)

und ohne dufseren Potentialen haben wir auch Verschiebung- und Drehungs-invarianz:




wobei
— =/ — —»_ =/ T
ho(7,7') = 6(F —7") ( 2mv +V+>

Hier V, stellt das konstantes Potential des attraktiven Hintergrunds dar:

1
V, = —neQ/dF'—

7|

wobei n die Gesamtelektrondichte ist.
Die HF-Einteilchen-Eigenfunktionen sind ebene Wellen (Verschiebungsinvarianz ):

o5(7) = ok
Mit der Fermi-Funktion bei T'= 0 (8(kp — |k|) )

1 P
+ =/ — - k(F—7")
< 1/10(7_‘) wa’ (T ) >= 50,(7’ ) _Z €
|k|<kr
und die HF-Gleichung (mit der Selbstkonsistenz auf dem Grundzustand) (k < kr )

h2
om

]. 62 AV
VoV, 4+ / a7 o [2 — RO
Q |E§<:ICF |7 — 7|

Xefzk'r — Eke—zk:r

reduziert sich einfach auf den Ausdruck fiir die Einteilchenenergie-Eigenwerte Ej, :
Mit der Fourier-Transformierten des Coulomb-Potentials:

2 ,—Kr 2

) . €‘e - dme
lim [ dr el =
k—0 T q2

die vollig kompensiert durch den Hintergrund bei ¢ = 0 ist , bekommt man

h2k2 62 TNl 1
E, = - — di! etk k) (F=7")
k om ne 7= 7]
|k <kp
R’k Ame? -
2m (2#)3/ ( F )|kl_kl‘2
Rk* Ame? ke 1 k+ Kk
= — 2 dk'k? ——1
om  (27)? 7T/0 2%k ‘k K
R’k? kg 9 k2 — k? | k+kp
= - — n
2m A kkF k— k‘F
Zur mittleren Energie der freien Teilchen adiert sich die Austauschenergie:
< E>= 7Z‘E|<kl‘” F = §EF - Sk



(Ep = %k% ) Austausch-Korrelationsfunktion:

N =€ < 1e(0) Uy (7) >= é S

= —nﬁ (kpr cos kpr — sinkpr)

wo auch #%ﬂk% = n verwendet wurde. (Wahrscheinlichkeitsamplitude um auf Ab-
stand 7 einen anderen Elektron zu finden) .
Austauschloch:

I COST — SINT 1
_3—3
T

28 Die (longitudinale) dielektrische Funktion der Elektron-
Plasma in der Hartree-Naherung.

Hy(t) = Ho+ U(t)

H, - kinetische Energie, U -die gesamte (selbstkonsistente) Potentialenergie,

U(t) = /dF'p(F')(Vewt(F',t) + th(F',t))
Internes Potential:

Vint (7 t):/ g0 <P >

=7

V.zt fiihrt zu einer neuen mittleren Ladungsdichte im System. Diese wirkt auch auf
allen geladenen Teilchen!

< p(7, 1) >=< p(F) >¢ +6 < p(7, 1) >= 6 < p(7,1) >
Im Gleichgewicht waren unsere Elektronen gleichméfig verteilt und ihre Ladungsdichte

wurde von der positiven Hintergrundladung vollig kompensiert.
Wir haben es gesehen, daf wir die Korrellationsfunktion

zu berechnen haben.
Ohne Spin:
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2
e ® e
sc(= _ L(ez—esz )t (k' —k)F + +
K (T,t)— 5 E E E E eh(k k’)e( ) < [CE CE,,CﬁCﬁ/i| >0
1h§)2 bt bt Lt £
E kPP

_|_

Die Berechnung des Mittelwertes < [CE Cir s c; cﬁ,] >0

Nun

fz =< ¢t ¢z >¢ ) und letztendlich bekommt man
k k k

47re? Z fE+q‘_ fE

— — 1 _
GL(Q7w) qu 6E+q‘ _ ek’ — hw — 10

-

Der —10 vom Nenner definiert eindeutig die Fourier-Transformation in der Zeit, unter
der Annahme der adiabatischen Einfithrung der duferen Stérung. Bei beriicksichtigung
der Spin hétte man einen zusétzlichen Faktor 2 vor der Summe !

Wichtige Identitit:

L _p <1> + u6(z)

xz — 10 x

Statische Dielektrizitatskonstante:

- €+
Firqg— 0
Amre? Z of (ez) Amre? f(e) K>

K = 471'62/d62(€) 50~ ore (T = 0)

df(e) { A2n (T — o)
Ep
Nach diesen Ergebnissen, hitten wir eine dufere Punktladung ¢ in unserem System
eingefiihrt, dem das Potential V**(7) = £ (oder seine Fourier-transformierte V¢*(g) = ‘;—7;)
entspricht, ware das tatsidchliche resultierende Potential abgeschirmt

( rext

~ dme
1% =7 _~
=70 S Pt

2

oder im Ortsraum
2

e
Vtscr(r_') ~ _e_mn -
7]
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4me? 2fp(eg — 612+q*)
Qg2 - (e — egpq)? + (w)?

62m2 o0 ‘hw - h2q2

= rig | de (f(e) — fle+ hw)) 0 1—72
2 m
Bei T = 0K -
ﬁ
e2m?2 [Er ‘hw
Ser (7, w) = / def —_—
Fir

K242 2 K202
2m m

verschwindet die imaginére Teil der Suszeptibilitat .
Fiir w — oo bei festem ¢

Rer (,w) ~ 1 — 47T62n =1- (@Y
mw w
Plasma-Frequenz:
_ [4me?n
wpl = m

Mit dieser Frequenz kénnen Eigenoszillationen auch ohne duferes Feld stattfinden!

29 Das Elektron-Loch Bild.

In der adiabatischen N&herung liefern die Ionen einen periodischen Potential U;(%) fiir die
Elektronen. Dazu kommt noch die Coulomb-Wechselwirkung der Elektronen.
In der HF Néherung

HEF = /dacw(ac)+ (—h—2V2 + U,(:C)) () (1)

+ /dm/dm V(z,z') {2n(z' YPu(z) — 2n(z, 2 )Y(x) T () (2)
= (@, z)n(@’, ') + 0z, 2" )n(a, 96)} (3)
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mit der Notation
n(z,z") =< YT (z)(z) >

Hier konnen wir auch den Spin in der Koordinate x einbeziehen. Also

T =T, 0; /dmzZ/df

Nehmen wir an daf wir dieses selbstkonsistente Problem (bei null Temperatur) gelost
haben und die selbstkonsistente Einteilchen-Wellenfunktionen Bloch-Zustinde mit dem
Band-Spektrum sind .

Dann

Yo(Z) =D Aoty (7)

wobei

=

v=mn,k

und A, , sind die Fermi Vernichtungsoperatoren der Bloch-Zustinde ¢, (mit Spin o ).
Weiter

HEF — Z Z e, A} Ay o + const.
ag 14

mit der Bloch-Spektrum €, . Da wir die Selbstkonsistenz auf dem Grundzustand
erreicht haben, wo nur die Einelektron-Zustinde v mit ¢, < er besetzt sind,

0N(F,057',0") = oo Y &3(F") 90 (D)0(er — &)

Der Hamilton-Operator ist dann

H = HY" + H-— g
— HUF 4 %/dfﬂfdxlv(w,w') {v(x)* () ()Y (x)

— (', )¢ (2)¢(2) + 2n(@, 2" )T (2)(2)
+ (@, 2)n(@’, ) —n(z, 2 )n(a’, )}

Nun kann man neue Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren a., (fiir ¢, > €p ) und
ap,, (fiir €, < ep ) einfithren

A — a'e,l/,a (61/ > 6F)
it a5 (€0 <er)
(Fiir v = n, k definieren wir 7 = n, —k und & = —0 .)

Mit dieser Notation ist der Grundzustand das Elektron-Loch Vakuum:

0>=0

0>= 07 Qh,v,0

Qe,v,o
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und
H— HAF — % / dz / d2'V (2, 7')N [p(z) (e’ o (oo ()]

Der Normalprodukt N|...] ist durch den Anordnung der neuen Erzeugungsoperatoren
links und der Vernichtungsoperatoren rechts definiert. Die HF Termen resultieren durch
die Vertauschungen bei dem Normalordnen.

In dem einfachen Modell eines Halbleiters in der Effektivmassen-Néherung

kNG k> + §Eg
e
h? 1
s~ ——k —-F
vk 2my, 279

Weiter macht man noch einige Ndherungen (nidmlich, unter den integralen). Wir
nehmen an daf wir hauptséichlich in den Zustinden mit kleinen Wellenvektoren interessiert
sind, so dak die ebene Wellen und das Coulomb-Potential langsam verdndernde Mengen
auf der Skala der Elementarzelle sind. Fiir langsam variierende Funktionen F'(Z) ist aber
die folgende Néherung gerechtfertigt (o, 3 = ¢,v )

Q

[ dzus @y ai@) @) > [ dzus @i @ r

_ 5a,ﬂZF(R) ~ a(sa,ﬂ / dZF ()
R

Danach ergibt sich

h’2 2 1 2
= Z(2mek 3B +Z %k - E)“ Fotnko T Eo

> [ / a7’ ﬂ_ﬁ,‘ (e () Vs (7)Y (7)o (2)

0,0’

+ wha )+¢ha’( )+wha’(ﬂl)wha( )
- 2¢e,0( )+¢ea( )wha'(_’,)qﬁha'(_ﬁ)}

Hier Ej ist die HF-Energie des Grundzustands (Elektron-Loch-Vakuum) und die zweitquan-
tisierte Wellenfunktionen der Elektronen und Locher (nicht der Bloch Zusténde!) sind

= 1 kT
%,a(ﬂﬁ) = Zﬁek Cefr

E
1 -
Vho(L) = Z—emahﬁa
k va



Offensichtlich, in der Anwesenheit eines zusétzlichen Potentials V' | der urspiingliche
Term

/ daip () eV (2)6(x)

laft sich unter dhnlichen Nidherungen auch wie
> [ 5 {8 DV @ @) — 0@ eV @)}

umschreiben Also, die Elektronen im Leitungsband verhalten sich wie negativ geladene
Teilchen mit einer effektiven Masse und die Locher in der Valenzband varhalten sich wie
positiv geladene Teilchen mit einer anderen effektiver Masse.

Im weiteren wird oft dieses Coulomb-Wechselwirkendes Elektron-Loch System durch
eine erneute, Hartree-Fock-Néherung vereinfacht. Diesmal ist aber die selbstkonsistenz
nicht auf dem Grundzustand, sondern auf dem tatsichlichen, zeitabhangigen Nichtgle-
ichgewichtzustand erzwungen der durch dufiere Anregungen entsteht.

30 Die (transversale) Interband-Dielektrizitdtskonstante
der Elektron-Loch-Plasma.

In dem selbstkonsistenten HF-Hamiltonian Eq. (2) kann auch eine Wechselwirkung mit
einem duferen elektromagnetischen Feld (beschrieben durch die Potentiale A(:r t), V(f t))
auf einer eichungsinvarianten Weg nach dem Minimalprinzip V — V + 12 A(a: t), 8t
—17V(Z,t) eingefiihrt werden. Der resultierender Hamiltonoperator ist 1nvar1ant gegen
den simultanen Transformationen

10 e
[ . ZTX(mat)
(@, 1); (o, 1) = v, et

Wegen der Selbstkonsistenz miiften dabei auch die Mittlerewerte entsprechend sich trans-
formieren:

Az, t) = Az, t) + Vx(z,t); V(z,t) = V(z,t) +

(@, a'st) = n(z, a'; t)etne KO x0)

Die Mittlerewerte (in Anwesenheit des elektromagnetisches Feldes) sind aber nicht mehr
Gitterperiodische Funktionen, was eine Verwendung der Theorie sehr erschwert. Dagegen,
es is leicht die minimale e.m. Wechselwirkung nach der Modellierung des Kristalls durch
eine Elektron-Loch Plasma nachtriglich einzufiihren. Ob und unter welchen Bedingungen
die zwei Verfahren equivalent sind bleibt unklar. Offensichtlich bekommt man auf diesem
Weg keine elektromagnetische Koppelung zwischen den Bandern, was sicher falsch ist.

Wir werden diesen Mangel durch die Annahme einer phenomenologischen eichungsin-
varianten Dipolterm reparieren:

dZ/dmpw o ()T EL(T, 1) + hec.

wobei wir angenommen haben dass wir drei entartete Lochern, die den drei p-artigen
Valenzbidndern und einen einzigen s-artigen Elektron in den Halbleitern mit direkten
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Bandliicke entsprechen. Im Rahmen der phenomenologischen Luttinger Modells mit Spin-
Bahn Koppelung, kann auch die Ausspaltung dieser Binder mitberiicksichticgt werden.
Man erwartet, daf diese phenomenologische Kopplung kann die Wechselwirkung mit einer
transversalen elektromagnetischen Welle (VE = 0) dessen Photonenergie fiw ungefihr der
Bandliicke entspricht und deswegen verursacht hauptsichlich Uberginge zwischen den
Béander gut beschreiben. Deswegen sprechen wir hier iiber eine transversale dielektrische
Funktion, obwohl im Rahmen dieses isotropen Modells die transversale und longitudinale
Eigenschaften sind nicht zu unterscheiden.

Um die dielektrische Funktion zu bekommen, kann man die vorher entwickelte Theorie
der linearen Antwort zu dieser Storung verwenden. Die Berechnung des Korrelators ist
dadurch méglich daf nur der Vakuumzustand und die Zusténde mit einem Elektron-Loch
Paar dabei beriicksichtigt miifsen.

Aus pedagogischen Griinden geben wir hier aber eine Betrachtung der linearen Antwort
in der interband Fock-Ndiherung zu der Elektron-Loch Plasma, die auch zum identischen
Ergebniss fiihrt. In dieser Ndherung zu den Coulomb-Wechselwirkungen hat man gle-
ichzeitig eine induzierte Storung erster Ordnung in das Feld, ndmlich-

Z/d:r/da?’ o (ea@n, o) < e (Do @) ] +hc)

Deswegen brauchen wir zuerst den selbstkonsistenten Parameter

< we,o(f)lﬂh’_a(f') >y= 50,0’77(3_7‘, fIQ t)

zu berechnen. Mit der Notation

3_3‘ 3_3‘ Z¢ea ¢h,‘,—a(_‘l)

H@Et) = dYy, / dZP, (%, 7)E,(T)

2
3 — — € - = - = *
+ dm/dx'|j,_ f,|’Pu(:c,x') < Pu(Z,Z") >; +h.c.

ist die Gesamtstorung zu der freien Elektron-Loch Plasma.

Statt dessen die allgemeine Formel des linearen Antworts hier zu verwenden, schreiben
wir einfach die Heisenberg- Bewegungsgleichung fiir den operator P, hin. Dabei benutzen
wir die Vertauschungsrelation

[1/16,0( ),lp “,—a(_',) djhu,—a( )+'¢)e,a(37)+} = 6uu6('f_ g’)d(fl - g")
—0(% — §)Vn,—o (¥ )+¢h,—a(fl) —0(%' — g‘l)(suvwe,a(g)+7/]e,o(f)

und bekommen

0 h B, e L
{08+ e Ve gy ] P =



i3y [ dE.5.0) (4ub(@. - 3(a - 1)~

v=1l o

_5,11,1/6(:611 - )we 0’( ) 1/16 U’(‘/Ee) - 6( g')'(/Jhu,—a(fe)_'—’(/Jh,,,—a(fh))

—ZZ/CL’C/CZ ~,| < Pu(F,3") >4 (6u0(F — Te)0(F — Fp)— =

v=1l o

_5uy5(xh -7 )1/1«3,0 (x)+¢e,a (fe) - 5(3?6 - f)wh,,,—a (f,)+whu,—o(fh))

Jetzt kann man den Mittleren Wert nehmen. Ohne Feld hatten wir keine Elektron-Loch
Paare:

< Yao(B) as(T') >=0; (a=e,h)

und erst in zweiter Ordnung im Feld is der Anzahl der Paare unterschiedlich vom Null.

Deswegen linear im Feld haben wir (nach dem wir auch den mittleren Wert genommen
haben)

0 h? h? e?
h— V2 —V
{Z ot + 2me, + 2my, |a:e — Tp|

} < Pu(Ze, Zp) >1=
d&,(Ze,t)0(Ze — Tn)

Die linke Seite ist einfach die Schrodinger-Gleichung fiir einen Elektron-Loch Paar. Das
Feld (in erster Ordnung) regt einfach einen einzigen Coulomb wechselwirkenden Elektron-
Loch Paar aus der Vakuum an und deswegen wir miifen im Rahmen der Storungstheorie
erster Ordnung im Feld nur das Vakuum und den Hilbertraum eines Elektron-Loch Paares
beriicksichtigen.

Die Greensche Funktionen der e-h Schrédingergleichung sind definiert durch

0 h? 12 e?
{Zhat +ﬂv m}G(lCe,.Th, .Z'h,t)

= 0(Te — T)0(Fn — T3)0(1)

Diese Greensche Funktionen konnen durch die Eigenfunktionen der e-h Schrédingergle-
ichung

h2 ) h2 - 62
—— Vo=V — = (e, Th) = Ea®u(Ze, T
{ 2me € th |$ —fh|} (.T xh) (:E $h)

ausgedriickt werden. Hier betrachten wir die retardierte Greensche Funktion
G (T, Bp; T, 705 1) Zfb T, Tn)aPa(TL, 1) et

— MeBetmpZp )

Andererseits wissen wir, daf eine Sepanerung der Schwerpunktsbewegung (X o

von der relativen Bewegung (Z = Z. — 7 ) moglich ist
2 7 1 fzq‘)? —
éq‘ylamye('xe’ xh) = € ¢l,m,6 (:L‘)
VQ
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wobei die Quantenzahlen der relativen Bewegung entsprechen der Drehmomentum [, m
und der Energie € . Der letztere kann diskret (gebundene Zusténde) oder kontinuerlich

sein.
Mit der Hilfe dieser Greenscher Funktion

t
< Po(For Tn) 1= / ' / i3t / 07 Gr(Fo, Bni L, st — £)dELE E)O(F, — T))
—0o0

oder

% d t (e L o
< Pu(va) >t= ) Z / dt'eh( 1wt ety ) (1)
t o

7,
q7 5m55

X/d)z’le_zﬂ)?_)z’)¢l,m,s(f)¢l,m,s(0)*gu(‘)z’7tl)

Die Interband-Polarisierung ist P(Z,t) = d < ﬁ(O,f) >, und in einem isotropen
homogenen Medium die dielektrische Funktion ist definiert durch:

—

- %(GT((Z‘U) —1)Ey(q,w)

Diese ( transversale) dielektrische Funktion ist dann

er(fw) = 1—4nd® Z |¢0,0,e(0)‘2

< P(,w) >

1 1
X —
7242 7242
(hw—Eg—a 7‘1)-{—20 hw+Eg+€+2(m67—l({mh)+7’0>

- 2(me+mp,

wo wir beriicksichtigt haben, daf im Z = 0 nur die s-Wellenfunktionen unterschiedlich
vom Null sind. Die imaginéare Teil fiir pozitive Frequenzen kann man mit Hilfe der bekan-
nten Coulomb s-Wellen Eigenfunktionen auch explizit hinschreiben (Elliott-Formel) .

42 | N1 1 1 1
Ser(q,w) = (A + =)+ =0(A
Ser(q,w) G%ER ;Tﬁ( +n2)+2( )1_6_%]
h22
A:M_Eg_z(meimh)
= B
RS
=
2
5g
4
21 _—____—
A //_,,
=5 2 T
A
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Man sieht im Bild (nach der Einfiihrung einer willkiirlichen Linienbreite ) die Exzi-
tonlinie und die exzitonische Verstirkung an der Bandkannte als Funktion von A.
Ohne Coulomb Wechselwirkung (e — 0 ), was entspricht Er — 0 und ap — o0,
3

3 5
aber aL B} — (%) * hétten wir nur die “interband” Absorption:

B &2 (2m\? 2?2
S ) N e

der wichst wie die Zustandsdichte und ist durch die punktierte Kurve dargestellt.
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31 Der Exziton im Tight-Binding.

Zwei-Band Tight-Binding Modell :

= Z Z Ztn(ﬁ_ ﬁl)“:,a,ﬁ“n,a,é' = Z Z Z en(E)“Z,a,E“n,a,E

o=x1n=cw R‘,R’/ o=xln=cvgcpz

Die Eigenzuistédnde sind Le“zﬁ, wobei k in der Brillouin Zone sich befindet. Der Ein-

fachkeitsliebe betrachten wir einen kubischen Bravais-Gitter mit Koppelung zum nihesten
Nachbarn . Dann die Energie ist

en(k) = 1O 4 260 (cos(aky,) + cos(aky) + cos(ak.))

Es wird angenommen, daft die Wannier-Funktionen so lokalisiert sind, dafs die Coulomb
Wechselwirkung kann in der Form

I § § 2 § -I-
Hcoul - |R RI| naR n’a’R’ n’a’R’anaR

o=%1¢'= :I:lnn’_cvR¢Rl

EDIDIDS 1t D R

o=%x1¢'=x1n,n'=cw

geschrieben werden. Oder in der k -Basis :

+ + . .
coul 2N E E E E , (D + Cn,n/ ) n ayl‘c‘an/ﬁ/,I‘C‘ra’n’,a’,k’ftfan,a,k+d’

o==x1¢' :I:lnn_cvkk/,quZ

mit

Vi =3 e

R;éO

und ¢, stellt die Coulomb Energien am selben Gitterpunkt dar. Dazu kommt noch die
Coulomb Wechselwirkung mit der positiven Hintergrundladung der Gitter :

+
Hbackground E E E + Cn, 11 n o Ean,gyfc'

oc=x1n= &V EcBZ

Man unterscheidet zwei wichtige Falle: 1) Die Gitterdiagonale Coulomb Terme c;,
sind vernachldfigbar (Wannier-Exziton), 2) Die Gitterdiagonale Coulomb Terme ¢, , sind
dominant (Frenkel-Exziton).

Den Absorptionsspektrum mit dem Wannier-Exziton, kann man nach der Schema der
vorherigen Kapitel Ableiten. Anstatt des differenziellen Coulomb Hamilton-Operators im
Kontinuerlichen Raum bekommt man aber einen Operator im Gitter-Raum:
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(R )~ to(F— )~ =
(R B) =t = 1) - "

oder nach diskreter Fourier-Transformation
(ec(k) — € (k)0 — V(K — k')

mit der obigen Definitionen. Was wir gewonnen haben im Vergeleich zu dem vorherigen
Kapitel ist die Giiltigkeit in der Ganze Brillouin Zone (nicht nur an der Bandkannte).
Die volle Absorption (die eigentlich zur Paarenzustandsdichte proportional ist) sieht aus
wie im Bild, wo auch die Absorption ohne exzitonische Effekte dargestellt ist. Man sieht
die kantige Struktur der Zustandsdichte in abwesenheit der Coulomb-Effekte. Diese van

Hove Singularititen sind eine Folge der kantigen kubischen Brillouin-Zone .
0.07 | | | | | | T

0.06 - ]
ohne Coulomb /\
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001 -
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32 Ultrakurzzeitspektroskopie der Festkorper.

32.1 Halbleiter-Bloch-Gleichungen

Die interesantesten optischen Experimente mit Halbleiter sind die mit ultrakurzen aber
sehr starken Laser-Strahlen im Frequenzbereich der Bandkannte. Solche Experimente
kann man nicht im Rahmen der oben ausgelegten linearen Theorie beschreiben. Einige
Vereinfachungen werden aber eingefiihrt um eine Betrachtung iiberhaupt zu ermdoglichen.
Zuerst wird die Koordinatenabhéngigkeit des Feldes (und damit das Photonimpuls) ver-
nachliafigt. Da ohne Koordinatenabhingigkeit kann man longitudinale und transversale
Felder nicht unterscheiden, wihlen wir giinstig eine longitudinale Eichung aus (/_1'(33’, t) =
0, V(#,t) = —E(t).Z ). Das Feld wird durch eine schnelle Triigerwelle, dessen Frequenz
wo im Bandkanntenbereich liegt (fiwy ~ E, ) und eine langsame Einhiillende dargestellt

E(t) = €(t) coswyt .

Um die Diskussion zu vereinfachen werden wir die drei aufeinander Orthogonale Loch-
Sorten (p-Zusténde nac der Blochschen Teil!) so wihlen, dass nur eine einzige Lochzustand
ist and das Feld gekoppelt. Deswegen konnen wir deren Entartung ignorieren.

Demnach wird die Erzeugung und Vernichtung der Elektron-Loch-Paare durch das
optische Feld mit dem Hamiltonoperator

H,,(t) = hwg(t) coswot Z / 47 (Yoo (Z) T thn,—o (T)* + hoc.)

= fiwg(t) cos wyt Z (ae,a’gah’_m_,; + h.c.)
o,k

beschrieben. Hier wg(t) = +d€(t) ist die zeitverinderliche Rabi-Frequenz. Ahnlich wie in
letztem Kapitel haben wir das nichtdiagonale Dipolmatrixelement vollig der Blochschen
Anteil der Wellenfunktionen zugeschrieben.

Andererseits, nimmt man an, dak der Beitrag der von der Bandkannte entferten spek-
tralen Bereiche hier vernachléfigbar ist. Unter diesem Umstand man kann noch eine weit-
ere Niherung einfiihren. Namlich, werden in diesem Hamilton-Operator nur die Terme
erhalten dessen Mittelwerte langsam variieren (“rotating wave”):

1
H) = EhwR(t)e""Ot Z g o 50—k T heC.
ko

In erster Linie interessiert uns die Einteilchendichtematrize dessen Komponenten die

Mittelwerte der Einteilchenoperatoren sind < a o iSe >, < a o ko > . <a

Nach den allgemeinen Regel (siehe Anhang) bekommt man aus der Hamilton-Operator
H seine Hartree-Fock-Naherung (hier direkt im Impulsraum dargestellt):
Deswegen notieren wir den neuen Hartree-Fock-Hamilton-Operator mit H"" (t).

e,o,k

Rk? 1 Rk? 1
ngF(t) = Za ZE <( m + EEg)a:,a,l_c‘ae,a,l_c‘ + (th + §Eg)az,a,l_c‘ah,0,l_5)
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47T€ +
+ ZZ eak+qae‘7k<aea’k’fq e,0l k! >t

o0’ k’,q’
_ aza,é+qae,a,ﬁ, < a;l,ﬁ_qqaemk—
* a;lr,a,l'5+§ah ok < a;lra' gt B
a a;ﬁwah o < ah o fr—g o Tt
_ GZU,E+q‘aev”E < a;:,a',E'—*ah,a’,E’ >y
B a}—l—ak—{—q hak<a:g/kf el Fr
h CL+ a+ < a’h o', Er e U,E

eak—l—q h,o! k’—q
+ +

a’hjo.ylzla'e’o.l’lz < a’e,o”,E-f—q‘a,h,O',E’*(T >t

Hier wurden auch die anomale Mittelwerte beriicksichtigt, die durch die Anwesenheit
eines optischen Feldes auftreten.

Bei rdumlich homogénen, spininvarianten, ladungsneutralen Zustidnden kann man auch
die Impulserhaltung, Spinerhaltung und Spinunabhingigkeit, wie auch die Ladungsneu-
tralitidt beriicksichtigen:

<al  iOeoi >t = Opgiboofe (D)
<y mhei >t = Ofgi0o0 fip(t)
<Oy O >t = O _pr00,— g (1)
dYoLat) = DS
k k

Danach wird der Hartree-Fock-Hamiltonoperator fiir Elektronen un Ld&cher relativ
einfach:

1

. h2k2 1, 2k N
Heh’ (t) = Z Z 2Eg)ae,U,EaeaUaE + (2mh + éEg)ah,U,Eahyg’E

4e?
o Z Z [ e,0,k+q Qe 0k+qf e k(t) + a:,a,lﬂtiah,a,ﬁﬁ'f hok (t)

+ + *
+ ah,*U,*E*q‘a’&U,E‘Fq#pE(t) + a,e70-)E+q-‘a,h)7a—)7]z*q,pE(t) ]

Die Hartree-Terme verschwanden wegen der Ladungsneutralitét.

Durch die Vertauschungen der Operatoren a:ka”g , Z o und Qoo iOh ok

mit dem Elektron-Loch Hartree—Fock—Hamiltonoperatoren und den Hamiltonoperator der

Wechselwirkung mit dem Lichtfeld gefolgt durch Mittelungen bekommt man dann die

sogenannten Halbleiter-Bloch-Gleichungen:

0

atf {Q* pEelu)Ot}
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0

atf \S‘ {Q* pk zwot}

0 ? { _
Pt 2 €k i) P = e N (1= fop— fuk
a’E T 2

Dabei sind €, ; und ¢, 7 die renormierten Elektron- und Lochenergien

h2k2 1
ee,E = 2m Z Ic E’|fe,l_c”
k’;ék
mE? 1
he = 2mn, §E9+VZ~V|E71€'|fh,E'
k' £k

und € die verallgemeinerte Rabi-Frequenz

4mre?
Z i PR s Vo = o
k’;élc

Q

k

der zusétzliche Terme enthilt dessen Ursprung in den Coulomb-Termen (innerhalb der
Hartree-Fock-N#herung) liegt .

Man sieht, daR der schnell oszillierende Faktor e=*°! durch eine Umdefinition der
Interbandpolarisation pg(t) = pg(t)e ™°" eliminiert werden kann. Danach erhélt man die
Halbleiter-Bloch-Gleichungen fiir die langsam variierende Groben f, 7, f, 7 , Pr(t)

0 .
O fe=5{9n)
[

wobei

als “Verstimmung” genannt wird.

Der T,-Term in der Gleichung fiir die Polarisation wurde hier zusétzlich eingefiihrt,
um Streuprozesse, die Dephasierung, also die Vernichtung der Kohéirenz, verursachen,
miteinzubeziehen, da wir hier die Vielteilchenwechselwirkungen nicht ausfiihrlicher betra-
chten mochten.
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Da die Gleichungen fiir die Elektron- und Lochpopulationen in Abwesenheit der Streuterme

identisch sind, konnen wir eine einzige Populationsverteilung definieren

fe:fth

Die abgeleiteten Halbleiter-Bloch-Gleichungen erlauben eine Betrachtung vieler nicht-
linearer Phianomene , die man mit starken Laserpulsen an Halbleitern beobachten kann.
Als nichtlinear werden diese Phinomene bezeichnet, weil es aufgrund der hohen Pulsin-
tensitidten nicht mehr geniigt, das elektrische Feld nur in erster Ordnung zu beriicksichti-
gen. Durch Beleuchtung mit mehreren ultrakurzen Lichtpulsen mit Tragerfrequenzen im
Bereich der Bandliicke kann man eine detaillierte Analyse der Ladungstréigerdynamik auf
kurzer Zeitskala erbringen.

Da diese nichtlinearen gekoppelten Gleichungen keine analytische Losung erlauben,
werden die meisten theoretischen Ergebnisse durch eine numerische Simulation erreicht.
Bei relativ schwachen Pulsen besteht eine andere Moglichkeit darin, eine Entwicklung in
den Potenzen des Feldes vorzunehmen. Dabei kommen die ersten nichtlinearen Effekte
fiir die Interbandpolarisation in dritter Ordnung vor, da die Interbandpolarisation eine
ungerade Funktion der Rabi-Frequenz ist.

Im folgenden wird die sogenannte y3-Theorie dargelegt. Mit ihrer Hilfe werden zwei
wichtige nichtlineare Experimente, die differentielle Transmission (DTS) und das Vier-
wellenmischen (VWM) |, illustriert. Bei beiden Experimenten werden zwei zeitverzogerte
ultrakurze Lichtpulse aus einem Laser auf die Probe gestrahlt.

Beim DTS-Experiment sind es zwei Pulse unterschiedlicher Breite (in der Zeit) und
Intensitit. Zunéchst wird die Probe mit dem stiarkeren Puls, dem sogenannten Pumppuls,
angeregt. Die Breite dieses Pulses sollte nicht zu schmal gewdhlt werden, um in einem
engen Spektralbereich zu bleiben. Nach der Verzogerungszeit 7 wird die Probe mit dem
zweiten Puls (ohne Uberlappung mit dem ersten Puls) abgetastet, der durch seine gerin-
gere Dauer ein breiteres Spektrum als der Pumppuls abdeckt. Der Vergleich von einem
transmittierten Testpuls in Abhéngigkeit der Verzogerungszeit mit einem durch fehlenden
Pumppuls unbeeinflufiten Testpuls lafst Riickschliisse auf das durch ultrakurze Anregung
veranlasste dynamische Verhalten der Valenzelektronen anhand der Absorptionsspektren
zu, da die von den durch den Pumppuls angeregten Elektronen eingenommenen Zustinde
nicht mehr durch Anregung des Testpulses besetzt werden kénnen . Man kann so den
zeitlichen Verlauf der durch den Pumppuls entstandenen Elektronenpopulationen und
Interbandpolarisationen durch verringerte Absorption im Spektrum des transmittierten
Testpulses im Vergleich zum unbeeinflufiten Testpuls verfolgen. Da bei Propagation der
Pulse in die gleiche Richtung, der Testpuls vom Pumppuls vollig iiberdeckt werden wiirde,
man jedoch nur an der Transmission des Testpulses selbst interessiert ist, 14t man die
Pulse in unterschiedliche Richtungen propagieren.

Beim Vierwellenmischen kann im Gegensatz zur differentiellen Transmission nur bei
bestehender Kohidrenz der Pulse beobachtet werden. Hierbei werden zwei gleiche, nicht
iiberlappende Pulse aus derselben Lichtquelle mit der Verzogerung 7 auf die Probe geschickt.
Wie beim DTS-Experiment propagieren die Pulse in unterschiedliche Richtungen. Durch
Interferenz in der Probe, die durch Schwingung des Systems auch bei zeitlich nicht iiber-
lappenden Pulsen bestehen bleibt, treten neben den eingestrahlte Pulsen auch gebeugte
Strahlen aus. Detektiert wird der gebeugte Strahl in (2kp — kr)-Richtung. Da die Ko-
harenz durch Streuprozesse zerstort wird und das gebeugte Signal dann verschwinden
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mufl, eignet sich das Vierwellenmischen besonders zur Beobachtung eintretender De-
phasierungsprozesse.

32.2 Theorie der Nichtlinearititen dritter Ordnung

Fiir eine einfachere Betrachtung kénnen wir in den Gleichungen den Index k weglassen,
da die Gleichungen fiir unterschiedliche k nicht miteinander gekoppelt sind. Um die
Diskussion zu vereinfachen, werden die Hartree-Fock-Terme hier vernachlissigt.

Wir suchen die Losung der Gleichungen in Form einer Entwicklung

f@&) = O+ ) + fO)...
pt) = pYEO+pP) +pV) +...

wobei die oberen Indizes die Potenz der Rabi-Frequenz in der Entwicklung anzeigen.
In erster Ordnung hat man

fo) = 0
t
ﬁ(l)(t) _ %/ dt/ef(5A+TL2)(t7t)wR(tl) ’

in zweiter

o) = 0
t
ﬁ(3)(t) _ —Z/ dt/e*(ﬁA+TL2)(t7t)wR(tl)f(Z)(t/)

—0o0

Setzt man ein, ergibt sich fiir die nichtverschwindenden Terme

1 ' g (L 1 N4 411
f@)(t)=5/ dt’/ dt" R (wh(t) wa(t") e FEHE)

t t "
o) = —% / dt’/ dt" [ dpe GATEE) g
xR (Wit wale") e FEHR)
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Im folgenden werden wir den Fall untersuchen, in dem das optische Feld aus einem
Pump- und einem Testpuls mit derselben Trigerfrequenz wy besteht, die Rabifrequnz sich
also aus Pump- und Test-Rabifrequenz zusammensetzt

wr(t) = wp(t) +wg(t)

Den Testpuls betrachten wir als schwach im Vergleich zum Pumppuls und werden
deswegen nur die Terme erster Ordnung im Testpuls erhalten.

) = -5 / dt / dt”/ " ¢ (RA+T)EE) T )

<R () () RS
t tl t” A ,
/ dt’ dt"/ dt" e —(5A+=7 )(t ) g(t/)

7
2
X % [(wg*(tﬂ) wg(tlll) + wR (t”) wR (t”l)) (%A+%2)(t”*t’”)

Es gibt zwei Terme dieser Art, deren Struktur entweder
P o wi |wpl

oder

T P2

ist.

Um diese Terme zu interpretieren, muf man auch die Fortpflanzungseigenschaften der
optischen Wellen beriicksichtigen. Dementprechend haben die Felder noch die Phasenfak-
toren €77 bzw. ™ als rdumliche Variation. Da die entstehende Interbandpolarisation
aufgrund der Maxwell-Gleichungen ein ausgehendes Feld erzeugt, kann man einsehen,
daf Terme der ersten Art eine ausgehende Welle in Testrichtung kr und die anderen eine
Welle in (2kp — kr)-Richtung darstellen. Wie erwiihnt sind die ersten Signale fiir die
differentielle Transmission, die zweiten fiir das Vierwellenmischen bezeichnend.

32.3 Differentielle Transmission

Als Signal des differentiellen Transmissionsspektrums

DTS (w) = a(w,wk) — a(w,0)

Den Zusammenhang zwischen Polarisation und Absorptionskoeffizienten bei nicht-
linearen Pulsexperimente wird im folgenden erldutert . Die Maxwellgleichung fiir die
Fortpflanzung einer elektromagnetischen Welle mit Riickkopplung zum Material ist

10> 0%\ = 4 02
(@am ~ 3) B0 = 5P
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Das E-Feld und die Polarisation seien wieder als Produkt einer ebenen Welle mit einer
in Raum und Zeit langsam variierenden Einhiillenden in RW-Approximation als

E(z,t) = Ey(z, t)e{@wo)

und
P(z,t) = Py(z,t)e{d7wot)

angenommen.
Um die Wirkung der Ableitungen auf das Feld zu untersuchen, ist es giinstig, zu

faktorisieren
1@ _ @\ _(10 0\(10 2
2otz 022) \cot 0z codt 0z
Bei der Berechnung des zweiten Faktors nimmt man an, dafl der Term

= (10 0\ =
wwot—g2) [ Z 2 _ 7
¢ (c ot 82) Eo(z1)

wegen der langsamen Verdnderung von Eo(z, t) gegeniiber

- 190 0 77
Eo(2,1) (E% - &) !(ot= )

vernachléssigbar ist. Beriicksichtigt man noch, dak wegen g = 2

10 0 o
22 4 ) edE-wot) —
<c FT Bz) ‘ ’

erhalt man schlieBlich fiir die linke Seite

10 0\ = -
9 - Y ~\E ¢ 1(§Z—wot)
zq(08t+8z) o(z:1)e

Auf der rechten Seite ergibt sich ebenfalls mit dem Argument der langsam verénder-
lichen Einhiillenden

2 . - 4 2 . .
——_P, (Z, t)ez(szwot) — 71—_2%})0(2’ t)eZ(QZ*W()t)'

Insgesamt erhilt man

(1 0 N a)ﬁo(z,t) _ _szwoﬁo(z,t) ,

cot 0z

bzw. fouriertransformiert

80



1 0\ = 2TWy =
— — | E = - P
(Cw-i- 8z) o(z,w) . 0(2,w)

Multipliziert man von rechts mit E{f(z, w) und addiert die dazu komplex konjugierte
Gleichung, erhilt man nach Zusammenfassung der rechten Seite die Ortsableitung des
Betragsquadrates des Feldes

S| Eo(e, ) = =03 { Bz, 0) By (2.0

Teilt man dann noch durch die reelle Zahl |Ey(z, w)|?

2 |Ey(z,w)? , 4 By(z,w)E,
R
w2 e 7 Blwr

Bei der linearen (im Feld) Absorption die rechte Seite ist z -unabhéngig und dewegen
bekommt man Beers Gesetz der exponentiellen Abnahme der Intensitét

|Bo(z, w)[* = |Ep(0,w)[Pe™)?

Unter der Annahme, daf diese Koordinatenunabhéngigkeit durch die nichtlinearitit im
Feld nicht stark modifiziert ist, kann man im allgemeinen einen Absorptionskoeffizienten

durch
=22 {55

definieren, wobei hier haben wir mit P, die Projektion der Polarisierung in der Feldrich-
tung notiert und die z -Abhéngigkeit ignoriert.

Bildet man noch die Differenz zwischen Absorption mit und ohne Anwesenheit des
Pumppulses, erhilt man das oben angegebene DT'S-Signal.

Berechnet man das D'T'S-Signal mittels x5 -Theorie, erhilt man sofort einen zu der Dif-
ferenz proportionalen Term, da bei Nullsetzung des Pumpfeldes die Polarisation ebenfalls

Null wird
ﬁg)DTS(t) = — / dt / dt"/ dt" e h = T (@)

(whe () wher e-Hoe B =
)(tll t”') )

X

£
’~3|._.

+ WB" wE (") 2

t tl tlI
— %/ dt’/ dt”/ " e FARFRIE) (4

(1) ey R

X
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Arbeitet man nun mit einem Testpuls, dessen Verzogerung 7 beziiglich des Pumppulses
so grof ist, daf die Pulse nicht iiberlappen, iiberlebt aufgrund der dann verschwindenden
Exponentialfunktion nur der erste Term. Ist die Pumppulsdauer wesentlich kiirzer als
die Dephasierungszeit 7T,, kann man den 7%2-Term im Exponenten des letzten Integrals

vernachlissigen. Ubrig bleibt dann

2

t
25(3)DT5(15) ~ _f/ dt e—(gA-l'T%)(t_t)wg(tl)

t/
. / dt//wg(t//)e%At”

—00

—00

Ist der Testpuls sehr kurz, kann man weiter nidhern

00 2
POPTS (1) s — e BTt — ) / dt(t)

o

/ dt//wl];(t//)e%A,;t”

—0oQ

oo

oder
POPTS(t) m — Bt — )" FHRITIEL O A

wobei Wg(w) die Fouriertransformierte der entsprechenden Rabi-Frequenz ist.

Nun muf man noch den Index k wieder beriicksichtigen, iiber ihn summieren und
die Oszillation mit der Trigerfrequenz wiedereinfiihren, um die Gesamtpolarisation zu
erhalten

1
P(t)(3)DTS _ dwv Z P}é?»)DTS( t) e~ Wwot
E

Mit dem Ubergang zum Integral + >z — ﬁ [ dk und einer Fourier-Transformation
bekommt man

- d - h
P(3)DTS ~ cw  ~T 0 /dk ~P A~ 2

Daraus folgt die differentielle Transmission
21

DTS(w) = wod%, / dk i | Or(Ap)[
(4m)%e (Ap + A(w —wo))” + %2

Da |@F (w)|? sein Maximum bei w = 0 (Resonanz mit der Triigerfrequenz) erreicht,
kann man ndherungsweise weiter schreiben

2 21
Wo dcv h T

(i) ((w = wo))” + &5

DTS(w) = [ kP

Man sieht, dak die differentielle Transmission ein Maximum bei der Pumpeinstrahlfre-
quenz hat. Das bedeutet, da wegen des Pauli-Prinzips kaum weitere Ladungstrager durch
den Testpuls erzeugt werden kénnen, wo der Pumppuls schon Ladungstriger erzeugt hat.
Hétte man auch die Stokdynamik der Ladungstrager beriicksichtigt, konnte man anhand
dieses “Loch-Brennens” auch die zeitliche (in 7) Evolution der Ladungstriger-Population
verfolgen.
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32.4 Vierwellenmischen

Beim Vierwellenmischen wird aufgrund der eingehenden Pump- und Testpulse in den
Richtungen kp bzw. kr ein ausgehendes Lichtsignal in der Richtung 2kp — kr erzeugt.
Dieser Strahl ist nur durch den Pumppuls bedingt und ergibt sich als Beugungssignal
aufgrund der Interferenz der zwei eingehenden Strahlen.

Wir miiken daher von der x3 -Theorie, wie bereits erwihnt, die zu wh*wk? propor-
tionalen Terme

t t ¢ 1 '
Z3(3)VWM(t) _ _%/ dt’/ dt”/ " e*(ﬁA+T*2)(t7t)wIFi’(tl)

(k@ whemye GAFEE

X

R W) ek R)

beibehalten.

Im Gegensatz zur differentiellen Transmission wéhlen wir nun eine Konfiguration mit
identischen Lichtpulsen mit grofer Pumppulsverzégerung 7. Unter diesen Bedingungen
tragt nur der zweite Term bei

t tl t”
p(?;)VWM(t) — _% / dt’/ dt”/ dt™

LA gy D b T
X er € 2 wp () wg (" )wg(t")

Beriicksichtigt man, daf der Pumppuls und der Testpuls auf die Zeiten 7 bzw. 0
zentriert sind und nicht iiberlappen, dann erhilt man

t t’ t”
ﬁ(?’)VWM(t) ~ _ieﬁA(tf%)e*T% / dtl/ dt”/ dt”’w}lz(tl)wllg(t”)wg(tm)

oder

p(?))VWM (t) ~ _EG%A(t72T)6_TL2(D£(O)2&)£(O)

Schlieflich muf wieder iiber die k -Zustinde summiert werden
POV (8) =~ L 07GR0) [ dRet i)

Da das Integral in dieser Gleichung nicht konvergiert, sollte man die Integration auf
die Brillouin-Zone beschranken. Wegen des oszillierenden Faktors wird der Wert des Inte-
grals bei t = 27 viel grofer sein als bei anderen Zeiten. Das heifft, man beobachtet einen
starken Puls (Photon-Rcho) in der (2kp — k7)-Richtung nach einer Verzégerung von 27,

27
dessen Hohe exponentiell mit e 7> abnimmt.
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Eigentlich diese Theorien der Pulsexperimente sind sehr vereinfacht und deswegen nur
als Referenz niitzlich. Gerade die Abweichungen von dieser Einteilchenbeschreibung sind
von hohem Interesse. Nur mit der Hilfe raffinierterer Vielteilchentheoretischen Methoden
(Quantenkinetik) gelingt es eine gute Beschreibung der Femtosekundenpuls-Experimente
an Halbleiter.

Pump
Detektor

Vﬂvnﬂ(\nM\UAU”V%AU(\UI\VAVA /(/> Richug

S
i P“’be\\ ksRichtung

Ky

il ﬂ A ﬂ Ap vom Laser k1

L LA (i

Ak,
gebeugter
Strahl

Detektor
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33 Zeitumkehr und Tendenz zum Gleichgewicht.

Lagrange-Funktion eines klassischen Teilchensystem:

L:Zm;i —U(x,-)—%ZZV(xi—xj)

=1 i=1 j=1

invariant gegen ¢ = —t (z=—-2)

Jeder Anfangszustand kann wiedererzeugt werden durch Spiegelung der Geschwindigkeiten!
Poincaré : Nach einer gewissen Zeit kehrt jedes System in die Ndhe des Anfangszustandes
im Phasenraum zuriick ! Wie kann man das mit der makroskopischen Irreversibilitdt und
der Tendenz zum Gleichgewicht vereinbaren !7?

Das Ohmsches Gesetz :

—

jzaE

zeigt eine Verletzung der T - Invarianz und deswegen kann im Rahmen der Mechanik
(oder Quantenmechanik) nicht verstanden werden. (j = enZ , E = —VV(Z) ).

Im konstanten Feld sollte der Elektron mit konstanter Geschwindigkeit sich bewegen!
Nur durch nichtmechanische Kréfte ist die stationdre Bewegung zu verstehen. Fiihrt man
eine Reibungskonstante 7y ein

mi(t) = € — yi(t)

, dann ist die asymptotische Bewegung

T — —
Y
Dieses Problem kann nur durch betrachtung der offenen Systeme verstanden wer-
den im Rahmen des Thermodynamischer Grenziibergangs. Es heifft: unendliche Anzahl
von Freiheitsgraden und unendliches Volumen bei endlichen Dichten mindestens fiir eine
Komponente des Systems (Thermostat).

34 Klassisches Polaron im elektrischen Feld.
Frohlich-Kopplung eines Elektrons mit Kontinuum-LO-Phononen :

_ e gz VP@
e ) T 1E-T()]

Gitterpolarisierung proportional zur Gitterablenkung .

B@) = Za)
v
Die Debye-Regularisierung des Coulomb-Potentials ist sehr wichtig ! (Anzahl der Frei-
heitsgrade im Kontinuummodell = Anzahl der Freiheitsgrade im Gitter) Equivalent mit
% — V(Z), dessen Fourier-Transformierter V() bei ¢ > gp abgeschnitten ist.

|
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Die Euler-Lagrange Gleichungen fiir die longitudinale Phonon-Mode

d(7,1) +wiod(@t) = ———VV(T-7(t)
: - ke
mi(t) =eb —— [ dTd(Z,t)VV(Z - (1))

Wir nehmen eine Anfangsbedingung um ¢ = 0 ohne Phononen

Die formale Losung des Phononengleichungs ist dann

Ke?

t
d(F,t) = — / dt' sinwro(t —t"V2V (T — 7(t"))
0

Meso

(8)

Wir fiihren diese Losung in der Elektrongleichung ein und damit bekommen wir einen

Geschlofenen nichtlokalen, nichtlinearen Gleichung (Polaron-Bewegung)

7(t) = ESJFC / dt' sinwro(t — ') af(?(t)v(m) —7(t))

mit der Notation

m———/mv V2V ()

und
o= Ark2et

MMe€2,

Wir nehmen hier eine einfache Debye-Regularisierung des Coulomb-Potentials

1—e 07
Vir)=-——%""
() =17¢
dessen Fourier-Transformierte V (q) = #ﬁ’") ist. Dann

D

1—e" 1

V(r) = -t e
)= (Ao - jerr)
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0.2 T T T T T T

0.15 - T

0.05 - T

Demniichst betrachten wir nur die kollineare Bewegung (7(0) || E ).

d;tgt) =&+ C/O dt’ sin(t — t’)axa(t)V(\ 2(t) —2(t') |) (11)

wobei , um die Notationen zu vereinfachen, nehmen wir qu

Zeiteinheit und notieren £ = 2 F .
Wir kénnen es untersuchen ob die Gleichung 11 eine asymptotische gleichméfige Be-
wegung

als Langeeinheit, wro als

z(t) ~ vt (t — o0) (12)
zuldfst. Offensichtlich muf dazu die Bedingung

o 0
0=¢+C dtsint— t 1
+ /0 sin V(o) (13)
erfiillt werden. Das fiihrt zu einer transzedenter Gleichung
£ = HW) (149)

mit
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01

0.06 - m

LIJ 0.04

0.02 - m

Von der Form dieser Funktion ergibt sich ein kritisches Feld iiber dem keine gleich-

mékige asymptotische Bewegung méglich ist.
T T T T

0.02
0.04
0.06
0.08

0.1

CE

Ec

Numerische Losungen des Gleichunges sind in den folgenden Bilder illustriert unter
und tliber dem kritischen Feld:
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0.5 T T T T T T

0.45
04 .
0.35 - .

0.3
> 025F- n

0.2
0.15 - 4

0.1
0.05 -

t

Auf diesem obigen Bild die punktierte Linie ist zum Vergleich die Losung einer phanome-
nologischen Gleichung
met = eE — y(v)v

mit einem Geschwindigkeitsabhingigen Reibungskoeffizienten

14 T T T T T T T T T

Von diesem klassischen losbaren Polaron-Modell hat man gelernt, daf fiir ein Sub-
system (Elektron) in kontakt mit einem Thermostat ( Phononen) auf langer Zeitskala
Ohmsches Verhalten moglich ist .

Im allgemeinen kann man erwarten, daf offene systeme sich irreversibel verhalten.
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35 Mastergleichungen und Ratengleichungen.

Es gibt keine 16sbare quantenmechanische Modelle im Sinne der fritheren Kapitel. Irre-
versibilitit wird meist unter der Annahme der Bilanzgleichungen (Master- und Raten-
Gleichungen) betrachtet.

Sei es P,(t) die Wahrscheinlichkeit daf das System um die Zeit ¢ im Zustand |n >
(Eigenzustand eines ungestorten Hamilton-Operators Hy ) sich befindet und seien W,
die (zum Beispiel vom Goldenen Regel gegebene) Wahrscheinlichkeitsraten fiir den quan-
tenmechanischen Ubergang zwischen den Zustinden |n > und |n’ > unter der Wirkung
einer bestimmter Stérung H' . Die Master-Gleichung lautet

%Pn () = — 3 (Pat)War — Pu(®Wotn) = = 3 Au P (1)

nl

also: Ge_yvinn minus Verlust.
Die Ubergangsraten sind positiv und erfiillen die allgemeine Bilanzbeziehung:

Wn"' 2 0; Z (Wnn’ - Wn’n) =0

Eigenschaften:
1) Erhaltung der Normierung:

0
aZ}Dn,(lt) =0

Also kann man ) , Py(t) = 1 setzen.

2)Erhaltung der Positivitdt: P, (t) > 0 fiir beliebiges ¢ > 0, falls P,(0) > 0.
Ergibt sich aus der Tatsache, daf P,(t) = 0 impliziert 2P, (t) > 0 .

3) Tendenz zum Gleichgewicht.

P(t) = e'P(0)

Die Eigenwerte vom A haben einen nichtnegatives Realteil. Sei &, = z, + 1y, ein
komplexer Zahl, dann

n,n’ n,n’

R {Zg:Annlfn'} =R {Z Wnn’gz (gn - gn’)}
yw)’] 20

1
= 5 ZWn’n [(xn - xn’)2 + (yn - Yn'

n,n’

Dabei wurde auch die allgemeine Bilanzbeziehung verwendet. Falls eine allgemeine Kon-
nektivitdt vorhanden ist, es heiftt jede Zustand kann erreicht werden von jedem Zustand
durch eine Kette von Ubergingen, dann es gibt ein einziges Null-Eigenvektor mit gleichen
Komponenten &2 = const. Es folgt

lim P(t) = P°

t—00
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wobei P? = const. (P(t) = e A(P(0) — P%) + P")

SYSTEM IM KONTAKT MIT EINEM THERMISCHEN BAD.

Pna(t) = Pn(t)Pfi; 7’2 = W

Aus der Master-Gleichung fiir P,,(t) folgt

0
&P(t) - —A’P(t), Ann’ - (5nn’ Z Wnn’ - Wn’n

nll

— 0
Wnn’ = E Pa Wna,n’a’
aa!

Aus der Energierhaltung (E, + E, = E + E, ) und der allgemeiner Bilanzbeziehung
folgt
Z (Wnn/ — 6ﬁ(E"_E"')Wnln) =0
Der Operator A hat wieder nur Eigenwerte mit nichtnegativem Realteil und unter
ahnlichen Konnektivitdtsbedingungen ergibt sich , daf (bei festem erhaltenen Anzahl der
Teilchen) der einzige Eigenvektor mit Null-Eigenwert ist

e_ﬂEn
po=_c
n —BE_,
Zn’e A n

SCHEMATISCHE ABLEITUNG DER MASTERGLEICHUNG.

Seien P, (t) nach einer Mefung bekannt. Die Zusténde |n > entwickeln sich im Zeit-
intervall ¢,¢ + At nach der Unitdren quantenmechanischen transformation

In >— U(At)|n >

Die neue Wahrscheinlichkeiten by einer neun Mefung um die Zeit ¢ + At sind dann
Py(t+At) =Y < n|U(A)|n' >[* Pu(t)
und

P,(t + At) — Py(
At

1
At

2= ZA% < n|U(AL)|n' >|? Py(t) — —Py(t) -

Oder nach der Verwendung der Unitaritdt und Vollstindigkeit

Y < nlUA)n’ > =1
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Pt +At) — Bo(t)
At
- > [ < n!|U(AE)|n > Py(t) — t|< n|U(At)|n' >[° Py(t)
n!(#n)

Stellen wir eine Kette von solchen quantenmechanischen Entwicklungen und Mefun-
gen vor. Dabei sind die Phasen, also die kohdrente quantenmechanische Information, ver-
lorengegangen durch die Irreversibilitat die vom Mefkprozeft eingefiihrt worden ist. Damit
simulieren wir die Offnung des Systems.

Falls der Zeitintervall At kurz genug ist, dann konnen wir die linke Seite des Gle-
ichunges als eine Zeitableitung interpretieren. Andererseits, falls dieselbe Zeitintervall
lang genug ist, dann in der rechter Seite des Gleichunges kénnen wir 3; |[< n'|U(At)|n >|?
durch die asymptotische Ubergangsrate

- 1 , 2
W :Altlgloo Al |< n/|U(At)|n >|

ersetzen. Dann bekommen wir die Mastergleichung, wobei die Eigenschaften der Uber-
gangsraten offensichtlich sind. (Die allgemeine Bilanzbeziehung folgt z. Bsp. von der
Unitaritdt und Vollstandigkeit. )

Nun bleibt die Frage offen ob iiberhaupt ein Zeitintervall gibt der fiir die linke Seite
kurz genug und fiir die rechte Seite lang genug ist!

Van Hove hat plausibel gemacht, dafs fiir ein System im Kontakt mit einem unendlichen
Thermischen Bad im Grenzfall der schwachen Kopplung ¢ — 0 und asymptotischer Zeiten
t — 00, aber bei konstantem ¢°t, die Mastergleichung giiltig sein soll. Rigurése Beweise
sind fiir konkrete Modelle auch vorhanden. Hier sieht man wieder die Zweideutigkeit der
Zeitskala.

RATENGLEICHUNGEN.

Nehmen wir den Fall wo der Index n die Besatzungszahlen n; = 0,1 der Einelek-
tronzustinde |i >Bezeichnet
n= {’I’Ll,ng,...}.

Die Energie (ohne Wechselwirkung) ist
En = Z €;1;

und die durch die Wechselwirkung mit einem thermischen Bad (z. Bsp. Phononen)
verursachte Ubergangsraten stellen sich in niedrigster Ordnung der Storungstheorie als
die Summe der Einelektronprozesse dar

Wnn’ = Z wij(sni,ng+15n9,nj+1Hl;£i,j5nl,n;
12
Im Rahmen der goldenen Regel (niedrigste Ordnung der Stérungstheorie) ist nicht nur die

allgemeine Bilanzbeziehung sondern auch die “detilierte Bilanz"w;; = w;;e” (ei—€5) erfijllt.
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Nun berechnen wir aufgrund der Mastergleichung die Zeitableitung der mittleren Be-
satzungszahl

ni(t) = nilu(t)

%nZ(t) = - Z W (ng — n;)Pn(t) = - Z [wijm - wjiM]

n,n’ (]

Diese ist noch keine geschlossene Gleichungsystem. Nach der Niherung
n;n; ~ ﬁi’f_lj

finden wir aber die geschlossene nichtlineare Ratengleichung fiir Fermionen
0 _ _ _ _ _
() =~ 3 [wina(t) (1 = 75(t)) — wyen; () (1 — 7(t))]
,J

Man sieht dafs die Pauli-Prinzip in dieser letzten Gleichung nur im Durschnitt respek-
tiert wird. Die Gleichung erhélt die mittlere Besatzungszahlen im Intervall [0,1] und
unter der Annahme der Konnektivitit der Ubergangsraten fiihrt asymptotisch zu der
Fermi-Funktion die der einzige stabile Festpunkt (stationére Losung) des Gleichunges ist.

36 Die Boltzmann-Gleichung.

Die bisher diskutierte Master-Gleichungen bzw. Ratengleichungen erlauben kein Zugang
zur Berechnung der Mittelwerten der Operatoren die mit der ungestorter Hamilton-
Operator des Systems nicht vertauschen. Zum Beispiel, bei einem System von freien
Fermionen die schwach mit Phononen wechselwirken konnen wir mit der Ratengleichung
fiir die mittlere Besatzungszahlen der k -Zustinde den mittleren Gesamtstrom

-

)= S nelo)f

nicht aber die lokale Ladungsdichte oder lokale Stromdichte Berechnen. Ganz anders ist
die Lage im Rahmen der klassischen statistischen mechanik wo die Boltzmann-Gleichung
Abhilfe gibt.

Im Rahmen der klassischen statistischen Mechanik betrachtet man die Wahrschein-
lichkeitsdichte p(¥/, Z, t) Teilchen mit Geschwindigkeit ¥ und Koordinate & um Zeitpunkt
t zu finden. Diese Wahrscheinlichkeit ist normiert

/ i / dzp(5,7,t) = 1
1%

Aus der bekannter klassischen Liouville Gleichung der geladener Teilchen (im kom-
pensierenden Hintergrund) die im elektrischen F(Z,t) und magnetischen B(Z,t) Feld sich
bewegen bekommt man
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0 g 1 .0 o L
(at-l-v?—i-—F(x,t)%)p(k,x,t)—O

wobei F' = %(E + @ x B) die Lorenzkraft ist. Diese Gleichung druckt aus, daf entlang
der Bewegungspfades die Wahrscheinlichkeit unveréndert bleibt . Im folgenden werde wir
nur einen elektrischen Feld beriicksichtigen.

Da die insgesamt N Teilchen im Volumen V' selbst Quellen des Feldes sind, braucht
man auch die Poisson Gleichung in der selbskonsistenter (Hartree) Ndherung (mit kom-
pensierenden Hintergrundladung)

o 1
GO%E(IE, t) = dmeN (/ dip(V, Z,t) — V) + AT ey (Z, 1) . (16)

Aufser der internen Ladungsdichte

p(7,1) = eN ( / dip(7. 7, 1) — %)

haben wir hier auch eine dufiere Ladungsdichte pe.;(Z,t) beriiksichtigt.

Jetzt miien wir noch beriicksichtigen dal wegen der Streuung zum Beispiel an einem
ungeordneter Potential oder wegen der Wechselwirkung mit einem thermischen Bad (Phononen)
ein stochastischer Stofiterm entsteht. Diesen Stofsterm schreiben wir in der rechten Seite
des Gleichunges analog der rein quantenmechanischen Ratengleichung

o .0 ez 0 L, Op(U, %t
(8t +”65+RE(x’t)_g) p(0,Z,8) = =5~ |eau (17)
op(U, T, t e I
%koll = —/dv [w (¥, 7)p(T, Z,t) — w(¥, 0)p(T, 2, t)]

Man nimmt an dak die Ubergangsraten im Fall von elastischen Streuung symmetrisch
sind, erhalten die kinetische Energie

w(@, ) = w(@, 0) (e(t) = e(v")); (18)

und bei Phononenstreuung den detailierten Bilanz-Beziehung

w(7,7) = POy (7 7) (19)

erfiillen. Hier e(?) = —2 ist die kinetische Energie der Teilchen.

Diese Gleichung kann man auch im Rahmen der Quantenmechanik durch die quasiklas-
sische Entwicklung der so gennanter Wigner-Funktion nach den Potenzen von 7 ableiten.
Dann werden die Ubergangsraten von der quantenmechanischen Goldenen Regel definiert.

Die Gleichungen erhalten die Teilchenzahl

a b gl 4 —
5% /dvdxp(v,x,t) =0

und im Fall der elastischen Streuung , mit zeitunabhéngigen p.,; auch die mittlere Gesamten-

ergie:
o (N R . —»/p ) _
a (V/dvdxp(vam’t)( (U) + ert / /d €0|33' -7 | > ="
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oder dquivalent

a N e o —;Ip 'II; t :L‘ t) —
o (V/dvdacp(v,:r,t) (e(V) + - _/ / 60|$_$‘ ) =0

wobei
E(#,t) = —VU(Z,1)

und

p(7,1) = eN < / diip(7, 7, 1) — %)

Man sieht die selbe Anwesenheit der Hartree-Konstante, wie in der quantenmechanis-
cher selbstkonsistenter Theorie.

Man kann auch einen Teilchen-Teilchen Stofiterm einfiihren die eine mehr komplizierte
Struktur hat

- W(ﬁla 771; 777 17')p(171, -fa t)p(ﬁla fa t)]

Bei diesen Stofen sind sowohl die gesamte kinetische Energie, wie auch das Gesamtimpuls
erhalten.

Die statonire Losungen (im konstanten duferen Feld) ergeben sich aus der Erhaltungs-
gesetzen und die Eigenschaften der Ubergangsraten (Symmetrie oder Bilanzbeziehung und
Konnektivitét). Falls Konnektivitidt vorhanden ist, dann die energierhaltende Stokterme
fiihren zum mikrokanonischen Gleichgewicht

po(7, Z,t) = const. fir ™ + U(%) = const.
und die Thermostat Stoftherme fiihren zu der Maxwell-Boltzmann Verteilung
]_ mv2 7
po(T, 7, t) = VZe —B("5=+U(F))

wobei U(Z) der selbstkonsistente Potentialenergie im Gleichgewicht ist.

37 Losbares Boltzmann-Modell mit sofortiger Thermal-
isierung.

Das Modell ist durch die folgende Ubergangsraten definiert:

mB*? -pmg”
27

In rdumlich HOMOGENEN Fall (homogenes elektrisches Feld und homogene Anfangsbedin-
gungsbedingung) man kann die Normierung V' [ dop(7,¢) = 1 benutzen um die Boltzman-
Gleichung wie

w(7,7') = eﬁ(e(ﬁ)—e(ﬁ’))w(g" 7) =

<§t+ E();})p(ﬁ,a‘c‘t)z—%(p(ﬁ,t)—po(v)); po(“)5%<z—f)%eﬁ"¢



um zuschreiben. Sei es E(t) = Ee™t. Die stationir oszillierende Losung des Gleichunges
bis einschlieflich lineare Terme im Feld ist dann

1 € = 0
7 — _ 7—E wt
P) = po(0) = S e Sy (v)
und die Stromdichte ist
(t) =N dip(0,t)0 = ——————FEe*t | div—
i) e/ op(@, 1) wAr L om o / vvaﬁpo(v)
— TL_€2 1 E’ezwt

m w + 71

Also ergibt sich die Drude-Formel fiir die Leitfahigkeit

_ne? 1
ow) = m w + 771
Anzumerken wire noch, daf im homogenen Fall kein internes Feld von den Teilchen
erzeugt wird!
Den INHOMOGENEN Fall werden wir hier nur fiir neutrale Teilchen diskutieren, obwohl
auch fiir geladene Teilchen , eine exakte Losung (linear im Feld!) bekannt ist. Die so
vereinfachte Boltzmann-Gleichung ist

o N .. 1[ L
(&"‘v%) p(’U,.’L‘,t) - _7_ [p(v,x,t) VpO(/U)/dUp(Uax:t)}

Diese Gleichung 16sen wir fiir eine beliebige Anfangsbedingung p(¥, Z, 0). Dazu schreiben
wir zuerst seine Fourier-transformierte in # Version

(% + k) PEE0) = L@ )~ Voolw) [ do'p(@, F. 1)

oder in symbolischer Form

0
5= —Ap
atp p
wobei der Operator A ist durch
- 1
Agy = Wk + =)0(0—7') — K100(1))
T T

definiert. Die Losung ist recht einfach nach der Laplace- Transformation in der Zeit-
variable ¢

o
pEF2) = [ de 5@ E
0
Die doppelt-transformierte Boltzmann-Gleichung, nach einer partieller Integration, ist
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(2 + A)p(2) = B(0)

Also die Losung ist mit der Hilfe der Resolvente

1
R(Z)Ez—}-A

direkt durch die Anfangsbedingung ausdriickbar

~ - 1 o
ﬁﬁ,k,z :/dﬁ’ E———— ﬁ’U’,k,O
( ) z+ A(k) ( )
Wir brauchen also die Resolvente explizit zu kennen. Dazu schreiben wir

1 1
— Ry(2)———
z+ A O(Z)l—%JRO(z)

R(z) =
wobei Ry(z) die bekannte Resolvente der diagonalen Teil ist und der Operator

J,-;,,-;/ = Vp() (U)

ein Projektionsoperator (J 2=7] ) ist. Die formale Taylor-Entwicklung ergibt
1 1 1
R=R, <1 + —JRy + _QJROJRO + _3JR0JROJRO + .. )
T T T

Andererseits

3
s s 2 1 m'v2
(JRyD)sw = Flz,B)Jsw:  (F(2, k) = (m—ﬁ) / df——— e P"
2m z+ L4 0kT

und deswegen nach der entsprechender Gruppierung ergibt sich

1 1

Die Losung der Boltzmann-Gleichung
p(Ekz) =
O P— V()/d“’ L 5w kol —2 (21)
p IU 7 3 TN p U U 7—‘13 U 7 3l 1 7=
T1—1F(z k) ’ z+ L+ akd Fh Tk

ist doch recht kompliziert. Uns aber interessiert hier nur die Frage wie die Boltzmann-
Gleichung, mindestens asymptotisch fiir grofse Abstidnde und grofe Zeiten, zum diffusiven
Entwicklung fiihrt.

Die phenomenologische Diffusionsgleichung fiir die mittlere Teilchendichte ist

an(f, t) = DV°n(7,t)
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und nach Fourier und Laplace Transformation wie oben die Losung ist
(. 2) = ——(F.0)
n(k,z) = ——=n :
’ z+ Dk2
Die fundamentale Lsung entspricht einer Anfangsbedingung n(#, 0) = §(Z). Dem entsprechend

|
" 2+ DEk?

Fiir die Boltzmann-Gleichung die Fourier und Laplace transformierte mittlere Dichte
ist

ﬁkz N/dvp

Wir werden, aufgrund unserer Losung der Boltzmann-Gleichung, zeigen, dak fiir eine
beliebige Anfangsbedingung die rdumlich begrenzt ist

1
. 22 2
iy VO =
mit
.
D= —
Bm

Da kleine & und 2 groken 7 und ¢ entsprechen , bedeutet diese Aussage, dak die
Losung des Boltzmann-Gleichunges verhilt sich asymptotisch diffusiv mit einer Diffu-
sionskonstante, die der Einstein-Beziehung

geniigt.
Um dies zu zeigen braucht man eigentlich wenige nicht-aufwendige algebraische Schritte:
Zuerst sieht man dak in der Gl. (21) der erste Term verschwindet, der Letzte Integral
reduziert sich auf 7 [ di"p(7,0,0) = < und bleibt nur den Limes

2
lim A

3501 — LF(X2z, \E)

auszuwerten, gefolgt durch eine triviale Integration iiber die Geschwindigkeit um die
Teilchendichte zu bekommen.

38 “Hopping’-Transport der lokalisierten Elektronen.

Betrachten wir jetzt einen quantenmechanischen System von neutralen Fermionen auf
einem Gitter 7; (geordnet oder nicht geordnet) von lokalisierten Zustdnden. Der Zus-
tand ist von den Besatzungen n; = 0,1 der lokalisierten Zustinden und deren Energie ¢;
definiert. Die Gesamtenergie ist
En = Z €;1;
i
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Stellen wir vor dak die Wechselwirkung mit einem Thermostat (Phononen)Uberginge
zwischen den lokalisierten Zustinden produziert mit den Raten

wij = wjieﬂ(fi—fj)

und die mittlere Besatzungen der Ratengleichung
Za(0) = = Y g ()1 = 5(0)) — s ()1 — (0]
0]
geniigen. Die einzige beobachtbare Menge ist die mittlere Teilchendichte
n(Z,t) = Zﬁz(t)5(f — ;)

Wieder mochten wir die Diffusion der Teilchen berechnen. Ein solches Modell wird
oft angewendet um Transport an lokalisierten Zusténden in (ungeordnete) Halbleiter zu
beschreiben.

Wir nehmen an, daf der Anfangszustand nicht weit vom Gleichgewicht ist um nur
einen linearen Problem 16sen zu miiken. Also

ni(t) = fi + 6m;(1)

mit kleiner Abweichung von der Fermi-Funktion f; = f(¢;) . Dann in der linearen
Néherung
25@(1&) = —T'dn(t)
ot B
mit
Ty = (5 > Wi-Ww ) !
ij = | 9j i — Wi | 77—
; fil=fi)
und

Wij = fi(1 — fi)wij = Wy

Die Matrize I' ist reel und hermitesch in der Skalarprodukt

(¥, ¢) = Zd’:@ﬁ
da
1 (0 (0 2
(w,rw)—g%j o ATy W20

Unter der Annahme der Konnektivitéit es gibt nur einen einzigen Null-Eigenektor

fi(l = f)
YV =)
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und deswegen die abweichung der Lésung von der Fermi-Funktion
6n(t) = e T'6n(0)

bei t — oo verschwindet immer, 672(¢) — 0 . Dies ist durch die Teilchenzahlerhaltung
bedingt, da

) “éa(t) =0

ist equivalent zum
(&, 0n(t)) =0

es heift d7(¢) hat keine Komponente in der Richtung vom ¢ .
Eine explizite Losung ist leicht zu bekommen im Fall einer kubischen Bravais-Gitter

von Zustinden gleicher Energie mit verschiebungsinvarianten Ubergangsraten w(ﬁ, R ) =
w(R — R') . Hier ist eine diskrete Fourier-Transformation hilfreich

- -

5n(k) = Z on et

Dann

mit

Das detailierte Bilanz ist

Die Ubergangsraten w(R) sind reel, positiv und mit endlicher Reichweite und aus
der Ungleichung ) 5 w(R)e*’ < > lw(R)e*E| ergibt sich, dak I'(k) > 0. Die Fourier-
Transformierte der Teilchendichte ist 7u(k, t) = 67(k, t)

Im diffusiven Bereich findet man

. ~ -1 _ —Dk?~
}\1_1)% n(Ak, Xt) =e 7" n(0,0)

wobei die Diffusionskonstante stammt von der klein-k Entwicklung vom I" :

1 D\ 2
D= 6Zw(R)R :

—

R
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39 Quanten-Hall-Effekt.*

40 Heisenberg-Modell der Ferromagnetismus.

Ferromagnetismus ist von tieferen vollgefiillten engen Valenzbinder bedingt. Bei diesen
Bénder ein lokalisiertes Bild (“tight-binding”) mit spin-abhingigen Austauschwechsel-
wirkung ist giiltig. Heisenberg hat das Modell einer Wechselwirkung der Spins an Nach-
bargitterknoten eingefiihrt.

1 D D J.a z
H= —§ZJ(R—R’) 55 —2MBZSR
RR' R

—

Hier J(R) > 0 and verschwindet schnell mit dem Abstand und B ist ein duferes homo-
genes Magnetfeld in der z-Richtung. Die Spin-Operatoren am jeden von den N Knoten
(R ) erfiillen die Vertauschungsrelationen

[st.s7] = 253
55,55 = 3

wobei (S;% =5E =+ S% ) und vertauschen miteinander auf unterschiedlichen Knoten. Den
Hamilton-Operator kann man auch umschreiben wie

He _% > J(FE - R (535, +5555,) - 2uB ) S
RR’ R

und man kann erkennen, daf der totale Spin in der z-Richtung
=5
R

erhalten ist
[§%, H] = 0.

Deswegen sind die Eigenzustéinde des Hamiltonoperators auch Eigenzustinde von to-
talem Spin in der z-Richtung. Da ohne Magnetfeld der Grundzustand ist entartet in S,
, der Grundzustand in anwesenheit des Magnetfeldes B soll dem Maximalwert von S,
(es heift NS ) entsprechen. Dieser Maximalwert wird erreicht wann an alle Knoten die
Projektionen des Spins in der z-Richtung auch maximal sind (S ). Daraus ergibt sich die
Grundzustandsenergie

1 _, ~
Ey=-N |25 Z J(R) +2uBS
R#0
mit dem Magnetischen Moment
M =2uSN
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in der Feldrichtung. Die absolute Grofse der Magnetisierung ist aber Feldunabhéngig. Der
kleinste Magnetfeld fiihrt zu dieser Magnetisierung. Man spricht in diesem fall von einer
spontaner Symmetriebrechung.

Lass uns betrachten die Thermodynamik dieses Modells in der Naherung des mittleren
Feldes (“mean-field”).

Hup=- 2uBS;
R
mit
L1 .
B=B+_> J(E) S

2
"5

—,

wobei der mittlere Spin ist <§R.) = (S) knotenunabhingig und in der Feldrichtung orien-
tiert und deswegen

1 -
Hpp = — ZMBS;; B=B+ @<Sz> ZJ(R)
R R

Die statistische Summe ist dann

N
Z = Spe_ﬁHmf f— (Z e_QﬁNBSZ>
Sz

Die freie Energie und die Magnetisierung sind

1 2
= N]n (Szzem"ss )

OF
_—___2 4
M = B Bu < S* >

Bei S = % dies liefert

M = Butanh(BuB)

und die Selbstkonsistenzgleichung

B=B+ i tanh(3uB) Z J(R)
R0
Wegen der Ungleichung
tanh(x)
x

<1

folgt es dak bei Temperaturen 7' {iber der kritischen Temperatur 7, = ﬁ Y iz (R)
die Magnetisierung und das totale Magnetfeld verschwindet bei verschwindenden &dufieren
Magnetfeld, aber bei 7" < T, bleibt eine Magnetisierung und ein Magnetfeld iibrig das der
transzendenten Gleichung

1 .,
B= r” tanh(GuB) Z J(R)
R#0
geniigt. Wir haben bei T' = T, einen Phaseniibergang die von einer spontanen Symme-
triebrechung begleitet ist .
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41 Bose-Kondensation

In der Festkorperphysik kommen nicht nur Fermionen (Elektronen und Léchern) aber
auch Bosonen (Phononen, Photonen und Exzitonen) vor . Bosonen dessen Zahl erhal-
ten ist, wie die Exzitonen (in guter Ndherung) haben einige Besonderheiten. Sei der
Hamilton-Operator eines Bosonensystems in einem endlichen Volumen (mit periodischen
Randbedingungen)

H= Z epa;ag - (22)
k
mit der Einteilchen-Energien
Rk’
=3, > (23)

In der makrokanonischer Gleichgewichtsverteilung ist die mittlere Besatzung der Zusténde
von der Bose-Verteilung

1
eBleg—1) _ 1

gegeben. Offensichtlich muf das chemisches Potential negativ sein (x4 < 0) , sonnst ist
die Verteilung sinnlos. Die mittlere Gesamtzahl der Teilchen sollte y festlegen

<N> _Z ‘ (24)

Wir haben schon &fter die einfache Regel um den Thermodynamischen Limes zu erre-
ichen

VZ / &k (25)

verwendet . Andererseits sind die folgende Ungleichungen erfiillt

&’k 1 Bk 1
/ (2m)3 eBleg—m) — 1 < / (27)3 ghek — 1 (26)
1 3.3 ([ m)\?
— 60 (55) <o) )

Was passiert nun bei
<N > 1 3..,3 m
=lm —>n.=—T1(=)((=) | ==
n Vh—{lgo Vv = Me \/57].21—‘(2){(2) (552)

Scheinbar gelingt nicht mehr die Normierung! Aufpassen: In Dimensionen niedriger
als 8 ist die Ungleichung unwirksam, da in dem Fall das Integral unbegrenzt ist!

N

103



Was hier schief gelaufen ist, war die sorglose Anwendung der Regel (25). Bei endlichen
aber Groflen Volumen, als die Teilchendichte die kritische Dichte n, anndhert, das chemis-

ches Potential p von der negativer Seite zu der niedrigsten Energie (E = 0 )als %
(1~ —%St' )geht und deswegen geht der erste Term in der diskreten Summe wie

1 1

Vo1 ~ [Bconst.

also wird nicht infinitesimal . Dieser muf$ separat adiert werden. Mann nennt die endliche
Dichte der Teilchen in dem niedrigsten Zustand “Kondensat”. Dann ist die korrekte Gle-
ichung fiir die mittlere Teilchenzahl iiber die kritische Dichte (n > nc )

I N
Necond + (27'(')3 eﬁe—k 1 =N

und das chemisches Potential bleibt Null (z =0 ).

Man kann merken, daf die kritische Lage wird entweder bei fester Temperatur durch
erhohung der Dichte (n = n. bei gegebenen ) , oder bei fester Dichte bei gesunkeken
Temperatur (5 = f. bei gegebener n)erreicht .

Diesen Phenomen nennt man Bose-Kondensation und ist ein andere Beispiel fiir einen
Phaseniibergang. Wir werden es sehen, dal auch bei Bose-Kondensation, wie bei der
Ferromagnetismus man eine spontane Symmetriebrechung hat. Die moderne Theorie
der Phaseniibergénge nach Bogolyubov fiihrt hier auch erst eine infinitesimale explizite
Symmetriebrechung in der Hamilton-Operator ein (vor dem thermodinamyschen Gren-
ziibergang), die man am Ende verschwinden 1&£t.

Nach Bogolyubov berechnen wir die statistische Summe

Z = Tr{e PH-uN)Y (28)
mit

H— uN = Z(e,; - u)a%a,—g + X VVag + \WVad . (29)
k

Wobei wir eine anomale Teilchenzahlnichterhaltende Storung eingefiihrt hatten. Durch
eine einfache Transformation

WV
Ao =ap— —— (30)
1
definieren wir neue Vernichtungsoperatoren fiir den k = 0 Zustand und bringen es damit

zur quadratischen Form

A2V
H — uN = z:(e,c — ,u)a%'ak — pAg Ao + Al (31)
k#0
Die Freie-Energie ist dann :
F=_ D In{1—e PG} 4+ AP : (32)
BV < I

und die mittlere Teilchendichte ist gegeben vom
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<N> 1 1 A
==Y e LA (33)
(&

Vv V £ P —1 P
k
or
AP 3k 1
= +/(27r)3eﬁ(ez—u)_1 . (34)

Offensichtlich jetzt bleibt das chemisches Potential immer negativ und wegen der zusét-
zlichen Term kein Konflikt findet statt. Falls aber wir den Grenzfall A — 0 betrachten,
dann iiber die kritische Dichte n. das chemisches Potential verschwindet wie

Al
vV Necond

Neu in Vergleich zu der vorheriger Diskussion ist dafs wir einen Ordnungsparameter haben
der iiberlebt den limes |\| — 0

p— (A[=0) (35)

. < ayg >
lim

V=00 \/_ o \/TL_G (36)

wobei ¢ ist die iiberlebende Phase de Symmetriebrechung (A = |\|e*® ).

In einem Normalen Zustand, wegen der Teilchenzahlerhaltung kénnen wir keine nichtver-
schwindende Mittlerewerte fiir die Vernichtungsoperatoren bekommen. Durch den ausge-
feilten Limes ist es aber moglich.

Ein wichtiger Merkmal der kondersierten Zustand ist die langreichtweitige raum-
liche Korellation. Die Korrelationsfunktion (mittlere Wahrscheinlichkeitsamplitude einen
Teilchen im Punkt Z zu erzeugen und im Punkt % zu vernichten konnen)

1 P 1
_|_ —» zk - E k(F-y) ____ —
Tﬁ( )q/) y >= = E :6 <a ak >= \% - € eﬂ(e,;fu)_l
k

im normalem Zustand (7" > T,) geht im thermodynamischen Grenzfall zum

B3k ezE(:‘c‘—g}‘)
/ (271')3 eﬂ(ek‘*ﬂ) —1
und verschwindet schneller als ein Potenzgesetz bei |Z — | — oo ab. Dagegen, im kon-
densiertem Zustand (7' < T, ) bekommt man

3k ezl_c‘(a'v’fg')
vemi + [ e @r) P — 1

und deswegen bleibt eine Korellation unendlicher Reichweite zuriick.

42 BCS-Theorie der Supraleitung™
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Part 111
Kurzfassung der Theoretischen Physik

43 Klassische Mechanik.

Lagrange-Funktion eines Punktteilchen:

L(F%) = 5& ~U(@)
Euler-Gleichungen:
goL oL _
otz OF
Hamilton-Funktion:
. L ., 0L
q=2;p= 3
ox

Poisson-Klammer:

9fdg 0g90f

Bewegungsgleichungen:

q={H,q}; p={H,p}

44 Einteilchen-Quantenmechanik.
Zustand (Wellenfunktion):
b(z,t)
Schrodinger-Gleichung :
0
h—¢v=H
s b = Hy
Hamilton-Operator (im klassischen elektromagnetischen Feld):
H= = (h¥ + A1) +ela,1)
- 2m c ’

Skalarprodukt:
(1) = [ dovn(o) i)
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Beobachtbare Mengen (hermitesche Operatoren) A = A™(reelle Eigenwerte)
Mittelwerte :

A= / da(z)* A (z)

Energieigenwertproblem(zeitunahhéngiges H !):
Ho; = E;¢;
Orthonormierung und Vollsténdigkeit:

(¢is @) = 04
Z di(z)di(2')" = d(z, ")

Giinstige Notationen:
Zustand: [¢ >(“ket”) bzw. < 9| fiir die konjugierte (“bra”)

Skalarprodukt: < 1|1y >
Eigenzusténde: |i >
Vollsténdigkeit: Y . |i ><i| =1
H =Y. Ei><{

45 Storungstheorie.
STATIONARE STORUNGSTHEORIE (Berechnung der Eigenfunktionen und Eigenwerte):
H = Hy+ \H'

A - Kleinheitsparameter

Hop¥ = EQ¢0); Ho, = B,y

bn = 0+ A + NP
E, = EO 4+ EWD +N2E® 4.

Hyp = (0, H'6LY)

Ohne Entartung:

=Y o

¢ — mn

n (0) (0)
m(n) Bn” = Bm
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B =

o2

Bei Entartung (E)(P?9 = EY; (s =1,...5) in nullter Ordnung fiir die Wellenfunktion
und erster Ordnung fiir die Eigenenergie 16st man die Eigenwertgleichung

S
Z Hvlzs ns’¢(0)’ = E¢7(10?9

s'=1

Aufhebung der Entartung

ZEITABHANGIGE STORUNGSTHEORIE.
H = Hy+ \H'e*!

A - Kleinheitsparameter
Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeiten.

¥(0) = o p(t) = e ()Y

. 1 n 2
Won = Jim ~1c5,(0)

Fermi-s goldene Regel (Zweite Ordnung Stérungstheorie) fiir H'(t) = (H'e*'+h.c.)e %
2T 9\ 12 (0) (0)
Wom = f)‘ |H]..I?0(EY) — EYY + hw)
46 N-Teilchen-Quantenmechanik.

¢($1,$2,---$N)

N N N
H=Y HM™4+Y > grm
n=1

n=1m=1

Identische Teilchen ! H ist invariant gegen der Vertauschung von Teilchen die iden-
tische Masse und Ladung haben (eventuell alle charakteristische Merkmale eines Elemen-
tarteilchen!).

Auch alle andere beobachtbare Mengen haben die selbe Eigenschaft!

Eigenzustinde die nur durch eine Permutation (Austausch) identischer Teilchen sich
unterscheiden miissen entartet sein.

Die Wellenfunktionen kénnen nach der Darstellungen der Permutationsgruppe klas-
sifiziert werden. Die einfachste (irreduzible) Darstellungen sind die vollig symmetrische
und vollig antisymmetrische Funktionen.

Spin-Statistik Satz: Teilchen mit ganzzahligem Spin (Bosonen) haben symmetrische
Wellenfunktionen und Teilchen mit halbzahligem Spin (Fermionen) haben asymmetrische
Wellenfunktionen.
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47 Die zweite Quantisierung (Teilchenzahl-Darstellung).

47.0.1 Fermionen
unabhéngige identische Fermionen

™ _ N e
HY =Y (v U
Z( U <r))

Einteilchen-Hamilton-Funktion :

K2 9
= _ ' v4U
2mV + U(x)

Ein-Fermionproblem:

hér(z) = exdr(z)

Asymmetrische Wellenfunktion (Slater-Determinante) der N Fermionen :

. Py (1) - Py (1)
®(zy,---,zn) = (N)72 - : :

¢1c1('371v) - Pry @N)

In einem Einteilchen Zustand kann nur je ein Fermion sein.

Vollstdndige Aussage (Beispiel):
1 Fermion im Zustand 1
1 Fermion im Zustand 2

1 Fermion im Zustand N
0 Fermionen in den anderen Zustanden

@E|’I’L1:]_,’I’LQ:1,"',7’I,N:]_,TLN+1:0"'>

Fock-Raum.
e Vakuumzustand (keine Fermionen): 10>

e Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren:

ct0>=11>
ct1>=0 PauliPrinzip
cll >=10>
cl0 >=0
({(1|cT|0) = (0|c[1)*, ... und deswegen ¢t = (¢)™)
ctel0 >= 0; ctell >=1>— n=c'e
cct|0 >= |0 >; cct|1 >=0

cct =1—cte
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oder
ccm+cte=1

Allgemein: zu jedem Einteilchenzustand ¢, assoziieren einen Operator ¢

ckfc,': + C;Ck' = 619,]9’

+1
[Ck', Ck, ]+ = 5k,k'
Zustande mit mehreren Fermionen:
_ 4t +
U=clcy -cyl0>

Die Antisymmetrie ist gesichert!
Allgemeine Regel:

c;:|...nk...> ( 1) 1/1 |...nk+1...>
( 1)”’°,/nk | ’I'Lk—l

V

ck|...nk...

Vg = Zi<k n;

Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren der Fermionen an einem Ort:

x) = Z o (x)cg

[Y(2),¢(@)'], = d(z—2)
[W(z), ¢@)], = 0

Y(z)|0 >=0 — Vakuumzustand

TN, >= ¢(~T1)+ e ‘¢($N)+|O >

<@y, an|al, e, aly >= det |6(z; — of)|

Der Hamiltonoperator in der zweiten Quantisierung. (Einfachkeitsliebe, ohne
Spin)

Im Konfigurationsraum:
N . N N
HY =3 (=5 -Vi+U( hi+ ) Vi
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In der zweiten Quantisierung definieren:

H= /d:m/) [——V2 +U(x } /dx/dxz/} ) ep(a! | |w(a:')'¢(x)
Folgt:
<y, o H|z, - ahy >= HN < gy, x|zl - 2y >
Sei es (mit asymmetrischem & !)
H(N)@(xl,---xN) = Ex®(zy,---2N)
Definiere

| DN >E/d.’L‘1--- d.’L’N—(I)(-’L'l,'"-TN)‘xla"'amN >
Wici

< Oy|®y >= [dzi - [dzy|®(z1,- - 2n) P =1
Es folgt

H‘(I)N >= EN‘(I)N >

Vollstandiger, orthonormierter Basis.

Es folgt:

+ o+
H= E €xCy Ck + E Vieika !k, Cy Crey Cily Cie,
k1 ks K

Wichtige Operatoren:

Teilchendichte: nM@) =N §FZ-7)  n(@) =@ty

< yln(@)|Oy > = /dfl---diZ<5(f—fi)|<I>(f,f2,---:EN)|2

Teilchenstromdichte: ~ j™ () = ~2V "7 §(F— ;)  j(T) = —Lp(Z)*V(T) +
h.c.

Kontinuititsgleichung:

on'™™M (z) +
on” '\&) (N) () —
Y + Vi(T) 0
8n f 2/
% + V](LL') =0



47.0.2 Bosonen.

Symmetrische Wellenfunktion N unabhéngiger Bosonen (Teilchen mit ganzahligem Spin):

O(z1,...,on) = (N)T2 Y 41(7) ... on(7y)

Piy..iy

Summierung iiber alle Permutationen der Koordinaten.
Identische Teilchen —
Vollstindige Aussage:

nq, Bosonen im Zustand 1

ny Bosonen im Zustand 2

¢E|n1,n2,...>

Fock-Raum.
e Vakuumzustand (keine Bosonen): |0 >
e Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren: a; , ay

(Ohne Zustandsindex:)

atin>=vn+1n+1>

aln >=+/njn—1 >

(Aus a*a = n , und der Hermiteschen Konjugierung.)
al0 >=0

ataln >=n|n >
aat|n >=(n+1)|n >
act =ata+1 (n=a"a)

oder

ara) —ajap =1

Allgemein:
ak:a; — a;akr = 5k,k’

Zustande mit mehreren Bosonen:

1
U=—oov=(af)"...(a})™] > Y ni=N

’I’Ll'TLN' p

Die Symmetrie ist gesichert!

[ak', a,ﬂ = 5k,k'

Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren der Bosonen an einem Ort:
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[(2),¥(@)] = d(z—2)
[W(z),¥(z)] = 0

Y(z)|0 >=0 — Vakuumzustand
N, o >= ()T . h(zn) 0 >

< Ty, IN|TY, ., Ty >:Z(5(fc1 —ay)...0(zy — )
P

Der Hamilton-Operator in der zweiten Quantisierung und seine Verkniipfung mit dem
Hamilton-Operator im Konfigurationsraum sind analog dem diskutierten Fall von Fermio-
nen.

48 Dichtematrize.

Mittelwerte:
<A>=< D|A|D >

Mehr allgemeine (unvollstéindige) statistische Kenntniss (|®, >mit der Wahrscheinlichkeit
pa) (ngag 1; Zapazl)

<A>=) pa < oA, >

Dichtematrize:

p= Zpa|<1>a >< D,

Sp{p} = ZPO‘Z < n|(I)a >< cI)a‘n >

= Zpa2<q>a|n><n\<ba>
= ) pa < Ba|®y >
= 1

(X, In><n|=1)

< A>=Sp{pA} =) paSp{|®a >< BalA} =D pa < BalA|P4 >
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Gleichgewichtsverteilungen:

Mikrokanonisch:
S(HMN — Ey)
Makrokanonisch:
e_ﬂ(H_NN)
Sp (e AH—uN))

Thermodynamischer Potential:
QV,T,p) =F — uN = =VP(u,T) = —kgTIn Z (Z = Sp (e 7 +N))

Die "Schrodinger-Gleichung” fiir die Dichtematrize:

52P

en = [H, p]

49 Selbstkonsistente Einteilchen-Niherungen (fiir Elek-
tronen).

H= [zt [——qu] w5 o [astvyow N |w<x'>w<x>
oder

i = [t [ {uta) holo, a0 + G000) V)V (2 0) |

ho(w, ') = [—%W + U(x)] 5(z — ')

Der Spin kann in der Variable x einbezogen werden !
Selbstkonsistente Einteilchenndherung:

HeIY :/dm/daz’{¢(x)+heff(x,x')7,b(x') + Konst.}

HARTREE (selbskonsistentes Potential):
Muster :

AB=A<B>+<A>B-<A><B>+(A-<A>)(B-<B>)
~A<B>+<A>B-<A><B>

[tz [ (i) (e yuia)

+ Viz,2)[< () () > p(a) (") - % < (@) () ><p(a’) (') >}
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Selbstkonsistentes Potential:

U(z,t) =U(z) + /dm' <n(x) > V(z,z') (n(z) = ¢(x)T(x))

h2
H? = /dxw(x)+ [——V2+Usc(x,t) V()
2m
1
-§/d¢/mwqu<¢@ﬁw@><¢uww@q>
Die Hartree -Konstante sichert < HY >=< H > .
- Zeit-abhdngiges s.c. H :

< 9(x)Tep(x') > -zeitabhiingig und dadurch auch H#

B p = [H(0), 4

0
0 1 " 0
Energieerhaltung :
0 H 9 . n _
§<H (t) >= <EH (t) >;=0
Beweis :
0
< aHH(t) >=
< [l w()>———/d/ﬁvf N < n(z) >0< n(z) >
To z,t)n(z) > —o.5 [do [dzV(z,2 n(z) > < n(x') >=

/dx/dx'V(ac,x'){< n(z) >, % <n(z') > — ;aa [<n(z) ><n(z") >]} =0

HARTREE-FOCK (mit Austausch)

HHFz/da:/dx{dJ Y ho(, 2')(x')
+ V(z,2)[< ¥(@) () > (@) (@) — < (@) (@) > ¢(2') Ty (2)
- 5( < () (@) >< @) (@) > — < P(z) () ><P(a') () >)]}

hHF(x,x')=ho(%$')+5($—$')/dy [V(z,y) < vy) ¢(y) >] -V(z,2') <) ¥(z) >

8 HF 8 HF _
8t<H ()>t<atH (t) >=0
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-Stationdre s.c. HF
Eigenfunktionen:

/ 0B (2, )i (&) = erdila)

Orthonormierung: [ dzxi(z)*¢,(z

) =i
Vollstandigkeit: ST di(x)* ps (") 5($,x’])

< (z Z‘b@ ) < ¢fe; >

Selbstkonsistenz fiir den Gleichgewichtszustand (Fermi-Verteilung):

&G — [
< c¢fej >= f(——=)di,

v+ U] 8o

+ 3 [ Ve ) (S 8,006 e) = 6,0 65(a)6(a")] = edi(a)

Satz: Die selbskonsistente HF -Niherung ist die beste Einteilchenndherung fiir das
thermodynamisches Potential €.

50 Elektrodynamik und Quantenmechanik.

Klassische mikroskopische Maxwell-Lorenz -Gleichungen:

T 2 9 =
V X b = j —14-6%5?—
Vxeée = —<mb
Vb = co(9 (37)
ve = A p

Die Quellen miifen die Kontinuitétsgleichung erfiillen:
(9
\Z =0
T o’
Klassische Punktteilchen als Ladungstrager:

p(f’,t) = > eid(r—
) = X edi(t)o(r

Newtonsche Bewegungsgleichungen:

() + o (7,1
R0) + (7, 1)

[~
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a
dt

m;

]. -
= (200+ L0 x ()
C

& und ¥ sind die Felder ohne Selbstwechselwirkung!

Die #uRere Quellen bestimmen die fukere Felder E°*(7,t) und B! (7,t) mit Vet 4

6pemt
a 0.

Mikro-Makro Ubergang gedacht durch eine zusitzliche Mittellung in der Raum, Zeit
und iiber die Anfangsbedingungen.

\Y xﬂE = - B (38)
VB = 0
VE = 4 (< p > +p°*)

In der Phenomenologischen Theorie < j(7,¢) > und < p(7,t) > sind gegebene Funk-
tionen der E(7,t) und B(7,t). Zum Beispiel

<j@1> = oB(# 1)+ E(e—1)2EFY
<p@t)> = —g(e-)VE@E )

(Achtung: D und H , wie auch P und M sind nicht fundamentale Mengen und haben
keine eindeutige Definition. Sind einfach iberflissige Begriffe.)

Auch im Rahmen des linearen Antworts bekommt man &hnliche fiir das System charak-
teristische Beziehungen zwischen den Strom- und Ladungsdichten und den Elektrischem
Feld. Im allgemeinen diese Beziehungen sind nicht lokal und haben fiir rdumlich homogine
Systeme nur im im Fourier- Raum einen relativ einfachen Form:

< Julk,w) > 1 €k, @) = 0w, (F, w)

1 . o
_E( e(k, ) — O )k By (K, w)

< p(k,w) >=
Es ist anzumerken, daf der hier definierte komplexe Dielektrizitdtstensor auch die
Leitfahigkeit enthalt!

¢QUANTENELEKTRODYNAMIK.

Quantisierte Teilchen (relativistisch-Dirac) und Quantisierte Felder: Gleichungen (37)
mit €, b , 7 ,p -Operatoren. Wird hier nicht betrachtet!

e NICHTRELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK DER TEILCHEN MIT KLASSISCHEN
FELDERN. (Bescheidenere Formulierung fiir die kondensierte Materie) . Gleichungen (38)
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FElektromagnetische Potentiale (noch in der klassischer mikroskopischen Theorie !):

b = V %X a
e = Vv =50

Nicht eindeutig. Eichungstransformation erlaubt

10
-—A
v — v-l—cat

a — a— VA
Die Maxwell Gleichungen ohne Quellen sind automatisch erfiillt. Bleiben

—V2a + V(Va) + % 8t2a nj 1y by
—V?v — —V ‘9 a=4mp

Coulomb-Eichung:

Va=0
—V?u = 4dmp
25 > _4n?_ 1y d, — 4n7
-V a—i——Qﬁa TW_] zVE’U:TW L
Aus der Kontinuitdtsgleichung erfolgt
Vii=0
und
- - 1 V'5 (7, t)
L (T, t) = 5(T, t v [ dF
n ) =30+ o P
Losung:
) = [ dif V(i ¢
v(7,t) /TF—F’|+ (7, t)
i G
a7, t) _-L/d*]L( 7 €% ) e
=T

(Mit VAt =0 )

Falls man das interne Magnetfeld (a™ ) ignoriert (? — 0 ), dann kann man die
Bewegung der Teilchen véllig separieren. Die Newtonsche Bewegungsgleichungen sind
dann von einer klassischen Hamilton-Funktion

H = §:< ﬁWm@)+@W”m,> E:

—int

€ie;

|75 — 75|
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abzuleiten.
Nun kann man diese letzte vereinfachte Version der Theorie quantisieren. Dann geht
man von einem Hamilton-Operator (in der zweiten Quantisierung) aus

2= LY [
. (_Zhv + e_OéA'ewt(F t)) 2 Oo0" + eavewt(F t)éo o T NBEJJ’E(F t) Voo (T_)
2my, c ’ ’ T ’ :

1 - €aCy/
b G [ [ A7) W ) L Vit () e

oo’ a,a’

X

wobei auch in dieser nichtrelativistischer quantenmechanischer Theorie beriicksichtigt

man den Spin (up = 52 ). Dieses Schritt impliziert auch, da in der Maxwell-Gleichungen

die Stromdichte j(7) durch j(7) + ¢V x M (F) ersetzt werden muf. Wobei die Spinmag-
netisierungsdichte ist von

M) = 3 o g (1) 1550 Vo (7)

o0’

definiert.
In manchen Problemen geht man einen Schritt weiter und beriicksichtigt das interne
Magnetfeld in der selbskonsistenter Ndherung ohne retardierung

T 1) =< @7 1) >~ / g0 >

und ersetzt in der Hamilton-Funktion A¢®* — A°at 4 Aint_ Dabei, bei konstanten dukeren
Feldern wird nun die Gesamtenergie

1 . o
H+ o / a7 (B (@) + B (7)?)

™

(mit B = V x A™ und E" = —%%/Ti"t) erhalten. Diese durch selbstkonsistenz
“verbesserte” Version hat aber einige Makel: Sie erfiillt das Uberlagerungsprinzip nicht.
Jede weitere Schritt muss eigentlich die Quantisierte Natur des elektromagnetischen
Feldes (Photonen) und eventuell die relativistische Beschreibung der Teilchen beriick-
sichtigen.
Fast alle Experimente mit der kondensierter Materie sind elektromagnetischer Natur
und basieren sich auf die Maxwell -Gleichungen mit quantenmechanisch gemittelten Quellen.
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