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1 Mathematische Vorbereitungen

1.1 Vektoren

1.1.1 Einfijhrung 16.10.2009
Wir haben ein intuitives Versténdnis von Naturvorgéngen:

e Beispiel 1: Morgens geht die Sonne auf, abends geht sie unter.
Frage: Warum geht sie auf und unter?

e Beispiel 2: Wenn die Sonne aufgeht, wird es hell.
Frage: Was lafit die Sonne scheinen?

e Beispiel 3: Ein Ball, der losgelassen wird, fallt zu Boden (das berithmte Apfel-Ex-
periment von Sir Isaac Newton!).
Frage: Was lafit den Ball fallen?

Die Physik befafit sich mit der Erklarung intuitiv akzeptierter, aber auch neuer, bislang
unverstandener Erfahrungstatsachen mit Hilfe wissenschaftlicher Methoden.

Die experimentelle Physik befafit sich mit der Beobachtung von erfahrbaren Tat-
sachen durch reproduzierbare Experimente.

Die Theoretische Physik befafit sich mit der Erklarung der Beobachtung mit Hilfe
mathematisch-analytischer Methoden. Manche meiner Kollegen fassen das so zusam-
men: “Der Experimentator blattert die Seiten im Buch der Natur um, der Theoretiker
liest in ihm”.

Um die Gesetzméfligkeit zu verstehen, warum der Ball zu Boden féllt, miissen wir
zunichst seine Bewegung beobachten und quantitativ (nicht nur qualitativ) erfassen.
Mit anderen Worten, wir miissen festlegen, zu welchem Zeitpunkt er sich an welchem
Ort befindet. Bei geradliniger Bewegung ist dies besonders einfach, s. Abb. 1.1.

Dieses einfache Beispiel macht deutlich, dass physikalische Gréflen durch die Angabe
von drei Groflen bestimmt sind: Dimension, Mafleinheit und Maf3zahl. Beispiele sind
in Tabelle 1.1 aufgefiihrt. Physikalische Groflen, die durch diese drei Groflen bestimmt
sind, nennt man in der Physik skalare Grofien, oder kurz Skalare.

Es gibt aber auch Groflen, die zusétzlich die Angabe einer Richtung bendétigen. Ein
Beispiel ist die Geschwindigkeit. Im oben genannten Beispiel des fallenden Balls zeigt
die Geschwindigkeit nach unten. Solche Gréflen nennt man vektorielle Grofien, oder kurz
Vektoren.

Dies ist verallgemeinerbar: es gibt Grofien, die durch die Angabe von zwei, drei, vier
etc. Richtungen definiert sind. Diese Groéflen nennt man Tensoren zweiter, dritter,
vierter etc. Stufe. Ein Vektor ist ein Tensor erster Stufe, ein Skalar ein Tensor nullter
Stufe.
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Abbildung 1.1: Ein nach unten fallender Ball.

Dimension | Mafeinheit MaBzahl
Lénge Meter (m) (z.B.) 1
Zeit Sekunde (s) (z.B.) 1
Masse Kilogramm (kg) (z.B.) 82
Temperatur | Grad Celsius (°C) | (z.B.) 36.5

Tabelle 1.1: Beispiele fiir physikalische Gréfen mit Dimension, Mafleinheit und Mafizahl.

1.1.2 Definition eines Vektors

Der einfachste Vektor in der Mechanik ist der Ortsvektor. Er mifit den Abstand ei-
nes Raumpunktes von einer vorher festgelegten Ausgangsposition, dem Ursprung eines
vorher festgelegten Koordinatensystems, s. Abb. 1.2. Im oben genannten Beispiel des
fallenden Balles sei der Koordinatenursprung die Position des Balles zum Zeitpunkt ¢ = 0.
Zum Zeitpunkt ¢ = 1sist die Position des Balles 1m nach unten vom Koordinatenursprung
entfernt. Der Ortsvektor des Balles zeigt deshalb nach unten und hat die Lénge 1m.

Bei einer eindimensionalen Bewegung (wie im Beispiel des fallenden Balles) ist die

@O0
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&

Abbildung 1.2: Der Ortsvektor 7 des nach unten fallenden Balls aus Abb. 1.1.




1.1 Vektoren

Richtung klar und man benotigt nicht unbedingt einen Vektor, um diese festzulegen. Die
Sache verkompliziert sich, wenn die Bewegung des Balles zwei- oder dreidimensional
wird.

Im allgemeinen beschreiben Ortsvektoren 7 Punkte im dreidimensionalen Euklidschen
Raum FEj3. Bevor man einen Ortsvektor definieren kann, benétigt man den Koordina-
tenursprung O. Der Ortsvektor eines Punktes A ergibt sich dann dadurch, dass man den
Ursprung O mit A verbindet. Die Richtung des Ortsvektors ergibt sich aus der Festlegung,
die Strecke OA von O nach A zu durchlaufen, s. Abb. 1.3.

A

O

Abbildung 1.3: Der Ortsvektor des Punktes A.

Jeder Vektor @ hat eine Linge (einen Betrag),
a=|d, (1.1)

und eine Richtung, die durch einen Vektor vom Betrag eins, einen sog. Einheitsvektor,
festgelegt wird:

a=—, la|=1. (1.2)
Der Betrag eines Vektors ist vom Bezugs- oder Koordinatensystem unabhéngig. Die
Richtung eines Vektors kann sich aber bei einem Wechsel des Bezugs- bzw. Koordinaten-
systems scheinbar dndern, wenn sie durch ihre Koordinaten im neuen Bezugssystems
ausgedriickt wird. Hierzu spéter mehr.

1.1.3 Definition des kartesischen Koordinatensystems

Das einfachste Bezugs- bzw. Koordinatensystem sind drei senkrecht, d.h. rechtwinklig
aufeinanderstehende Geraden, die sich in einem gemeinsamen Punkt, dem Koordinatenur-
sprung O, schneiden, s. Abb. 1.4.

Diese Geraden nennt man Achsen des Koordinatensystems. Man gibt ihnen Richtun-
gen, und zwar so, dass sie in der Reihenfolge (1,2,3) bzw. (z,y, z) ein rechtshindiges
System bilden. Woran sieht man, dass es sich um ein rechtshéandiges System handelt?
Die folgenden Finger der rechten Hand bilden ein solches System: Daumen = x, Zeige-
finger = y, Mittelfinger = 2. Eine weitere Moglichkeit ist, die Gerade 1 auf kiirzestem
Weg in die Gerade 2 zu drehen. Dann zeigt die Gerade 3 in die Richtung der Bewe-
gung einer Rechtsschraube. Ein solches rechtshindiges Koordinatensystem nennt man
kartesisches Koordinatensystem.
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Abbildung 1.4: Rechtshéindiges Koordinatensystem.

Es gibt auch linkshindige Koordinatensysteme. Sie lassen sich nicht durch stetige
Drehungen (welche eine sog. kontinuierliche Symmetrieoperation darstellen) in
rechtshidndige iiberfiithren, sondern nur durch eine Raumspiegelung (eine sog. diskrete
Symmetrieoperation). Dazu miissen eine ungerade Anzahl von Koordinatenachsen
ihre Richtung umkehren, z.B. alle drei, wie in Abb. 1.5 gezeigt. Es geniigt aber auch,
lediglich eine Achse, z.B. die z-Achse, umzudrehen. Die Umkehrung einer geraden Anzahl
von Achsen éndert die Handigkeit des Koordinatensystems nicht.
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Abbildung 1.5: Linkshéndiges Koordinatensystem.

1.1.4 Rechenregeln fiir Vektoren
Vorbemerkungen

1. Man bezeichnet zwei Vektoren als gleich, wenn sie die gleiche Léange und die gleiche
Richtung aufweisen. Sie brauchen nicht den gleichen Ausgangspunkt zu haben, s.
Abb. 1.6. Mit anderen Worten, Vektoren sind frei verschiebbar.
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Abbildung 1.6: Zwei gleiche Vektoren.

2. Zu jedem Vektor @ gibt es einen gleich langen, aber antiparallelen Vektor —a.

3. Ein sog. Einheitsvektor ist ein Vektor vom Betrag 1 (s. o.).

Addition von Vektoren

1. Parallelogrammregel: Gegeben seien zwei Vektoren @ und b, vgl. Abb. 1.7(a).
Man verschiebe nun b so, dass der Fulpunkt von b an der Spitze von a zu liegen
kommt. Der Summenvektor @ -+ b beginnt am Fulpunkt von @ und endet an der
Spitze von b, s. Abb. 1.7(b). Die Addition von Vektoren ist einfach, da zwei Vektoren
eine Ebene aufspannen. Man kann sie sich also einfach graphisch verdeutlichen.

(@) (b)

Abbildung 1.7: Addition von Vektoren mit Hilfe der Parallelogrammregel.

2. Kommutativitit: L
a+b=b+a. (1.3)
Dies wird unmittelbar aus Abb. 1.8 deutlich.
3. Assoziativitit: ~ B
@+b)+c=a+(b+2a). (1.4)

Auch dies kann man sich graphisch veranschaulichen, da drei Vektoren maximal den
dreidimensionalen Raum aufspannen, vgl. Abb. 1.9.
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Abbildung 1.8: Verdeutlichung der Kommutativitéit der Vektoraddition.
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Abbildung 1.9: Verdeutlichung der Assoziativitdt der Vektoraddition.

4. Subtraktion:
a—b=a+(=b).

(1.5)

Die Subtraktion des Vektors b von Vektor a ergibt sich aus der Addition des zu
b antiparallelen Vektors —b zu Vektor a, s. Abb. 1.10. Der Vektor a — b ist ein

Vektor, der von der Spitze von b zur Spitze von a zeigt.
5. Subtrahiert man @ von sich selbst, so ergibt sich der sog. Nullvektor 0,

a—a=0;.

(1.6)

Er ist der einzige Vektor, der keine Richtung hat, damit ist er gleichzeitig ein

Skalar, 0 = 0. Fiir alle Vektoren @ gilt

i+0=a

(1.7)

Die Eigenschaften (1.3), (1.4), (1.6) und (1.7) bedeuten, dass die Gesamtheit der Vektoren

im F3 eine kommutative Gruppe bilden.
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Abbildung 1.10: Verdeutlichung der Vektorsubtraktion.

Multiplikation von Vektoren mit einer Zahl 19.10.2009

1. Einfache Multiplikation: « sei eine reelle Zahl, & € R, und @ sei ein beliebiger
Vektor. aa ist ein Vektor mit folgenden Eigenschaften:

(i) Falls @ > 0, so ist aa parallel zu a.

a

)
2
S

R

— O =
ST
Il
Loy
Il
(@]

I
I
8

2. Distributivitéit: o, 5 € R, a, b seien Vektoren. Dann gilt:
(a+ p)ad = ad+ pa . (1.8)
Beweis: s. Abb. 1.11.
oa +pBa —
" Ba

= (@B
a

Abbildung 1.11: Veranschaulichung des ersten Distributivgesetzes.

Ferner gilt: .
a(d+b) =ad+ ab. (1.9)
Beweis: s. Abb. 1.12. Es gilt ad+ 7 = . Auflerdem gilt ¥ = &b mit einer Konstanten

-

& > 0. Ferner gilt ¥ = a(@ + b) mit einer Konstanten @ > 0. Die Behauptung ist
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bewiesen, wenn wir zeigen konnen, dass & = @ = «, denn dann ist a(@ + b) = § =
ad 4+ ¥ = ad + ab, q.e.d.

-
X

Abbildung 1.12: Veranschaulichung des zweiten Distributivgesetzes.

Nach dem ersten Strahlensatz gilt

— — i~ b
A _Jed _, o, @01 (1.10)
@i+b ld |G + 0|

Nach dem zweiten Strahlensatz gilt

1Z] _ |ad] _ jab] _ .

— = =0 = =a=aqa. (1.11)
] ldl
3. Assoziativitit: o, § € R, @ sei ein beliebiger Vektor. Dann gilt:

a(fa) = (af)d = afd . (1.12)

Beweis: Die Betridge der Vektoren auf beiden Seiten der Gleichung sind gleich,
lagd = |afl|ld = |o||f]|d] = |«||fd|. Die Richtungen der Vektoren ist ebenfalls
gleich, alle Richtungen zeigen in Richtung von @, q.e.d.

4. Einheitsvektor: Aus jedem Vektor a 148t sich durch Multiplikation mit dem In-
versen seines Betrages ein Einheitsvektor in Richtung von @ konstruieren:

O L oL a
Go=a=—-d , |e|=|al=—-lad=-=1. (1.13)
a a a
Einheitsvektoren werden in der Regel mit dem Symbol € oder 7 oder mit einem

“Hut” anstelle des Vektorzeichens gekennzeichnet.

Definition eines Vektorraums

Die o.g. Eigenschaften von Vektoren kann man — anstelle sie fiir bestimmte Vektoren im
E3 zu beweisen — auch zunéchst fordern. Sie sind dann sog. Axiome. Alle Objekte,
die dann diese Eigenschaften erfiillen, bezeichnet man als Vektoren. Die Menge aller
Vektoren, die diesen Axiomen geniigen, nennt man einen linearen Vektorraum V iiber
dem Korper der reellen Zahlen R. Die Axiome lauten noch einmal zusammengefafit:
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1. Zwischen zwei Elementen @,b € V ist eine Verkniipfung (Addition) definiert,

i+b=7, (1.14)
mit folgenden Eigenschaften:
(i) eV,
(i) Assoziativitit:
(@+b)+c=d+(b+¢7), ¢eV, (1.15)

(iif) 3 Nullelement 0 mit 4+ 0=a Ya €V,
(iv) VaeV 3(—ad) € Vmi a
(v) Kommutativitét:

o+
Q
_I_
N
=
I
=)

i+b=b+a. (1.16)
2. Multiplikation mit reellen Zahlen «, 3:

(i) aeR,aeV—adeV,
(ii) Distributivitét:

(o4 p)d = ad+ fa, (1.17)
a(@+b) = ad+ab, (1.18)

(iii) Assoziativitit:
a(fd) = (ab)a, (1.19)

(iv) 3 Einselement 1 mit ld =a Vad € V.

Dies definiert die Multiplikation von Vektoren mit Skalaren. Aber kann man auch Vek-
toren mit Vektoren multiplizieren? Dies geht in der Tat und zwar auf zwei verschiedene
Art und Weisen, wie in den néchsten beiden Abschnitten erlautert. Man unterscheidet
ein sog. inneres Produkt, das Skalarprodukt, und ein sog. &ufleres Produkt, das
Vektorprodukt.

1.1.5 Skalarprodukt

Das Skalarprodukt zwier Vektoren a, b ist definiert als
@-b=abcosy . (1.20)

wobei ¢ der Winkel zwischen den Vektoren @ und b ist, vgl. Abb. 1.13. Aus der Definition
ist sofort ersichtlich, dass das Skalarprodukt kommutativ ist,

@-b=0b-a. (1.21)

Die graphische Veranschaulichung in Abb. 1.13(a) besagt, dass das Skalarprodukt das
Produkt aus der Lange des zweiten Vektors und der Projektion des ersten Vektors in
Richtung des zweiten Vektors ist. Aufgrund der Kommutativitét (1.21) des Skalarprodukts
kann man auch umgekehrt den zweiten Vektor auf den ersten projizieren und dann mit
der Lénge des ersten Vektors multiplizieren, s. Abb. 1.13(b).

Das Skalarprodukt hat folgende Eigenschaften:



1 Mathematische Vorbereitungen
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Abbildung 1.13: Graphische Veranschaulichung des Skalarprodukts.

1.@-b =0, falls (i) @ = 0 und/oder b = 0, oder (i) ¢ = 7/2 (da cos7/2 = 0). In
diesem Fall stehen die Vektoren a, b orthogonal zueinander, @ L b.

2. Projektionen eines Vektors a in Richtung eines anderen Vektors b lassen sich durch
das Skalarprodukt von @ mit dem Einheitsvektor in Richtung von b darstellen:
a-b=acosey.

3. Distributivitat: . .
(@+0b)-c=d-c+b-C. (1.22)

Beweis: Aus Abb. 1.14 ist ersichtlich, dass fiir die Projektion von a, bund @+ b auf
die Richtung von ¢ gilt: (@ +b)-¢ = a- ¢+ b- ¢ Multipliziert man diese Gleichung
mit ¢, so folgt wegen ¢ = c¢ die Behauptung, q.e.d.

o
—
a-C b-c
— >
- A
(a+b).c

Abbildung 1.14: Veranschaulichung des Distributivgesetzes fiir das Skalarprodukt.
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4. Bilinearitéit: Vo € R gilt:

-

(ad@)-b=a- (ab) = af

ST

0. (1.23)

Beweis: Fiir a = 0 ist die Behauptung trivial erfiillt. Fiir o # 0 unterscheiden wir
zwei Falle,

(i) a>0:

(a@)-b = (aa)bcosp = aabcosp = alabeos ) = a(a - b)

= a(ab)cosp =a- (ab),

(ii) a < 0: Wir benutzen ad = |a|(—a) und die Tatsache, dass der Winkel zwischen
den Vektoren —a und b gerade m — ¢ betrigt, s. Abb. 1.15. Dann gilt wegen
cos(m — ) = — cos p:

—

(ad)-b = |alabcos(m — @) = —|alabcos p = aabcos p = alabcos ) = a(a - b)

— a(abeosy) = - (ab) .

=y

Abbildung 1.15: Zum Beweis der Bilinearitdt des Skalarprodukts fiir a < 0.

5. Betrag eines Vektors: Es gilt fiir das Skalarprodukt eines Vektors @ mit sich selbst:
a-d=aacos0=a>>0, (1.24)

wobei das Gleichheitszeichen fiir den Fall steht, dass @ = 0. Daraus folgt, dass man
den Betrag oder die sog. Norm eines Vektors wie folgt berechnen kann: a = V@ - a.
Fiir Einheitsvektoren gilt natiirlich a -a = 1.

6. Schwarzsche Ungleichung:
|d-b] <ab. (1.25)

Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass |cosp| < 1.

11
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7. Dreiecksungleichung: .
la—bl <|ad+b <a+b. (1.26)
Beweis: Die Schwarzsche Ungleichung (1.25), bzw. die Tatsache, dass —1 < cosp <
1, liefert —ab < @ - b < ab. Wir multiplizieren mit 2 und addieren a? + b*:

a2+b2—2ab§a2+b2+26-5§a2+b2+2ab
= (a—b?<(@+0) < (a+b)?
— Ja-b|<|i+b<a+b,qed

Die zweite Zeile folgt aus der ersten, indem man das Distributivgesetz (1.22) und
die Kommutativitiat (1.21) anwendet.

Wir haben die Glgen. (1.21), (1.22), (1.23) und (1.24) aus den Eigenschaften des Skalar-
produkts fiir Vektoren im FE3 bewiesen. In der Mathematik wird das Skalarprodukt aber
in abstrakter Weise durch die Zuordnung a - b—a€eR definiert, die die Eigenschaften
(1.21), (1.22), (1.23) und (1.24) haben muss. Wir wollen die Schwarzsche Ungleichung
(1.25) nur mit Hilfe dieser Eigenschaften beweisen, ohne die geometrische Veranschauli-
chung zu Hilfe zu nehmen. Zunichst ist der Beweis trivial, falls @ = 0 und/oder b =0 ist.
Daher kénnen wir uns auf den Fall beschriinken, dass @ # 0 und b #£ 0 ist. In diesem Fall
gilt aufgrund von Gl. (1.24) Vo € R:

-, -,

0 < (@+ab)?=(@+ab)-(a+ab)

— — —

= G-d+a-(ab)+ (ab)-d+ (ab) - (ab)

= >+’ +2ad-b.
Hierbei haben wir von der Kommutativitat (1.21), der Distributivitat (1.22) und der Bili-
nearitit (1.23) Gebrauch gemacht. Da das Ergebnis fiir beliebige a gilt, gilt es insbesondere

fiir den Wert o = —a - l;/ b*> € R. Damit erhalten wir nun
o (@0 (@0 . (@D
0<a+ 72 -2 72 =a° — P

Multiplikation mit b% ergibt
0<a®? —(@-b)? <= |a-b <ab ,qed.

Ein Vektorraum mit einem inneren Produkt (Skalarprodukt) heifit in der Mathematik
unitérer Vektorraum.

23.10.2009

1.1.6 Vektorprodukt

Das Vektorprodukt, bzw. das sog. Kreuzprodukt, ordnet zwei Vektoren einen Vektor
Zu:
axb==c. (1.27)

Dieser Vektor hat folgende Eigenschaften:

12
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1. Der Betrag von ¢ ist
c=absiny. (1.28)

Damit ist die MaBzahl des Betrags von ¢ gleich der Mafizahl der Flache des von @
und b aufgespannten Parallelogramms, vgl. Abb. 1.16.

f

bsind

Abbildung 1.16: Zur Interpretation des Betrags des Kreuzproduktes ¢ = a@ x b.

2. Der Vektor ¢ steht senkrecht auf der von @ und b aufgespannten Ebene. Seine Ori-
entierung ergibt sich daraus, dass man den ersten Vektor (@) auf kiirzestem Weg in

den zweiten Vektor (b) dreht. Die Orientierung von ¢ stimmt dabei mit dem Dreh-
sinn einer Rechtsschraube iiberein, s. Abb. 1.17. Geméf der (zweiten) Definition

-
L €

-

a

Abbildung 1.17: Zur Orientierung des Kreuzproduktes ¢ = @ x b.

eines rechtshindigen Koordinatensystems bilden die Vektoren (a, l;,E) also gerade
ein solches. Das Kreuzprodukt besitzt allerdings weniger eine Richtung als vielmehr
einen Drehsinn.

3. Raumspiegelungen: Das Kreuzprodukt ¢ = a x b andere Eigenschaften unter
Raumspiegelungen als die Vektoren @, b. Spiegeln wir die Vektoren @ oder b am Ur-
sprung (ihrem gemeinsamen FuBpunkt), so werden sie in die zu ihnen antiparallelen

13



1 Mathematische Vorbereitungen

Vektoren iibergefiihrt (ihre Richtung kehrt sich um),
a— —a, b—s —b ,

vgl. Abb. 1.18. Solche Vektoren heiflen polare Vektoren. Wie aber verhélt sich

b

Abbildung 1.18: Transformation polarer Vektoren unter Raumspiegelungen.

das Kreuzprodukt unter Raumspiegelung? Rein mathematisch ergibt sich
(—@) x (=b)=axb=7c,

d.h. das Kreuzprodukt dndert sein Vorzeichen nicht unter Raumspiegelungen. Dies
kann man sich aber auch {iber das Argument hinsichtlich des Drehsinnes von ¢ gra-
phisch veranschaulichen. Der Drehsinn, wenn man —a auf dem kiirzesten Weg in —b
dreht, bleibt der gleiche wie bei der Drehung von @ in g, s. Abb. 1.19. Solche Vektoren
heiflen axiale Vektoren oder Pseudovektoren. Bemerkung: Skalarprodukte aus

Abbildung 1.19: Transformation des Kreuzproduktes unter Raumspiegelungen.

zwei polaren oder zwei axialen Vektoren dndern sich nicht unter Raumspiegelungen,
sind also echte Skalare. Skalarprodukte aus einem polaren und einem axialen Vektor
dandern ihr Vorzeichen unter Raumspiegelungen. Man nennt sie daher Pseudoska-
lare.

14



1.1 Vektoren

. Antikommutativitit:
axb=-bxd. (1.29)

Beweis: aufgrund der Definition des Kreuzproduktes ist der Vektor bx @ vom Betrag
her identisch mit ¢ = @ x (_;” aber er zeigt in die entgegengesetzte Richtung, s. Abb.
1.20. Daraus folgt —¢ = b x @. Nach Multiplikation beider Seiten dieser Gleichung
mit —1 folgt die Behauptung, q.e.d.

-
c

e -

b b
—-> -
a a

—
T=bxa

Abbildung 1.20: Zur Antikommutativitdt des Kreuzproduktes.

_@xb=0, falls (i) @ = 0 und/oder b = 0, (ii) b = ad fiir beliebiges o € R, d.h. wenn
die beiden Vektoren in dieselbe (oder die entgegengesetzte) Richtung zeigen. Dies
folgt unmittelbar aus sin0 = 0. Solche Vektoren nennt man kollinear. Kollineare
Vektoren spannen keine Ebene auf.

. Distributivitit:

-

(@+b)xé=axc+bxc. (1.30)

Beweis: Man zerlege @, bund @+ b in Komponenten parallel und senkrecht zu ¢, s.
Abb. 1.21.

A
- —>
a a |
- -
a C

Abbildung 1.21: Zerlegung von @ in Komponenten parallel und senkrecht zu ¢.
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1 Mathematische Vorbereitungen

Offenbar gilt @ = @ 4+ @, und analog b= 5” +b,d+b=(a+ E)” +(@+Db),.
Im Vektorprodukt mit ¢ tragen aber ausschliellich die senkrechten Komponenten
dieser Vektoren bei, z.B.

axc=da, XcC.
Um dies zu beweisen, bemerkt man zunéchst, dass @ x ¢ und @, x ¢ in die gleiche
Richtung zeigen. Man muss also nur noch zeigen, dass ihre Betrége iibereinstimmen.
Dies folgt unmittelbar aus Abb. 1.21:

|, x ¢ =a,c sing =a,c=(asingp)c=acsinp =|ax c.
Weil also der parallele Anteil @) von @ beim Bilden des Kreuzprodukts mit ¢ wegfallt,

konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (0.B.d.A.) im folgenden anneh-
men, dass @ bereits senkrecht zu ¢ steht, vgl. Abb. 1.22. Gleiches gilt fiir b und @+ b.

Abbildung 1.22: Zum Beweis des Distributivgesetzes.

Wir machen folgende Beobachtungen:

(i) Die Vektoren @ x ¢, bx e, (@+ 5) x ¢ liegen in der von @ und b aufgespannten
Ebene. Dies liegt daran, dass ¢ bereits senkrecht zu den Vektoren a, b und a+b
steht.

(ii) Fir die Richtungen gilt:

axe¢ 1L oa,
bxé L 5,
(@+b)xé L a+b.

Damit sind die Vektoren @ x ¢, b x ¢ und (@+ b) x é gegeniiber den Vektoren &,
b und @ + b lediglich um 7/2 gedreht. Untereinander stehen die erstgenannten
aber im selben Winkel zueinander wie die letztgenannten, vgl. Abb. 1.23.
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1.1 Vektoren

@+hXe

Abbildung 1.23: Die Vektoren @ x &, bx é und (@+b) x ¢ sind im Vergleich zu @, b und @ x b

um 7/2 gedreht. Alle Vektoren liegen in der von @ und b aufgespannten
Ebene.

(iii) Fiir die Betrége gilt:

ldx ¢l = a=|dl,
bxel = b=lp,
(@+b)xé = |a+b|,

d.h. der Betrag von @ x ¢ identisch mit dem von d, etc.
Folglich ist die Relation (@ + b) = @ 4 b nach Drehung aller beteiligten Vektoren
um 7/2 (durch vektorielle Multiplikation aller Vektoren mit ¢) gemé$ (ii) und (iii)
identisch mit: . .
(@+b)xc=dxc¢+bxc.
Multiplikation beider Seiten mit ¢ ergibt die Behauptung, q.e.d.
. Das Kreuzprodukt ist nicht assoziativ,

Ax(bxad) £ (@xb)xe.

Dies wird unmittelbar klar, wenn man sich iiberlegt, dass der Vektor auf der linken
Seite ein Vektor in der von b und & aufgespannten Ebene ist, wiahrend der auf der
rechten Seite ein Vektor in der von @ und b aufgespannten Ebene ist. Diese konnen
i.a. also nicht identisch sein.
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1 Mathematische Vorbereitungen

8. Bilinearitit: V o € R gilt:
(ad@) x b=a x (ab) = a(@ x b) . (1.31)
Beweis: Die Multiplikation eines Vektors mit einer Konstanten &ndert nichts an
seiner Richtung. Aufgrund der Definition des Kreuzprodukts stimmen daher die
Richtungen aller in dieser Gleichung beteiligten Vektoren {iberein. Wir brauchen sie

also nur fiir die Betrége der beteiligten Vektoren iiberpriifen. Ferner ist die Gleichung
trivial erfiillt fiir & = 0. Wir betrachten daher nur o # 0 und unterscheiden:

(i) a>0:
(a@) x b| = (aa)b sin g = a(ab) sing = |@ x (ab)| = a(ab sin ) = a|@ x b .

(ii) a < 0: wegen ad@ = |a|(—a), ab = |a|(=b), a(@ x b) = |a|(—a@ x b) und Abb.

1.18 gilt
(@) x b| = |a|absin(r — @) = —|a|ab sinp = al@ x b ,
@ % (ab)] = |a|absin(r — ) = —|alabsing = ald x b, qe.d.

Anwendungsbeispiel: Sinussatz_
Betrachte Abb. 1.24. Es gilt @+ b+ ¢ = 0. Daraus folgt unter Zuhilfenahme des Dis-

Abbildung 1.24: Zum Sinussatz.

tributivgesetzes, der Antikommutativitdt und der Tatsache, dass das Kreuzprodukt
fiir kollineare Vektoren verschwindet:
axb = ax(—a—¢c)=—-a
= (=b—@ xb=-C
Offenbar gilt fiir Vektoren a, b und c, die a + b+é=0 erfiillen, dass a x b =
¢ %X d = b x . Betrachten wir den Betrag der letzten Gleichung, ab sin(m — ) =
ca sin(m — ) = be sin(m — «) und benutzen sin(m — ¢) = — sin @, so folgt ab siny =
ca sin 3 = be sin «, oder, nach Division durch die entsprechenden Grofien,

a b c

= = .e.d. 1.32
sina sinf  sinvy’ e (1.32)
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1.1 Vektoren

1.1.7 “Hoéhere” Vektorprodukte

Das Kreuzprodukt bildet einen Vektor, den man auf zwei verschiedene Arten mit anderen
Vektoren multiplizieren kann.

Spatprodukt

Wir bilden das Skalarprodukt eines Kreuzproduktes mit einem Vektor,

—

@xb)c. (1.33)

Dieses Skalarprodukt heiBt Spatprodukt. Zur Interpretation des Spatprodukts betrach-
ten wir das von den Vektoren @, b und ¢ aufgespannte Parallelepiped, vgl. Abb. 1.25.

Abbildung 1.25: Zur geometrischen Interpretation des Spatprodukts.

Offenbar ist

-,

(@xb)-T=|d@xblccosy,

d.h. die Flache |@ x 5| des von @ und b aufgespannten Parallelogramms, multipliziert mit
der Projektion von ¢ auf @ x b. Ersteres ist aber auch die Grundfiche und letzteres
die H6he des Parallelepipeds. Grundfliche mal Hohe ergibt genau das Volumen des
Parallelepipeds. Das Spatprodukt ist mit dem Volumen des von @, bund & aufgespannten
Parallelepipeds identisch.

Da es keine Rolle spielt, welche der Seitenflichen des Parallelepipeds als Grundfliache
gewihlt wird, dndert sich das Spatprodukt nicht unter zyklischer Vertauschung der
Vektoren,

-

(@xb)-T=(bxe)-a=(Cxa)b. (1.34)
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1 Mathematische Vorbereitungen

Doppeltes Kreuzprodukt

Wir bilden das Kreuzprodukt eines Kreuzprodukts mit einem Vektor,

(

-,

X b) X . (1.35)

ST

Es gilt der Entwicklungssatz

-

B, (1.36)

Sl

Ax(bxd)=0b(a-c) —e(

den wir weiter unten beweisen werden. Mit dem Entwicklungssatz beweist man die Jacobi-
Identitat

-,

Ax (bxd)+bx (@xa)+Tx(@xb)=0. (1.37)
Der Beweis wird als Ubungsaufgabe gestellt.

1.1.8 Basisvektoren und Komponentendarstellung

Im folgenden sollen Vektoren durch Zahlenschemata dargestellt werden, welche ihre Kom-
ponenten in einer vorgegebenen Basis enthalten. Dazu bemerken wir zunichst, dass jeder
Vektor a@ als Produkt seines Betrags a mit dem Einheitsvektor a in a-Richtung dargestellt
werden kann,
d=aa .

Wir betrachten nun zwei kollineare Vektoren da, Z;, d.h. zwei Vektoren, die in dieselbe
Richtung zeigen, a = b, aber i.a. unterschiedliche Betrige haben. Offenbar kann man a
durch b folgendermaflen ausdriicken:

ad=aa=ab=

oder

bi—ab=0. (1.38)

Allgemein bezeichnet man zwei Vektoren a, b als linear abhéngig, wenn man nichtne-
gative Zahlen «, § € R finden kann, fiir die gilt:

ad+pBb=0. (1.39)

Kollineare Vektoren sind offenbar linear abhéngig, denn Gl. (1.39) ist fiir die Wahl o = b
und 3 = —a wegen Gl. (1.38) identisch erfiillt.
Definition: n Vektoren ay, ds, ..., @, € V heilen linear unabhingig, wenn aus

n
E Ozj (lj =0
Jj=1

folgt, dass a; =0 V j, 1 < j < n. Falls nicht, so heilen sie linear abhéngig.
Definition: Die Dimension eines Vektorraums V ist gleich der maximalen Anzahl
linear unabhéngiger Vektoren.
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1.1 Vektoren

Definition: Die Basis eines d-dimensionalen Vektorraumes V ist eine Menge von d
linear unabhéngigen Vektoren.

Satz: Jeder beliebige Vektor b € V LiBt sich als Linearkombination der Vektoren einer
Basis von V schreiben.

Beweis: Sei {dy, ds, ..., d;} eine Basis des d-dimensionalen Vektorraums V. Per Defi-
nition sind {g, dy, da, ..., dq} linear abhingig, denn sonst wire V (d + 1)-dimensional.
Daraus folgt, dass 3 Koeffizienten {3, aq, as, ..., ag} # {0,0,0,...,0} mit

d
> ajd;+Bb=0.
j=1

Offenbar muss 3 # 0 sein, da ansonsten ijl a; d; = 0 mit Koeffizienten {oy, oo, ..., aq}
#40,0,...,0}, was aber wegen der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren {ay, ds,. .., d4}
unmoglich ist. Dann darf man die obige Gleichung mittels Division durch 3 nach b auflosen:

d o d
b——g E(Ij— E vjaj,
Jj=1 Jj=1

mit v; = —a; /6, q.e.d.

Definition: Eine Menge paarweise zueinander orthogonaler Vektoren, {@, ds, . ..d,},
mit @;-a; =0 Vi#j,1<14,j<n,n <d, bezeichnet man als Orthogonalsystem.
Falls n = d (Dimension von V), so bilden diese Vektoren eine Basis und man spricht von
einem vollstindigen Orthogonalsystem, bzw. einer Orthogonalbasis von V.

Die beste Wahl fiir die Basisvektoren stellen Einheitsvektoren dar, {é), é,,..., é;},
welche paarweise zueinander orthogonal sind,
S oo o 1 fallsi=j,
€€ =0y = { 0 fallsij. (1.40)

Hier haben wir das sog. Kronecker-Delta 9;; eingefiihrt. Jede Menge von paarweise zu-
einander orthogonalen Einheitsvektoren bezeichnet man als Orthonormalsystem. Eine
Basis von orthogonalen Einheitsvektoren bezeichnet man als vollstéindiges Orthonor-
malsystem, bzw. als Orthonormalbasis von V.

Aufgrund des oben bewiesenen Satzes gilt V d € V:

d
i=> ajé. (1.41)
j=1

Man bezeichnet die Koeffizienten a; als Komponenten von a beziiglich der Basis {é], €5,
..., €4}, bzw. als Koordinaten von @ in dieser Basis.

Die Komponenten bzw. Koordinaten sind von der Wahl der Basis abhéngig. Man kann
sie als Projektionen von a auf die einzelnen Basisvektoren darstellen,

d d
6_;6: E aj(?i-(?j: E ajéij:ai, izl,...,d, (142)
J=1 J=1
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1 Mathematische Vorbereitungen

wobei wir Gl. (1.40) benutzt haben. Die spezielle Eigenschaft des Kronecker-Deltas 148t
die Summe iiber j “zusammenbrechen” und nur der Term mit j = “liberlebt”.

Bei fest vorgegebener Basis ist jeder Vektor a eindeutig durch seine Komponenten
festgelegt. Man kann ihn daher auch durch ein Zahlenschema darstellen, z.B. als Spal-
tenvektor

a
- az
a =
Qq
oder als Zeilenvektor
a=(ay, as,..., aq) .

Beispiel: Das Orthonormalsystem {€}, €3, €5} (auch als {€,, €, €.} bezeichnet) bildet
eine Basis des E3, vgl. Abb. 1.26. Daraus folgt:

d=a1€1 +ay€ +ases (=a, €, +ay€,+a,€,), mta=¢€-d=acosy;, i=1,2,3.

Hierbei ist ¢; der Winkel zwischen dem Einheitsvektor &; und dem Vektor @, p; = Z(€;, @).
Man bezeichnet cos p; = a;/a als Richtungskosinus.

3iz

> 2
63282A

Abbildung 1.26: Das Orthonormalsystem {é}, €, €3} als Basis des Ej.

Der Betrag von a ist eindeutig durch seine Komponenten festgelegt,

3 3 3
a=Va-a= E a;a;j€; - € = E a;a;0;; = E a? =1/a?+ a3+ a3 .
ij=1 ij=1 i=1

Daraus folgt auch

1 = \/cos? @1 + cos? gy + cos? 3, oder 1 = cos® p; 4 cos? gy + cos® s .

Bei Vorgabe von zwei Richtungskosinus ist der dritte also bis auf das Vorzeichen festgelegt,
COS 3 = i\/l — cos? 1 — cos? ©s.
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1.1 Vektoren

1.1.9 Rechenregeln in Komponentendarstellung
In diesem Abschnitt beschranken wir uns auf den Vektorraum FE3 mit der Orthonormalba-

. — — — — . — 3 —
sis {€1, €, €3}, d.h. Vektoren @ € E3 kann man schreiben als @ = (ay, as, az) = ZFl aj€;.

1. Spezielle Vektoren:
(i) Nullvektor: 0 = (0,0, 0).

(ii) Basisvektoren: & = (1,0,0),
& = (0,1,0), (1.43)
& = (0,0,1).
2. Addition:
e=a+b
3
= 3ae =Dl +)e
j=1 j=1
3 3
— Gd=c=) (a;+b)& &= (a;+b;)8;=a+b
j=1 j=1

= (C= (a1+b1,a2+62,a3+b3) .

Bei vorgegebener Basis entspricht die Addition von Vektoren der Addition der Kom-
ponenten der Vektoren.

3. Multiplikation mit reellen Zahlen: Sei b= aa, a € R. Dann gilt

3 3
b= bj&=ai=) (aa)é
1 j=1
= b= aaq;
— b= (aay, aas, aas) .

Bei vorgegebener Basis entspricht die Multiplikation eines Vektors mit einer reellen
Zahl der Multiplikation jeder Komponente des Vektors mit dieser Zahl.

4. Skalarprodukt:
3 3 3
Jb: Zazb]é;é} = Zaibjéij :Za,b, .
ij=1 ij=1 i=1
Das Skalarprodukt ist gleich der Summe der Produkte der Komponenten.

5. Vektorprodukt: Man iiberzeugt sich zunéchst anhand von Abb. 1.26, dass folgende
Identitaten gelten:

o
X
ol
Il
S
ol
X
S
Il
o
o
X
o
Il
ol
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Daraus folgt

1 falls (4, j, k) gerade Permutation von (1,2, 3) ist,
€ - (€ x €y) =€, =4« —1 falls (4, j, k) ungerade Permutation von (1, 2, 3) ist,

0 sonst .

(1.44)

Gerade Permutationen von (1,2,3) sind zyklische Permutationen, also (2,3,1) und
(3,1,2). Ungerade Permutationen sind antizyklische Permutationen, also (3,2,1),
(2,1,3) und (1,3,2). In Gl (1.44) haben wir mit dem Symbol €, den total anti-
symmetrischen Tensor dritter Stufe, auch Levi-Civita-Tensor genannt, ein-
gefiihrt.

Eigenschaften des Levi-Civita-Tensors:
(i) Die Komponenten des Tensors verschwinden fiir zwei oder drei gleiche Indizes,
€iik = €iji = €55, =0 Vi,j,k. (1.45)
Nur unterschiedliche Indizes ergeben eine von null verschiedene Komponen-

te.

(ii) Die Komponenten des Tensors wechseln ihr Vorzeichen unter Vertauschung
zweier Indizes,

€ijk = —€ikj = €kij = —€kji = €jki — —E€jik - (1-46)

Dies folgt aus der Definition (1.44) des Tensors.
(iii) Konvolutionssatz:

3

Z €ikj €jlm = it Ok — Oim Ol - (1-47)

j=1

Dies beweist man leicht durch Ausschreiben der Summe auf der linken Seite und
eine explizite Fallbetrachtung fiir die “freien” Indizes i, k, [, m (benutze, dass
die Komponenten des Levi-Civita-Tensors fiir zwei oder drei gleiche Indizes
verschwinden).

Die Zahlen ¢, sind die Komponenten des Kreuzprodukts €; x €;. Zum Beweis berech-
nen wir die kte Komponente dieses Vektors durch Projektion auf den Einheitsvektor
in k-Richtung, vgl. Gl. (1.42):

(€i X €j)r = €k - (€ X €j) = €y ,

wobei wir die Definition (1.44) und die zyklische Vertauschbarkeit des Spatprodukts,
GL (1.34), benutzt haben. Das Kreuzprodukt €; x €; hat also die Komponentendar-

stellung
3

€ X e = E €ijk €k -

k=1



1.2 Vektorwertige Funktionen

Das Kreuzprodukt beliebiger Vektoren 1a8t sich damit nun wie folgt schreiben:

3 3
c=axb= E aibjeixej: E aiquj‘kek
1,j=1 ,5,k=1
3
— Cp = E €ijk aibj
ij=1
— 1 = a2b3 - a362 , Co = CL3b1 — a1b3 , C3 = a162 — CLle .

6. Spatprodukt:

3 3
a-(bxc)= E abjcp€; - (€5 X €;) = g €k aibjcy -
i7j7k:1 Z,j,kzl

7. Wir beweisen nun den Entwicklungssatz (1.36). Die kte Komponente des doppel-
ten Kreuzprodukts aus Gl. (1.36) lautet unter Benutzung von (1.46) und (1.47):

3

[d’x(l;xé')]k = Z €ijk i bx@)J—Ze”kaz Z €jim b1 Cm

i,j=1 i,j=1 I,m=1

3 3
= E €ijk €jlm Q4 by = — E €ikj €jlm G4 by Cm
ijlm=1 ijlm=1
3 3
= — E (0it Ok, — Oim Okt) @i by ¢, = E (@ by o Okt — @1 by Cr, O
iylymzl l,m:l

—

3 3
= kaamcm—ckZalbl: [5(6~é’)—5(6-b)]k, q.e.d.
m=1 =1

1.2 Vektorwertige Funktionen

1.2.1 Parametrisierung von Raumkurven

Wir betrachten wieder das Beispiel des fallenden Balles aus Abb. 1.2, allerdings wollen
wir zur besseren Verdeutlichung der nachfolgenden Argumentation den Ursprung O nicht
identisch mit der Position des Balles zum Anfangszeitpunkt ¢, = 0 wihlen, sondern etwas
versetzt davon. Der Ortsvektor 7(¢,) des Balles zu diesem Zeitpunkt ist dann nicht mehr
identisch mit dem Nullvektor. Wenn der Ball zu Boden fillt, &ndert sich der Ortsvektor
im Laufe der Zeit wie in Abb. 1.27 gezeigt, bis er den Boden zum Zeitpunkt ¢, erreicht.

Im Laufe der Zeit beschreibt der Ortsvektor die Raum- bzw. Bahnkurve, oder Tra-
jektorie R des fallenden Balls. Dies 148t sich mathematisch so ausdriicken:

F:RD [ty t] — RCR?
[tas te] 2t — T(t) €ER.
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Abbildung 1.27: Der Ortsvektor des fallenden Balls als Funktion der Zeit.

Damit ist der Ortsvektor eine vektorwertige Funktion einer Variablen, in diesem Fall
der Zeit. In der Physik gibt man {iblicherweise weder den Definitionsbereich [t,, t.] noch
den Wertebereich R explizit an. Um auszudriicken dass es sich eine Funktion handelt,
geniigt iiblicherweise die Angabe, dass 7 von einem Argument, hier der Zeit ¢, abhéngt:
7(t).

Die Raumkurve R des Balls schreibt man auch wie folgt:
R ={ft), ta <t <t} .

Die Zeit t ist hier ein Parameter, der von ¢, bis t. durchlaufen wird, wéhrendessen 7(t) die

Werte annimmt, die der Raumkurve R entsprechen. Raumkurven parametrisiert man in

der Regel als Funktion der Zeit ¢, aber es sind auch andere Parametrisierungen méglich.
In einer festen, zeitunabhédngigen Orthonormalbasis {€7, €3, €3} gilt

r(t) = Z%(t) € = (x1(1), w2(t), w3(t)) = (x(t), y(t), (1)) - (1.48)

Beispiele:
1. Kreisbewegung in der (z,y)—Ebene, vgl. Abb. 1.28:

Der Kreis habe den Radius R. Der Winkel der momentanen Position des Teilchens
relativ zur z—Achse ist ¢(t) = wt, wobei w die sog. Kreisfrequenz ist. Der Orts-
vektor ist dann

7(t) = (R cos(wt), R sin(wt),0) . (1.49)
Der Periodizitit der Kreisbewegung wird dadurch Rechnung getragen, dass die tri-
gonometrischen Funktionen fiir Winkel, die sich um Vielfache von 27 (ein voller
Umlauf) unterscheiden, identisch sind. Die Periode

7=
w

entspricht der Umlaufzeit des Teilchens auf dem Kreis.
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Zl\y

d(t) 1

=

Abbildung 1.28: Kreisbewegung in der (x,y)—Ebene.

Abbildung 1.29: Schraubenlinie.

2. Schraubenlinie, vgl. Abb. 1.29: Der Ortsvektor ist
7(t) = (R cos(wt), R sin(wt), bt) ,

wobei b ein Parameter ist, der die Steig- oder Ganghdhe z; der Schraubenlinie
bestimmt,

P
=0T =b=2 .
w

Neben der Parametrisierung als Funktion der Zeit ¢ kann man Raumkurven auch anders
parametrisieren. Beispielsweise bietet sich bei der Kreisbewegung die Parametrisierung
als Funktion des Kreiswinkels an,

(@) = (R cosp, R singp, 0) .

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, eine Koordinate, z.B. x, als Parameter zu verwen-

den. Da der Radius des Kreises durch R = \/x? + y? gegeben ist, gilt y = =V R? — 22, je
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nachdem, ob man sich in der oberen (y > 0) oder unteren (y < 0) Halbebene befindet.

Damit ist
Flz) = (:E, VR? — xZ) fir y >0,
N (:p, —VR? — xZ) fir y <0.

1.2.2 Differentiation vektorwertiger Funktionen

Raumkurven von physikalischen Objekten sind iiblicherweise stetig im mathematischen
Sinn: 7(t) stetig in t = to, falls Ve > 0 30, so dass aus |t —ty| < J stets |[7(t) — 7(to)| < €
folgt. 7(t) ist insbesondere dann stetig in ¢y, wenn alle Komponenten z;(t), j = 1,2, 3,
stetig in ¢ sind.

Raumkurven sind {iblicherweise auch differenzierbar im mathematischen Sinn (es sei
denn, das Objekt &ndert schlagartig seine Bewegungsrichtung, z.B. ein Ball, der auf dem
Boden aufschligt). Sei 7(t) der Ortsvektor des Objektes zum Zeitpunkt ¢ und 7(t+ At) der
Ortsvektor zum um ein kleines Zeitintervall At spéateren Zeitpunkt ¢ + At. Wir definieren
den Differenzvektor als

AF(t) =7t + At) — 7(¢t)

vgl. Abb. 1.30,

O

Abbildung 1.30: Definition des Differenzvektors.

Die Ableitung des Ortsvektors nach der Zeit ist dann als Grenzwert definiert,

dr(t) .. AFt) . Tt + At) —7(t)
a AR AR T A (1:30)

Physikalisch ist diese infinitesimale Anderung der Position des Objektes in einem infini-
tesimalen Zeitintervall nichts anderes als die Geschwindigkeit des Objektes,

dr(t)

i) = —

& F(t) . (1.51)

Hier haben wir auf der rechten Seite der Gleichung die in der Physik fiir Zeitableitungen
iibliche Abkiirzung mit einem Punkt iiber dem abzuleitenden Objekt eingefiihrt. In einer
ortsfesten, d.h. zeitunabhéngigen Orthonormalbasis {€], €, €3} gilt
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(1.52)

3 ‘ 3 3 A (t
=Y ut)gG=7t)=) @t)e =) .
j=1 j=1 j=1

d.h. die Ableitung einer vektorwertigen Funktion ist in einer solchen zeitunabhingigen
Basis durch die Ableitung ihrer Komponenten gegeben. Ganz entsprechend kann man
hohere Ableitungen definieren,

Tl_’ n
d :c]

den

e], n=0,1,2...

Fiir n = 2 erhalten wir die Beschleunigung:

i)=Y a6 =50 =Y 506 =70 =Y 505= 2 (15

Differentiationsregeln:

(i) % ) + (1)) = di(:) 4 %(tt) — G0+ 5 . (1.54)
Gy Spwaw) = PWaw + 0 9 = joaw + rmiw . @)
(444) % [c’i(t) - E(t)} = a(t) - B() + @) - b() (1.56)
(i) % [c’i(t) X E(t)] — (1) x B(t) + @(t) x b(t) . (1.57)

Der Beweis erfolgt unter Benutzung der Komponentendarstellung und Anwendung der
tiblichen Differentiationsregeln fiir gew6hnliche Funktionen. Die Gleichungen (1.55), (1.56)
und (1.57) stellen die Verallgemeinerung der Produktregel der Differentiation auf die
Multiplikation von Vektoren mit Zahlen, Gl. (1.55), auf das Skalarprodukt von Vektoren,
Gl. (1.56), und auf das Kreuzprodukt, Gl. (1.57), dar. Wegen der Nichtkommutativitét
des Kreuzprodukts ist auf die Reihenfolge der Faktoren im zweiten Term von Gl. (1.57)
zu achten.

Als wichtiges Anwendungsbeispiel fiir Gl. (1.56) betrachten wir den Einheitsvektor
a(t) = d(t)/a(t). Es gilt a(t) - a(t) = 1 V t. Da die Zeitableitung einer Konstante ver-

schwindet, folgt

d . R : R
0= e [a(t) -a(t)] =2a(t)-a(t) . (1.58)

Dies wiederum bedeutet, dass a(t) zu allen Zeiten orthogonal zu a(t) steht.

1.2.3 Bogenldnge

Eine sog. glatte Raumkurve ist eine Raumkurve, fiir die es (mindestens) eine stetig
differenzierbare Parametrisierung 7(t) gibt, fiir die nirgends dr(¢)/dt = 0 gilt. Fiir glatte
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1 Mathematische Vorbereitungen

Raumkurven kann man anstelle der Zeit ¢ auch die sog. Bogenlinge s als Parametrisie-
rung verwenden. Die Bogenlénge ist grob gesprochen die Lange der Raumkurve. Um dies
zu prézisieren, zerlegen wir eine beliebige Raumkurve in N Teilstiicke, wie in Abb. 1.31
gezeigt.

O

7(t)

e

Abbildung 1.31: Zerlegung der Raumkurve in einen Polygonzug.

Hierbei wird das Zeitintervall [t,,t.] in N gleiche Zeitintervalle Aty zerlegt, mit
tn:ta+’l’LAtN, n:O,l,Q,...,N, tozta, tN:ta+NAtN:te .

Zu jeder Zeitmarke t,, ist die Position des Objektes durch den Ortsvektor 7(¢,) gegeben.
Fiir sehr grofle N kann man die Teilstiicke der Bahnkurve in guter Naherung als gerade
annehmen. Diese geraden Teilstiicke definieren einen sog. Polygonzug. Der Polygonzug
hat die Lénge

z
L
2
L

LN(taa te) = |F(tn+1) - F(tn)| - AtN

n

Aty

I
o
i
o

Die Bogenldnge s entspricht der Lange Ly des Polygonzugs fiir N — oo, Aty — 0, t. —
te = NAty = const.,

dt

N—oo

te
s = lim LN(ta,te):/ dt
ta

drtt) ’ - /tt dt 5(t)] . (1.59)

Zu einem beliebigen, festen Zeitpunkt ¢ gilt

t d—»t/ t
s(t) = / ' Q(t,) = / de’ Ji(t")] . (1.60)
ta ta
Damit gilt auch
ds _|dF()] _
== ’E j6(1)] >0, (1.61)
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nach Voraussetzung fiir glatte Raumkurven. Diese Gleichung besagt, dass s(t) eine streng
monoton wachsende Funktion von ¢ ist. Damit ist #(s) eindeutig bestimmt und wir kénnen
den Raumkurvenparameter ¢ durch s ersetzen,

r(t) = 7(t(s)) = (s) -

Dies nennt man die sog. natiirliche Parametrisierung der Raumkurve.

Beispiel: Wir betrachten die Kreisbewegung (1.49). Die Geschwindigkeit ist

(1) = d";f) — (—wR sin(wt), wR cos(wt), 0) —> [5(t)] = wR.

Wird die Kreisbewegung zum Zeitpunkt ¢, = 0 gestartet, so ist die Bogenldnge zum
Zeitpunkt ¢ dann gemaf Gl. (1.60)

t
t)= [ dfwR=uwRt t(s) = — |
s() /0 WR=wRt = 1(s)=

Daraus folgt fiir die natiirliche Parametrisierung

m(s) = (R Ccos %, R sin %, O) . (1.62)

Nach einem vollen Umlauf ist s/R = 27, d.h. s = 2rR. Damit ist die Bogenlénge erwar-
tungsgeméf gleich dem Kreisumfang.

1.2.4 Das begleitende Dreibein

Das begleitende Dreibein ist ein spezielles Koordinatensystem, das auf der Raumkurve
des Ortsvektors mitwandert. Es besteht aus drei Einheitsvektoren:

t  Tangentialvektor ,
n Normalenvektor ,
b  Binormalenvektor .

Diese Einheitsvektoren bilden eine Orthonormalbasis,
t=nxb, h=bxi, b=txn. (1.63)

Der Tangentialvektor liegt tangential an der Raumkurve an, vgl. Abb. 1.32.
Daher gilt mit Gl. (1.61) und der Kettenregel, angewendet auf 7(s(t)),

.7 LA (ds\ Tt dFds [(ds\ ' dF .
dt de \ dt dsdt \ dt ds
Die Kritmmung  der Raumkurve ist definiert als Betrag der Anderung des Tangential-
vektors mit s, s. auch Abb. 1.33,

dr
dt

di(s)

ds

(1.64)

o=
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T(t)

[

Abbildung 1.32: Der Tangentialvektor .

@)
(s)
T(s+1s)
?(5) ?( s+A\s)

Abbildung 1.33: Anderung des Tangentialvektors mit s.

Der Kriimmungsradius p ist das Inverse der Kriimmung,

p=— (1.65)

Fiir eine geradlinige Bewegung gilt

~

f(s)=const., k=0, p=oc.

Gleichung (1.63) bedingt, dass Normalenvektor und Binormalenvektor in einer Ebene
senkrecht zu ¢ liegen, vgl. Abb. 1.34.

Da f ein Einheitsvektor ist, ist g—i L ¢; der Beweis ist analog zu Gl. (1.58). Einer

di

der beiden Einheitsvektoren kann daher proportional zu

Normalenvektor,
o di
n=—
ds

gewahlt werden. Dies ist der

dt A
" _ 1@ = A(s) . (1.66)

Co1di o di
/{ds_pds
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1.2 Vektorwertige Funktionen

Abbildung 1.34: Die von Normalen- und Binormalenvektor aufgespannte Ebene senkrecht
zu t.

s>

[

Abbildung 1.35: Tangential- und Normalenvektor. Die Schmiegungsebene ist identisch mit
der Zeichenebene.

Die von £ und 7 aufgepannte Ebene heiBt Schmiegungsebene, vgl. Abb. 1.35.
Der Binormalenvektor kann nun einfach durch das Kreuzprodukt von ¢ mit 7 definiert
werden, vgl. GL. (1.63):

b=1xn. (1.67)

Er steht senkrecht auf der Schmiegungsebene, vgl. Abb. 1.36.
Erfolgt die Bewegung in einer festen, d.h. zeitlich konstanten Ebene (womit die Schmie-
gungsebene, die mit dieser Ebene identisch ist, ebenfalls zeitlich konstant ist), dann ist

b unabhéngig von s, b = const.. Falls b sich mit s andert, so ist dies ein Maf} dafiir, wie
stark sich die Raumkurve aus der Schmiegungsebene “herausschraubt”. Daher ist auch

die Ableitung ¢ von Interesse. Unter Benutzung von Gl. (1.66) in der Form
di
ds

und der Tatsache, dass das Kreuzprodukt identischer Vektoren verschwindet, erhalten
wir:

= KN (1.68)

db thXA+tAxdﬁ AXA+£Xdﬁ fxdﬁ
— =—Xn — =KNXn — = —.
ds ds ds ds ds

Also ist 3—2 1 . Weil b ein Einheitsvektor ist, ist auBerdem j—é L b. Also muss j—é | 7 sein.
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Abbildung 1.36: Tangential-, Normalen- und Binormalenvektor. Die von ¢ und 7 aufge-
spannte Schmiegungsebene ist ebenfalls eingezeichnet.

Die (negative) Proportionalitdtskonstante bezeichnet man als Torsion 7 der Raumkurve,

db
Die inverse Torsion heif3t Torsionsradius,
1
=—. 1.70
o= (1.70)

Die Glgen. (1.68) und (1.69) definieren die Ableitungen von Tangential- und Binormalen-
vektor nach s. Es fehlt nur noch die Ableitung von # = b x ¢ nach s,

dn db civhx X
ds  ds ds
= —Taxt+bx (ki)
= 1b—ki, (1.71)
wobei wir im letzten Schritt 7 x { = —b und b x A = —f ausgenutzt haben. Die Glgen.

(1.68), (1.69) und (1.71) heiBen Frenetsche Formeln.

Beispiele:

1. Kreisbewegung: Der Ortsvektor in natiirlicher Darstellung ist durch Gl. (1.62)
gegeben. Daraus folgt fiir den Tangentialvektor

i dr ( .S S O)
= — = — S1n — — .
ds i R’ o8 R’

Die Ableitung von ¢ nach s berechnet sich zu

i _ (1 s 18 o
s URCR R™MER)

woraus fiir die Kriimmung folgt
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Der Kriimmungsradius ist also p = 1/k = R, d.h. identisch mit dem Radius des
Kreises — ein bei der Kreisbewegung nicht weiter iiberraschendes Ergebnis. Der
Normalenvektor ist dann

) dié ( s s O)
n=p—=[—cos—, —sin —
R’ R’ ’

und der Binormalenvektor errechnet sich zu

ZA) = £ XN = 51 (t2n3 — t3n2) —+ gg(tgnl — tl’ng) -+ 53(1}177,2 — f}g’nl)
—  (sin? S+ cos? 2)
€3 (sm R -+ cos I
= é53.

Der Binormalenvektor ist also konstant (wie man es bei der Bewegung in einer festen
Ebene erwartet, s.0.) und zeigt in z-Richtung, also senkrecht zur Kreisbewegung in
der (z,y)—Ebene. Zur Lage von Tangential- und Normalenvektor s. Abb. 1.37.

2 T

t

Abbildung 1.37: Tangential- und Normalenvektor bei der Kreisbewegung.

. Geschwindigkeit und Beschleunigung eines Massenpunktes: Die Geschwin-
digkeit ist
L dr drids  ds. . ds
U—E—gg—gt = ’U—|’U‘—E.
Die Beschleunigung ist

Loodg d(et) . dtds . o, . v?
a = = =vt+v— —=0vt+v'kn=vt+—n.

dt — dt ds dt P

Diese Gleichung besagt, dass die Beschleunigung in der von ¢ und n aufgespann-
ten Schmiegungsebene liegt. Wir unterscheiden die Tangentialbeschleunigung
a; = t-@ = ¥ und die Normal- oder Zentripetalbeschleunigung a,, = #-@ = v?/p.
Selbst wenn sich der Geschwindigkeitsbetrag zeitlich nicht dndert, v = 0, und so-
mit die Tangentialbeschleunigung verschwindet, so kann es dennoch eine Zentripe-
talbeschleunigung geben, welche die Geschwindigkeitsrichtung veréndert. Voraus-
setzung dafiir ist, dass der Kriimmungsradius p < oco. Umgekehrt gilt, dass es auf
gekriimmten Bahnen immer eine Beschleunigung gibt, selbst wenn der Betrag der
Geschwindigkeit konstant ist.
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1.3 Felder

Die Raumkurve R eines physikalischen Objekts ordnet einem Parameter, gewohnlich der
Zeit t, den Ortsvektor 7(t) zu diesem Zeitpunkt zu. Damit ist die Bahnbewegung des
Objekts beschrieben. Wir kennen jedoch noch nicht die Ursache dafiir, dass das Objekt
eine bestimmte Bahnbewegung durchfiihrt. Beim fallenden Ball aus Abb. 1.2 ist dies das
Gravitationsfeld der Erde.

Allgemein ist ein Feld A(7, ) eine physikalische Grofle, die an jedem Raumpunkt 7 und
zu jeder Zeit t einen gewissen Wert annimmt. Im folgenden wollen wir uns auf statische,
d.h. zeitunabhéngige Felder A(7) beschrianken.

1.3.1 Klassifikation von Feldern

1. Skalare Felder: Ein skalares Feld ¢ ordnet einem Raumpunkt 7" eine Zahl () zu,

e:R*O5>M — NCR
M>37 — o(F)eN.

Mathematisch bedeutet dies, dass ¢ eine skalarwertige Funktion dreier unabhéngi-
ger Variablen 7= (z1, z9, 3) ist.

Ein skalares Feld () kann man in Form von H6henlinien im R? darstellen, entlang
derer das Feld konstante Werte annimmt, ¢(7) = const.. Hierbei sollte die Differenz
Ay = ¢; — ¢; zwischen den Werten des Feldes fiir benachbarte Hohenlinien ¢(7) =
@; = const. und ¢(7) = ¢; = const. immer konstant gew&hlt werden.

Beispiele:

(i) o(r) = pr, B >0, wobei r = /22 +y?, vgl. Abb. 1.38(a). Fiir dieses sehr

einfache Feld sind die Hohenlinien im (z, y)—Diagramm #quidistant.

(ii) () =a/r, a <0, vgl. Abb. 1.38(b).

/5
)

(@) (b)

Abbildung 1.38: (a) Das Feld ¢(7) = Gr, > 0, als Funktion von r und als Hohenlini-
endarstellung. (b) Entsprechendes fiir das Feld ¢(7) = a/r, a < 0.
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2. Vektorfelder: Ein Vektorfeld ordnet einem Raumpunkt 7 einen Vektor d(7) zu,

aREO>M — NCR?
M>37F — dr)eN.

Mathematisch bedeutet dies, dass @ eine vektorwertige Funktion dreier unabhéngi-
ger Variablen 7= (z1, z9, 3) ist.

Auch hier kann man die H6henliniendarstellung verwenden, fiir Linien konstan-
ten Betrags |@(7)| = a(7) = const. im R3. Allerdings muss man zusétzlich die
Richtung von @(7) angeben, z.B. durch Vektorpfeile der Lénge a(7) am Ort 7.

Beispiele:

(i) a(r) = g, [ > 0, vgl. Abb. 1.39. Die Richtung von @(7) stimmt mit der
Richtung von 7 iiberein, also zeigen die Vektorpfeile radial nach auflen.

(ii) a(r) = qr/(4meer®) = q7/(4meer?). Dies ist das elektrische Feld einer Punktla-
dung ¢, die im Ursprung lokalisiert ist. Wir werden dies in der Elektrodynamik-
Vorlesung ausfiihrlich diskutieren. Auch dieses Feld zeigt radial nach auflen,
aber seine Stirke nimmt umgekehrt proportional mit dem Quadrat des Ab-
stands von der Punktladung ab.

\>>,
N

Abbildung 1.39: Das Feld a(r) = 87, § > 0, als Hohenliniendarstellung und mit Rich-
tungsfestlegung.

Eine zweite Moglichkeit, Vektorfelder darzustellen, ist die sog. Feldliniendarstel-
lung. Hier gibt die Richtung der Feldlinien die Richtung des Vektorfeldes und
die Feldliniendichte die Stdrke bzw. den Betrag des Feldes an. Beispiele sind in
Abb. 1.40 aufgefiihrt.

1.3.2 Partielle Ableitungen

Wie fiir Funktionen und vektorwertige Funktionen gibt es den Begriff der Stetigkeit auch
fiir Felder:
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(a) (b)

Abbildung 1.40: (a) Geschwindigkeitsfeld einer stromenden Fliissigkeit. (b) Magnetfeld
der Erde.

1. Ein skalares Feld ¢(7) ist stetig in 7o, falls Ve > 0 36 > 0, so dass V 7 mit
|7 = 7ol <0 gilt |o(F) — (7o) <e.

2. Ein skalares Feld o(7) ist stetig in einem Raumbereich M C R?, wenn o(7) stetig
Vi e M ist.

3. Ein Vektorfeld a(7) ist stetig in 7, wenn jede Komponente a;(7), i = 1,2,3, dort
stetig ist.

Felder sind auch differenzierbar. Da ein Feld von drei unabhingigen Variablen 7 =
(x1, 9, x3) abhingt, kann man auch nach diesen drei Variablen differenzieren. Dies fiihrt
zum Begriff der partiellen Ableitung. Dabei hélt man beim Ableiten nach einer be-
stimmten Variablen die anderen konstant, z.B. lautet die Ableitung nach

&P(F) ~ lim gp(qjl + Axq, ZI}Q,I'g) — 90(371, 1’27373)

0x1 22,13 Az1—0 Axq

(1.72)

Da bei der partiellen Ableitung nach einer Variablen die anderen immer konstant gehalten
werden, kann man sich die explizite Notation mit dem senkrechten Strich auch sparen.
Andere Schreibweisen der partiellen Ableitung sind daher

dp
8—901 = m@—(’)‘ls@-

Analog definiert man die partiellen Ableitungen nach x5 und 3,

Op(7) —  lim o(x1, 29 + Az, x3) — (21, 22, 3)
0x- Az2—0 Axy ’
1,T3
Dyp(7) —  lim @(x1, T2, 13 + Awz) — (21, 29, T3)
0xs 21,30 Az3—0 Axs .
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Beispiel:

L (1.73)

Vektorfelder leitet man ab, indem man jede Komponente partiell ableitet.

Beispiele:
3 3 3
L d(f) =67 = 0d(M) =00, wzj&;=pY 0m;& =0 0,& =06,
j=1 j=1 j=1

wobei wir 0z, /0x; = J;; ausgenutzt haben.
, T L T 3 I
2. ar)=a— = gar) = a@i—:a{—— (8ir)r+—38,~r]
r

Regeln der partiellen Differentiation:

1. 0i (p1+ p2) = 0ip1 + 0; 2.

Mehrfache partielle Ableitungen:

1. Zweifache partielle Ableitung nach einer Variablen wird auf die partielle Ableitung
der ersten partiellen Ableitung zuriickgefiihrt:
P 9 Oy
Ox?  Ox; Ox;

2. Dies 148t sich auf mehrfache partielle Ableitungen verallgemeinern:
an(p B ) an—l(p
ox?  Ow; Ozt

3. Gemischte partielle Ableitungen:
o 0 e
Ox;0x;  Ox; Oxj
Gewohnlich werden Ableitungen von rechts nach links abgearbeitet. Falls das Feld

jedoch zweifach stetig differenzierbar ist, darf man die Reihenfolge der partiellen
Ableitungen vertauschen:

Pp Py
&L’i&cj n 837]6.1’1 ’
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1.3.3 Totale Ableitung und totales Differential

Wir erinnern uns an die iibliche Kettenregel fiir Funktionen einer Verénderlichen, z.B.

e Af(@(t) _ df(z) dalt)
x x) dx
= . 1.74
dt de  dt (1.74)
Diese Regel hat auch Bestand, wenn wir Funktionen mehrerer Verénderlicher betrachten,
falls lediglich eine davon von dem Parameter, nach dem abgeleitet wird, abhéngt. Z.B.

fiir das Feld o(z1(t), o, x3) gilt

d@(%(t)a@,%) _ dgp(f‘) dZL‘l(t)

Wie aber verhélt es sich, wenn alle Variablen von demselben Parameter abhéngen, z.B.
o(x1(t), 22(t), 23(t)) = @(r(t)) 7 Wir definieren

Az (t) = it + At) —x;(t) <= x;(t + At) = (1) + Azy() ,

(1.75)

und berechnen den Differenzenquotienten
p(F(t + At)) — (1) @z + Azy,x0 + Axg, 23 + Az) — (21, 2, 3)

D = =
At At
1

= At [o(x1 + Az, 29 + Az, 23 + Axz) — (21, x9 + A, x5 + Axg)

)
— p(x1, 9, 23 + Axz) + p(x1, x2 + Azy, 23 + Axs)
+ o(x1, 29, x5 + Axg) — (21, T2, T3)]
o(r) + Az, 29 + Ao, x3 + Axg) — (21, 22 + Ay, 23 + Axs) Axy

Al‘l At
o(x1, 12 + Axo, x5 + Axs) — @(1, T2, 3 + Axs) Axy
+
AI‘Q At
n o(x1, 2, T3 + Axsg) — (21, 22, 73) Axy
ALE3 At ’

wobei wir die Zeitabhingigkeit der Argumente unterdriickt haben. Im Limes At — 0, in
dem wegen der Stetigkeit der Funktionen x;(t) auch Az;(t) — 0, i = 1,2,3, gehen die
Differenzenquotienten der Felder in die partiellen Ableitungen und die Differenzenquoti-
enten der Komponenten des Ortsvektors in die gewohnliche Ableitung nach der Zeit iiber.
Wir erhalten die sog. totale Ableitung des Feldes ¢(7(t)) nach t,
i D= 2200 01(0) | 0p(0) dralt) | 0l dns(t) _ 5~ 20(7) ds(t) _ )
At—0 8$‘1 dt 8l‘2 dt 8l‘3 dt —1 8$‘j dt dt
(1.76)

Diese Gleichung verallgemeinert die iibliche Kettenregel (1.74) auf die Kettenregel fiir
Funktionen mehrerer Verdnderlicher. Gleichung (1.75) folgt sofort als Spezialfall, fiir den
29 und x3 nicht von der Zeit abhidngen. Multipliziert man Gl. (1.76) mit dem Differential
dt, so erhélt man das totale Differential des Feldes (7),

dy(7) = Z 8;’? da; . (1.77)
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1.3 Felder

Anschaulich bedeutet dies die totale Anderung von ¢, wenn man von der Position 7 zur
neuen Position 7+ dr’ iibergeht.

1.3.4 Gradient, Divergenz, Rotation

Aus den partiellen Ableitungen des skalaren Feldes ¢(7) nach den einzelnen Komponenten
des Ortsvektors kann man ein Vektorfeld konstruieren, das sog. Gradientenfeld bzw. den
Gradienten von ¢,

arad o(F) = (&p(F) dp(r) (7 ) Z&p (M . (1.78)

Oxy = Oxy = Oxs Ox; €

Eine alternative (modernere und daher weitaus hiufiger vorkommende) Schreibweise fiir
den Gradienten ist die folgende. Man definiert zunéchst den sog. Nabla-Operator, einen
vektorwertigen Differentialoperator,

=, 8 a a 3 . a 3 -
V= <8x1’ Oxy’ aa:g) _;eﬂ’a—% —;Gj@w (1.79)

Dieser Operator wirkt auf Funktionen, die rechts von ihm stehen. Damit 148t sich der
Gradient von ¢(7) auch schreiben als

grad o(7) = V() .

Mit dem infinitesimalen Differenzenvektor di¥ = (dzy, dzs, dz3) kann man daher das totale
Differential (1.77) als Skalarprodukt des Gradienten von ¢(7) mit dr” schreiben,

dp(7) = [grad p(7)] - 47 = [Veo(7)] - a7 (1.80)

Wie kann man sich den Gradientenvektor eines Feldes veranschaulichen? Die infinitesimale
Positionsdnderung dr’ist beliebig, also kénnen wir sie im speziellen entlang einer Richtung
wéhlen, in der sich ¢(7) nicht dndert, also entlang einer Hohenlinie p(7) = const., entlang
der gilt dp(7) = 0. Dann ist

— V() Ldr.

= [Vo(] - a7

Hohenlinie

Der Gradient steht also senkrecht auf den Hohenlinien, vgl. Abb. 1.41(a). Gleichung
(1.80) 148t sich nun wie folgt interpretieren:

dip(7) = |Vep(P)| |d7] cos b,

wobei 6 der Winkel zwischen Vi und d7 ist, vgl. Abb. 1.41(b). Falls = 0, dann steht
d7 parallel zu Vi (7), also senkrecht zu den Héhenlinien und die Anderung de(7) ist
maximal. Falls § = 7/2, dann steht d7 senkrecht zu ﬁgp('r?), also entlang einer Hohenlinie
und dy(7) verschwindet. Fiir jeden Winkel 0 < 6 < 7/2 ist dp(r) > 0, aber gegeniiber
der maximal moglichen Anderung um cos < 1 reduziert.
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Vo)

~

¢=const.

(@) (b)
(b) Lage der Vektoren

Abbildung 1.41: (a) Veranschaulichung des Gradientenfeldes
(7) und d7 zur Bestimmung des Skalarprodukts deo(7) = Vi (7) - d7.

Rechenregeln:
== 6@1 + 6@2.

L. ﬁ(901 + ¢2)
2. Vi(gipa) = (Veor)pa + ¢1Via.
Den Beweis fithrt man am einfachsten in Komponentenschreibweise

Beispiele:
3
D @) &dy=) a

1. Sei @ = const.. Dann ist
3
Za,Vxl = Zazze}aﬂ;i
i=1  j=1

i=1 =1 7=1

2. Wegen GI. (1.73) ist

3. Wegen 0;r=2 = —
3
=1 | 2 .
V= = E eiaiﬁ:_ﬁ E €i7:—ﬁ7’.
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1.3 Felder
4. Mit f'(r) =df(r)/dr und Gl (1.73) ist

3 3 3
Vi)=Y aafe) =Y a o=y g YOI _ piys.

r

i=1 i=1

Der Gradient ist ausschliefflich fiir skalare Felder definiert. Der Nabla-Operator ist aber
formal ein Vektor, der mit anderen Vektoren durch das Skalarprodukt oder das Vektor-
produkt verkniipft werden kann. Die Verkniipfung des Nabla-Operators mit einem stetig
differenzierbaren Vektorfeld a@(7) mittels des Skalarprodukt fithrt zum Begriff der Diver-
genz des Vektorfeldes d(r),

diva(d) = V - a(7) = Z 8; a;(7) . (1.82)

Man nennt die Divergenz von d(7) auch das Quellenfeld von @(7). Wir werden die phy-
sikalische Interpretation aber spéter ausfiihrlich diskutieren.

Rechenregeln:
1. V-(@+b)=V-@a+V-b.
2. Fiir v = const. e Rgilt V- (va@) =7V - .

3. Fiir ein skalares Feld ¢ und ein Vektorfeld @ gilt V - (¢ @) = ¢ V - @+ @ - V. Diese
Gleichung lautet in etwas antiquierter Fassung div (p @) = ¢ divad + @ - grad ¢.

Der Beweis gelingt sehr einfach in Komponentenschreibweise fiir das Skalarprodukt.
Beispiele:
. - EE— = — . .
1. Sei @ = const.. Dann folgt V - @ = 0; konstante Vektorfelder sind quellenfrei.

2. 6 . F: 23:1 6jxj = 3.

3. Sei @ = const.. Dann ist

3 3 3
ﬁ(FX&’) = Z@k(FXE)kzzakZe,jkxla]
k=1 k=1 4,j=1
3 3
= Z Eijkajakﬂfz = Z Eijkajéik =0,
i,5,k=1 i,5,k=1

d.h. das Feld 7 x @ ist quellenfrei.

Das Skalarprodukt des Nabla-Operators mit sich selbst fiihrt auf einen neuen Operator,
den sog. Laplace-Operator A:

. _ s B 0 9p() = Pe(r) _
3 2 3
j=1 J j=1
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Zum Schluf} verkniipfen wir noch den Nabla-Operator mit einem stetig differenzierbaren
Vektorfeld @(r) mittels des Kreuzprodukts. Dies fithrt zum Begriff der Rotation des
Vektorfelds a(r),

3

rotd(f) =V x a(f) = Y e a;(F) &

1,7,k=1
o 8(13 (T_‘) 8&2 (F) - 8(11 (F) 8&3 (F) - 8(12 (F) 8&1 (’I?)
- < 8@ 8903 te 8903 8951 + “s 8951 8952 (184)

Die Rotation definiert das sog. Wirbelfeld eines Vektorfeldes @(7); mehr zur physikali-
schen Interpretation folgt spéter.

Rechenregeln:

1. Vx(@+b)=Vxa+V xb.

2. Fiir v = const. € R gilt V x (va) = YV X @.

3.V x (pa) = cpﬁ X a—+ (ﬁcp) x d. Beweis als Ubungsaufgabe.

4. Fiir zweimal stetig differenzierbare skalare Felder o(7) gilt:

rot grad () = V X [ﬁgo(f‘)} =0, (1.85)
Gradientenfelder sind stets wirbelfrei.
Beweis:
3 3.
Vx(Ve) = Y eud@o)éi= Y 3 (€ijk — €jik) (0:0; ) €,
i,j,k=1 6,J:k=1
1< 1<
= §Zeijk(aa]<p5 52%30
i,k=1 k=1

wobei wir in der zweiten Zeile im zweiten Term die zweifache stetige Differenzier-
barkeit von ¢ ausgenutzt haben, welche auf 0;0; ¢ = 0, 0; ¢ fithrt. Wenn wir nun
im zweiten Term die Umbenennung ¢ < j in den Summationsindizes vornehmen,
sehen wir, dass der zweite Term identisch mit dem ersten ist, die beiden Terme sich
also gegenseitig wegheben, q.e.d.

Bemerkung: Die Beweisidee stiitzt sich auf folgende allgemein giiltige Regel. Sei
Qjyigeiojin, €N Tensor m. Stufe, der symmetrisch in den Indizes ¢ und j ist,
Wiigeriongoin = igigejoioin, UNA b ip.iejo,, €in Tensor m. Stufe, der antisymme-
trisch im gleichen Indexpaar ist, b; iy...ivjoin, = —Dijig.jorioiy, - Dann gilt

Z Aiyig-iejevip bi1i2~~~i---j---im =0. (186)
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Der Beweis erfolgt analog dem fiir obige Rechenregel 4., indem man unter Benutzung
YOI by igevivjoiy = (Diyigerivjoimn — Diyigerejoioiny ) /2 die Doppelsumme in zwei Terme
aufspaltet, die Symmetrie von a;,j,...i...j...;, im zweiten Term ausnutzt und schliefSlich
die Summationsindizes ¢ «<» j umbenennt.

. Fiir zweimal stetig differenzierbare Vektorfelder a(7) gilt:

div rot @(7) = [v X a(f‘)} —0, (1.87)
Wirbelfelder sind stets quellenfrei.
Beweis:
. 3 3 3
V- (V X 5:) = Z@, Z €j]“ 8 ak Z €iki (6, 8j ak)
i=1 7,k=1 1,7,k=1
3 3 1
= Z 6]]% Elk_] 8 8 CLk = Z 5 Eljk Eﬂk (82 8j CLk) .
i,5,k= 1 i,5,k=1

Ab hier verlauft der Beweis analog dem in der vorangegangenen Regel 4. Man erhélt
das Ergebnis aber auch schon ausgehend von der vorangehenden Zeile unter Benut-
zung von Gl (1.86), denn €jy; ist antisymmetrisch in ¢ und j, wéhrend 0; 0; ay
symmetrisch in diesen beiden Indizes ist, q.e.d.

. Ein Vektorfeld, welches in Richtung des Ortsvektors zeigt und nur vom Betrag des
Ortsvektors abhéngt, z.B. f(r) 7, bezeichnet man als Zentralfeld. Es gilt:

V x [f(r)f] =0, (1.88)

Zentralfelder sind stets wirbelfrei.
Beweis:
3
- . i1
Vx [f(r)i] = Z €ijk O [f(r) 7]] €k
ij,k=1
3

= 3 a [F0 BT BB

- r r?
i,5,k=1
3
X T oy —xixi/r|
= D [f'(r)%+f(r)wT”/} € =0,
irj k=1

nach Anwendung von GI. (1.86), denn der Ausdruck in eckigen Klammern ist sym-
metrisch in den Indizes ¢ und j, wéhrend €;;, antisymmetrisch ist, q.e.d.

. Fiir zweimal stetig differenzierbare Vektorfelder d(r) gilt:
rotrotd(r) = graddiva(r) — Ad(r)
oder V x [ﬁ X 6(7*‘)} - v [v : a(f)} —AG() . (1.89)

Beweis als Ubungsaufgabe.
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13.11.2009

.4 Matrizen und Determinanten
1.4.1 Matrizen

Ein rechteckiges Zahlenschema aus m Zeilen und n Spalten

a;n Q2 -+ Aip

Q21 Q22 -+ QA2p
A= . . . =(ay) i=1,...m
: : : j=1,..., n

m1 Am2 - OGmn

heifit (m X m)—Matrix.
Zwei (m x n)—Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) sind identisch, wenn alle ihre Ele-
mente identisch sind, a;; =b;; Vi,7,¢=1,...,m, j=1,...,n.

Spezielle Matrizen:

1. Quadratische Matrix: m = n.

2. Zeilenvektor: m = 1.

3. Spaltenvektor: n = 1.

4. Nullmatrix: alle Elemente sind null.

5. Symmetrische Matrix: quadratische Matrix mit a;; = a;; V ¢, j. Insbesondere
ist die Matrix dann symmetrisch gegeniiber einer Spiegelung ihrer Elemente an der
Hauptdiagonalen.

Beispiel:

1 5
5 2 4
4 3

6. Diagonalmatrix: quadratische Matrix mit a;; = a; d;;; nur die Elemente auf der
Hauptdiagonalen sind von null verschieden,

a, 0 - 0
diag (ay,...,a,) = 0

: 0

0 --- 0 a,

7. Einheitsmatrix: quadratische Matrix mit a;; = d;;, bzw. Diagonalmatrix mit a; =

L
10 0
1=|"
: S
0 0 1
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1.4 Matrizen und Determinanten

8. Transponierte Matrix: A" = (aj;) = (a;;). Sie folgt aus der Matrix A durch
Vertauschen von Zeilen und Spalten,

aix Qg1 - Qml

A1z Q22 -+ Qm2
AT =

Aip G2, - Omp

Die transponierte Matrix A7 ist eine (n x m)—Matrix.

Rang einer Matrix: Man kann die m Zeilen bzw. n Spalten einer (m x n)—Matrix als
Zeilen- bzw. Spaltenvektoren interpretieren. Die Anzahl linear unabhéingiger Zeilen- bzw.
Spaltenvektoren heifit Zeilen- bzw. Spaltenrang der Matrix. Man kann zeigen, dass der
Zeilenrang mit dem Spaltenrang identisch ist, deshalb spricht man allgemein vom Rang
der Matrix.

1.4.2 Rechenregeln fiir Matrizen

1. Addition: A, B seien (m xn)—Matrizen. Dann ist C' = A+ B eine (m x n)—Matrix
mit den Elementen
Cz’j :aij+bl-j VZ,j .
Matrizen werden also elementweise addiert. Es ist klar, dass man nur Matrizen
gleichen Typs, also mit gleicher Anzahl von Zeilen und Spalten addieren kann.

2. Multiplikation mit reellen Zahlen: A sei eine (m x n)—Matrix und A € R. Dann
gilt
ANA= ()\ CLZ']') .

Jedes Element von A wird mit A multipliziert.

3. Multiplikation von Matrizen: Sei A eine (m x n)—Matrix und B eine (n X
r)—Matrix. Dann ist C' = AB eine (m x r)—Matrix mit den Elementen

n
Cz‘jZE apbej, i=1,....om, j=1,...,r.
k=1

Mit anderen Worten, ¢;; ist das Skalarprodukt des i-ten Zeilenvektors von A mit
dem j-ten Spaltenvektor von B,

Spalte j Spalte j
blj
Zeile i ;1 Qi = Zeile i T Gy
by

Offenbar ist die Matrizenmultiplikation nur fiir den Fall definiert, dass die Anzahl
der Spalten der ersten Matrix A mit der Anzahl der Zeilen der zweiten Matrix
B {ibereinstimmt.
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Spezialfille:

(i) m = r = 1. In diesem Fall ist A ein Zeilenvektor und B ein Spaltenvektor
und die Matrix C besteht aus einem einzigen Element, c¢;;, welches mit dem
Skalarprodukt der beiden Vektoren identisch ist,

bll n
C=AB=(a1,...,a1,) : :Zalkbklzcll-
bnl =

(ii) 7 = 1. In diesem Fall ist A eine (m x n)—Matrix, aber B ein n-dimensionaler
Spaltenvektor. Damit ist C' ein m-dimensionaler Spaltenvektor,

ai; QA1n bl 8] n
C=AB=| : . = e =D b

m1 - Gmn bn Cm
Die Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ,
AB# BA.

Dies ist klar, da i.a. m # r und das Produkt B A gar nicht definiert ist. Fiir den Fall,
dass m = r, ist dies ebenfalls klar, da A B eine (m x m)—Matrix ist, wiahrend B A
eine (n x n)—Matrix ist und i.a. m # n. Voraussetzung fiir die Kommutativitét der
Matrizen A und B wére also, dass m = n = r, d.h. dass sie quadratische Matrizen
sind. Aber selbst dann ist das Produkt A B nicht gleich B A, wie man sich anhand
von Gegenbeispielen leicht klarmacht.

4. Inverse Matrix: Die inverse Matrix A~! hat die Eigenschaft, dass

ATA=AA" =

1.4.3 Drehmatrizen

Seien Y, ¥ zwei rechtshandige Koordinatensysteme, reprasentiert durch die Orthonor-
malbasen {€}, é, €5} bzw. {€], €, €5}. Man kann durch eine Translation bewirken,
dass die Urspriinge von ¥ und ¥’ zusammenfallen, O = O’. Dann sind ¥ und ¥’ i.a. noch
gegeneinander gedreht, vgl. Abb. 1.42.

Wir betrachten nun den Ortsvektor der Position eines physikalischen Objektes, die

selbstverstéindlich unabhéngig von der Wahl des Koordinatensystems ist,

:Za: Zaz’ el (1.90)

Bei vorgegebenen Basen {€}, &, &3} und {€&/, €, €3} und bei Kenntnis der Komponenten
x; lassen sich die Komponenten 2 durch Projektion von (1.90) auf den Einheitsvektor €/

ausrechnen,
3
o VRV rs oot
E xj€j Z-—E x]ej-ei—g T 05 = T, (1.91)
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Abbildung 1.42: Die beiden gegeneinander gedrehten Koordinatensysteme > und Y.

wobei wir die Orthonormalitét der Einheitsvektoren in der gestrichenen Basis ausgenutzt
haben, €/ - €/ = d;;. Die Frage ist, wie das Skalarprodukt €; - €/ zu berechnen ist. Dazu
machen wir die folgende Uberlegung. Jeder Einheitsvektor €/ im gestrichenen System hat

natiirlich auch eine Komponentendarstellung im ungestrichenen System,

3
& => dué, (1.92)
o

wobei wir die Komponenten des i-ten gestrichenen Einheitsvektors im ungestrichenen
System mit d;, bezeichnet haben. Durch Projektion dieser Gleichung auf €; und Ausnutzen
der Orthonormalitét €} - € = d, erhalten wir

3 3
€; -@':Zdik@ < €k :Zdz‘k5jk = d;; = cos p; , (1.93)
k=1 k=1

wobei ;; der Winkel zwischen der i-ten Achse im gestrichenen System ' und der j-ten
Achse im ungestrichenen System ¥ ist.

Die neun Zahlen d;;, i, j = 1,2, 3, lassen sich in Form einer (3 x 3)—Matrix schreiben,
der sog. Drehmatrix,

dll dlZ d13
D = (dy) = (cospij) = | dar dao dog | . (1.94)
d31 dsz  dss

Aus der Orthonormalitédt der Basisvektoren und Gl. (1.92) berechnen wir

l

®

3 3 3
0ij = € - é}( = Z dir dji € - € = Z dik, dji Oy = Zdik dji, - (1.95)
k=1 k=1 k=1

Dies bedeutet, dass der Zeilenvektor, der durch die Elemente der i-ten Zeile der Drehma-
trix D gebildet wird, orthonormal zu dem Zeilenvektor ist, der durch die Elemente der
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j-ten Zeile gebildet wird. Man bezeichnet diesen Sachverhalt auch als Zeilenorthonor-
malitit der Drehmatrix.

Gleichung (1.91) kann nun unter Zuhilfenahme von GI. (1.93) folgendermaflen geschrie-
ben werden,

3
j=1
bzw. in Matrixschreibweise

(X)) =Dr(X). (1.97)

Hierbei bezeichnet /(%) den Vektor, der aus den Komponenten z; des Ortsvektors im
gestrichenen, gegeniiber ¥ gedrehten System ¥ gebildet wird, wihrend 7(X) der Orts-
vektor im ungestrichenen System 3 ist. Die Drehmatrix D bewirkt die Drehung des Ko-
ordinatensystems ¥ nach ¥’. Man beachte hierbei, dass sich der physikalische Ort des
Objektes nicht dndert, sondern lediglich das Koordinatensystem zur Beschreibung dieses
Ortes. Drehungen des Koordinatensystems bezeichnet man als passive Drehungen. Im
Gegensatz dazu gibt es auch die sog. aktiven Drehungen, bei denen sich das Koordina-
tensystem nicht dndert, aber Vektoren in diesem System gedreht werden und damit ihre
Lage veréndern.

16.11.2009
Die inverse Matrix D~ macht die Transformation (1.97) riickgiingig,
D'F(X)=D'DFAX) =173) =7(X) . (1.98)

Die Elemente d;jl von D~! ergeben sich aus folgender Uberlegung. Wir projezieren Gl.
(1.90) auf €; und benutzen Gl. (1.93) in der Form €} - €; = ¢€; - €] = dj:

T = ix;eﬁj'-e} = idﬁx; ,
j=1 j=1
oder unter Benutzung von d;; = dg; in Matrixschreibweise:
F(X) = D" F(Y). (1.99)
Der Vergleich von Gl. (1.98) mit Gl. (1.99) liefert:
D' =D", dj' =d, =dj . (1.100)

Matrizen, die diese Identitét erfiillen, nennt man orthogonale Matrizen.
Die Zeilenorthornormalitét (1.95) 148t sich ebenfalls in Matrixschreibweise fassen:

3 3
= di jk—ded;{] N dyd;] < 1=DD"=DD.
k=1 k=1

Es gilt aber auch 1 = D71D, oder in Komponenten

3 3 3
0 =Y dytdiy = diydi; = dridyj . (1.101)
k=1 k=1 k=1
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Diese Gleichung 148t sich analog der Zeilenorthonormalitit so interpretieren, dass die
Spaltenvektoren, die die Matrix D bilden, orthonormal zueinander stehen. Man spricht
von der Spaltenorthonormalitéit der Drehmatrix.

Beispiel: Wir betrachten eine Drehung des Koordinatensystems um die z-Achse, vgl.
Abb. 1.43. Eine solche Drehung veréndert lediglich die z- und y-Komponenten des Orts-
vektors 7, also die Komponenten von p, der Projektion des Ortsvektors auf die (x, y)—Ebene.
Die z-Komponente von 7 bleibt unveréndert, xf = x3.

Abbildung 1.43: Drehung des Koordinatensystems um die z-Achse.

Wir betrachten zunichst die rechte Seite der Abb. 1.43. Eine geometrische Uberlegung
fithrt auf die folgenden Relationen:

— —/ . —/
T1€ = T1cospe —xpsing e, ,

To€y = Ty Sing & + Ty COSP Ey .

Die Projektion p des Ortsvektor ist aber in beiden Systemen identisch,

P = 116 +xéy=2x] 8 +15¢,
= (x1 cosp + 9 sinp) €] + (—xy sinp + x5 COS ) €y
= 1] = 1z co8p+apsing, (1.102)
rh = —mxysing+ s cose . (1.103)

Andererseits lassen sich die Komponenten im gedrehten System bei Kenntnis der Dreh-
matrix auch itber Gl (1.97) berechnen. Die Komponenten der Drehmatrix konnen aus
ihrer Definition (1.93) und Abb. 1.43 bestimmt werden. Mit cos(§ — ¢) = siny und
cos(§ + @) = —sin g erhalten wir

— —/ — —/ . — —/
dyy =€1-€] =cosp, dig=¢€y-€f =sing, dig=eé3-€; =0,
o Sy . = =/ = =)
dyy =€1-€y=—sinp, dyy==¢€y-€y =cosp, dog=¢€3-€5 =0,
d31—61'63—0, d32—62'63—0, d33—63'63—1,
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bzw. in Matrixschreibweise

cose singp 0

D=| —sing cosp 0
0 0 1
Damit ist
x) cosp singp 0 T
FX)=1| 2, | =Dr(X)=| —sinp cosgp 0 To
xh 0 0 1 T3

Nach den Regeln der Matrixmultiplikation fiihrt dies ebenfalls auf die Gleichungen (1.102)
und (1.103), sowie auf x} = x3.

Damit eine Matrix D eine Drehung beschreibt, muss sie eine orthogonale Matrix sein,
d.h. Gl. (1.100) bzw. die Zeilenorthonormalitéit (1.95) und die Spaltenorthonormalitét
(1.101) miissen erfiillt sein. Aber fiihrt diese Drehung eine rechtshindige Basis {é7, €5, €3}
ine eine rechtshindige Basis {€], €, €4} iiber? Dazu muss offenbar aus € - (€3 x é3) = 1
auch €7 - (€, x €3) = 1 folgen. Dies kann man mit Hilfe der sog. Determinante von D
iiberpriifen, det D. Um die Handigkeit des Koordinatensystems bei der Drehung zu erhal-
ten, muss det D = +1 gelten (dies werden wir weiter unten beweisen). Diese Drehungen
heiflen eigentliche Drehungen. Falls det D = —1, so handelt es sich um uneigentli-
che Drehungen. Man erhélt sie aus den eigentlichen Drehungen durch Hinzunahme der
Raumspiegelung (z.B. durch Inversion einer ungeraden Anzahl von Koordinatenach-
sen).

Orthogonale Matrizen in n Dimensionen bilden eine Gruppe im mathematischen Sinn,
die man mit O(n) bezeichnet. Orthogonale Matrizen, die zusétzlich noch det D = +1
erfiillen, bilden eine Untergruppe der O(n), die Gruppe der speziellen orthogonalen Ma-
trizen, SO(n). Es gilt O(n) = SO(n) x Z,. Die Gruppe Z, ist die zyklische Gruppe
mit zwei Elementen, welche man zur Charakterisierung von Raumspiegelungen verwenden
kann. Wéhrend die SO(n) eine sog. kontinuierliche Gruppe darstellt, ist Z5 eine sog.
diskrete Gruppe.

1.4.4 Determinanten

Sei A eine (n x n)—Matrix. Dann ist die Determinante von A definiert als

a1 - Qip

detA=| i o =) sen(P)aiy)aape)  Gupi) (1.104)
Qp1 - Qnp P

wobei {p(1), p(2),..., p(n)} = P(1,2,...,n) eine Permutation der Folge {1,2,...,n}

ist. Eine Permutation ist definiert als eine Abfolge von Transpositionen, das sind suk-

zessive Vertauschungen benachbarter Elemente der Folge. Gerade Permutationen entste-

hen aus der urspriinglichen Folge durch eine gerade Zahl von Transpositionen, ungerade

Permutationen entsprechend durch eine ungerade Zahl von Transpositionen.
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Eine Permutation éndert die Reihenfolge der Elemente der Folge, jedes Element kommt
aber weiterhin genau einmal vor. Dies bedeutet, dass jeder Summand auf der rechten Seite
der Definition (1.104) ein Element aus jeder Zeile und ein Element aus jeder Spalte der
Matrix A enthélt. Die Summe lduft iiber alle moglichen Permutationen dieser Folge und
besteht damit aus n! =1-2-3--.-n Termen.

Das Symbol sgn (P) steht fiir das Vorzeichen der Permutation P. Es ist definiert als
sgn (P) = (—1)?, wobei Z die Zahl der Transpositionen ist, um aus {1,2,...,n} die
Folge {p(1), p(2),..., p(n)} zu erhalten. Mit anderen Worten, sgn (P) = +1 fiir gerade
Permutationen von {1,2,...,n} und sgn (P) = —1 fiir ungerade Permutationen.

Fiir n < 2 ist die Determinante direkt aus ihrer Definition (1.104) berechenbar:

n=1: detA = det(au) =dai ,

@11 a2
Q21 A22

n=2: detA = = sgn(l?) aj] a9 + sgn(21) 19 91 = Q11 A92 — A12 Q21 .

Daraus resultiert eine einfache Merkregel fiir die Berechnung von (2 x 2)—Determinanten:
man subtrahiere das Produkt der beiden Nebendiagonalelemente vom Produkt der beiden
Hauptdiagonalelemente.

Fiir n > 2 wird die Berechnung der Determinante geméf ihrer Definition (1.104) schnell
zu kompliziert, da die Zahl der Permutationen rapide ansteigt. Z.B. gibt es fiir n = 3 schon
3! = 6 Terme unter der Summe. Hier hilft der sog. Entwicklungssatz:

det A = Z 1) a5 Ayj (1.105)

wobei A;; die sog. Unterdeterminante ist, die aus Streichen der i-ten Zeile und j-ten
Spalte aus det A resultiert. Man beachte, dass der Zeilenindex 4 in Gl. (1.105) fest vorge-
geben, aber frei wiahlbar ist. Man entwickelt also nach der i-ten Zeile der Determinante.
Bei konkreten Berechnungen ist es daher sinnvoll, die Zeile mit den meisten Nullen zu
wéhlen, weil dann die Zahl der Terme in der Summe auf der rechten Seite von Gl. (1.105)
auf ein Minimum reduziert werden kann.

Die Unterdeterminante A;; ist die Determinante einer [(n — 1) x (n — 1)]—Matrix, fir
die geméf der Definition (1.104) n! — (n —1)! = (n — 1) - (n — 1)! weniger Terme in der
Summe in Gl. (1.104) auftreten als fiir die urspriingliche Determinante. Allerdings muss
man i.a. n solcher Unterdeterminanten ausrechnen, es sei denn, einige Elemente a;; der
1—ten Zeile der Matrix A sind null.

In praktischen Berechnungen wendet man den Entwicklungssatz rekursiv an, also be-
rechnet jede Unterdeterminante A;; erneut mit Hilfe des Entwicklungssatzes. Dies fiithrt
letztlich auf (2 x 2)—Unterdeterminanten, die man einfach wie oben beschrieben berechnen
kann.

Man kann aber anstatt nach einer Zeile auch nach einer Spalte entwickeln,

det A = Z 1) a;; Ajj . (1.106)

Den Beweis fithrt man ausgehend von der Identitét

det A = det A™ | (1.107)
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1 Mathematische Vorbereitungen

welche man durch Anwenden der Definition (1.104) der Determinanten und geeignetem
Umsortieren der Terme beweist.

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir den Fall n = 3 und die Entwicklung nach der
ersten Zeile. Dieser Spezialfall des Entwicklungssatzes ist als Sarrus-Regel bekannt:

aij; a2 a3
ag1 Qg2 Q23
ag1 asz g3

Q22 Q23
ag2 ass

a1 Q22
azy asg

= a1

= a1 (a22 aszz — 23 a32) — a2 (a21 a3z — Q23 a31) + a3 (fl21 azz — 422 asl)
3

= E €ijk Q1 Q25 A3k -
i,5,k=1

Die letzte Zeile folgt auch direkt aus der Definition (1.104), wenn wir bedenken, dass €y,
mit dem Vorzeichen der Permutation (7, j, k) von (1,2, 3) identisch ist.

1.4.5 Rechenregeln fiir Determinanten

1. Multiplikation einer Zeile oder Spalte mit o € R, z.B. fiir eine Zeile:

11 Q1n 11 A1n
o a; aa;, | =ol a Qin (1.108)
an1 Ann an1 Ann

Der Beweis folgt direkt aus dem Entwicklungssatz, durch Entwickeln nach der be-
treffenden Zeile oder Spalte. n-faches Anwenden liefert

det (¢ A) = a" det A .

2. Addition eines Vektors zu einer Zeile oder einer Spalte, z.B. fiir eine Zeile:

ai

a;1 + b1

an1

A1n
Qin + bn

ann

aii

A1

Qn1

a1n

Qin

ann

ai
by

an1

A1n
bn

ann

(1.109)

Der Beweis folgt direkt aus dem Entwicklungssatz, durch Entwickeln nach der be-
treffenden Zeile oder Spalte.

3. Vertauschen einer benachbarten Zeile oder Spalte dndert das Vorzeichen der Deter-
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minante, z.B. fiir eine Zeile,

ai

;1
@411

an1

a1n

Qin

Ait1n

ann

1.4

ai

@i41,1
;1

an1

Matrizen und Determinanten

a1n

Ait1n
Ain

ann

(1.110)

Dies beweist man direkt mit der Definition (1.104) der Determinante, unter Bertick-

sichtigung, dass sgn (1,2, ...

i+ 1,...n) = —sgn(1,2,...,i+1,4,...

,m); eine

weitere Transposition zweier Zahlen in einer gegebenen Permutation &dndert das

Vorzeichen der Permutation.

4. Die Determinante einer Matrix mit zwei identischen Zeilen oder Spalten verschwin-
det, z.B. fiir eine Zeile:

a1

i1

i1

Qn1

Q1n

Qin

Ain

ann

(1.111)

Der Beweis lautet wie folgt: zunéchst vertauscht man Zeilen oder Spalten, bis die
beiden identischen Zeilen oder Spalten benachbart sind. Aufgrund der Definition
(1.104) mag sich dabei das Vorzeichen der Determinante dndern (bei einer ungeraden
Zahl von Vertauschungen), oder aber es bleibt wie es ist (bei einer geraden Zahl von
Vertauschungen). Dieses Vorzeichen spielt aber fiir die weitere Argumentation keine
Rolle. Nun vertauscht man noch die beiden identischen benachbarten Zeilen oder
Spalten. Nach Gl. (1.110) sollte sich dabei das Vorzeichen der Determinante &ndern.
Jedoch hat man die Determinante nicht verédndert, da die beiden Zeilen oder Spalten

identisch sind. Dies ist nur moglich, falls die Determinante null ist.

5. Addition einer mit einer Zahl o € R multiplizierten Zeile oder Spalte zu einer
anderen Zeile oder Spalte édndert die Determinante nicht, z.B. fiir eine Zeile:

ai
a;1 + aaj
Cljl

an1

A1n
Qi + QG
Cljn

ann

aii

a1

Cle

Qn1

A1n

Qip

Cljn

aTL'I’L

ayp - Qip

a]l . .. a]n

a]l . a]n

Ap1 *+ Gpp

Hierbei wurden die Eigenschaften (1.109) und (1.111) ausgenutzt.

aii
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1 Mathematische Vorbereitungen

6. Die Determinante eines Produktes von zwei Matrizen ist gleich dem Produkt der
jeweiligen Determinanten,

det (AB) =det Adet B . (1.113)

7. Die Determinante einer Diagonalmatrix ist das Produkt der Diagonalelemente,
det diag(ay, ..., a I_IaZ ) (1.114)

Der Beweis folgt direkt aus dem Entw1ck1ungssatz.

8. Als Korollar zu Gl. (1.114) folgt: die Determinante der Einheitsmatrix ist 1,
det1=1. (1.115)

9. Aus den Eigenschaften (1.113) und (1.115) folgt sofort
1

~det A

Beweis: det 1 = det (A A7) = det A det A1, q.e.d.

det A7 =

(1.116)

10. Multipliziert man die Elemente a;;, der i-ten Zeile mit (—1)j+k A, wobei j # i, und
summiert iiber alle k, so ergibt sich

Zak 1) A =0 (1.117)
Entsprechendes gilt fiir die Spalten

Za 178 A =0 (1.118)

Zum Beweis von Gl. (1.117) deﬁmeren wir eine Matrix B, die mit A identisch ist,
bis auf die Tatsache, dass die Elemente der j-ten Zeile wieder die gleichen sind wie
die in der i-ten Zeile,

ann - Qin
ajp 0 Qin
B =
Zeile j a1 Qip
Ap1 - App

Gemaf Gl. (1.111) verschwindet die Determinante von B. Andererseits ist nach dem
Entwicklungssatz, bei Entwicklung nach der j-ten Zeile,

n

0=detB = Z bk 1)+ Ajg Z ai (—1)7F Aji, qed.

k=1

Der Beweis fiir Spalten geht analog.
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1.4 Matrizen und Determinanten

1.4.6 Anwendungen

1. Inverse Matrix: Die Inverse A~! einer Matrix A existiert genau dann, wenn
det A # 0, und sie hat die Elemente

(=) A,
apt = (1.119)

Man beachte die Reihenfolge der Indizes in der Unterdeterminante Aj;!

Beweis: Wir definieren eine (n x n)—Matrix B mit Elementen b;; = (—1)"7 Aj;.
Nach dem Entwicklungssatz gilt

det A = Z aij (1) Ay i a;jbji = (AB)y

= Z( 1) Ajjai; = Z bjiaij = (B A)y;

i=1

Hier haben wir in der ersten Zeile nach der i-ten Zeile und in der zweiten Zeile nach
der j-ten Spalte entwickelt. Da ¢ und j beliebig waren, sind offenbar alle Diagonal-
elemente der Produktmatrizen A B und B A alle identisch mit det A. Andererseits
verschwinden alle Nebendiagonalelemente aufgrund von Gl. (1.117),

:Zaikbkj Zak JJrkAk_O fU_I'Z#j
k=1

Die Produktmatrizen haben also die Form
Multiplikation dieser Gleichung von links oder von rechts mit A~! liefert

- B L (—1)HA,,
1 — = R S A L ed.
det A ij det A 1€

2. Vektorprodukt: Die Berechnung von a x b 148t sich mit Hilfe der Sarrus-Regel

gestalten:
51 52 53
- | a2 as - | 1 as S | a1 ag
a; as a =
3 by bs by bs by b
by by b3

—

= €1 (agbs —azgbe) — € (a1 by —azby) + é5(ay by — az by)
3

= E Eijk a; bj (A
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o8

Es ist zu beachten, dass der Ausdruck auf der linken Seite nur als mnemonische
Hilfe (von griech.: pvrun, Gedachtnis, oder uvnuovikés, ein gutes Gedachtnis ha-
bend; auf gut deutsch: Gedéchtnisstiitze) zur Berechnung der rechten Seite dient;
eine Determinante mit Vektoren als Elemente einer Zeile ist mathematisch nicht
wohldefiniert.

. Rotation: Fiir die Rotation gilt entsprechendes,

€1 € €3
6 X d= 81 82 83
ap az as
. Spatprodukt:
ay Gz as
G- (bxd)=|b by by
Ci C2 C3

Dies folgt aus der Regel fiir das Vektorprodukt, oder durch direktes Ausrechnen der
Determinante.

Spezialfall:

—

1
€1'<€2X€3>: 0 =detl=1.
0

o = O
_ o O

. Drehmatrix: Unter welchen Voraussetzungen ist eine beliebige Matrix D eine Dreh-

matrix? Wir hatten gesehen, dass sie einerseits eine orthogonale Matrix sein muss,
DT = D~!. Aus dieser Tatsache folgt sofort, dass ihre Determinante den Wert %1
annimmt,

1 = detl=det(DD™?) =det(DDT)=detD det D" = (det D)?
= detD = =1,

wobei wir die Glgen. (1.107), (1.113) und (1.115) benutzt haben.

Andererseits muss sie eine rechtshindige Basis {€}, €5, €3} in eine ebenfalls rechts-
héndige Basis {€7, €5, €5} iberfiihren, d.h. aus €} - (€5 x €5) = +1 muss €} - (€, x €3) =
+1 folgen. Letzteres ist durch die Orthogonalitdt allein nicht gewéhrleistet. Wenn
man z.B. in der ¢-ten Zeile die Vorzeichen aller Elemente umkehrt, d;; — —d;;, dann
dndert sich die Zeilenorthonormalitét nicht, aber der gestrichene i-te Einheitsvektor

andert sein Vorzeichen,

3

3
_),— .A_)A __),— —_— .. _’,
ei—§:d”e] ’ ei_§:( dij) € .
Jj=1

j=1

Wenn man den Vorzeichenwechsel der Elemente fiir eine ungerade Zahl von Zeilen
durchfiihrt, macht man aus einem rechtshandigen Koordinatensystem ein linkshandi-
ges. Offensichtlich bewirkt diese Anderung auch einen Vorzeichenwechsel der Deter-
minante, det D — —det D.



1.4 Matrizen und Determinanten

Aber welches Vorzeichen hat det D fiir die Uberfithrung eines rechtshéndigen in ein
rechtshiindiges System? Hierzu benutzen wir die fiir rechtshéndige Systeme giiltige
Identitét (1.44) und berechnen mit der Drehung (1.92) der Einheitsvektoren und
der Sarrus-Regel

3 3
& (B x )= > dimdonds G (6 X &)= > €pnr diy doy ds, = det D .

m,n,r=1 m,n,r=1

Damit nun das gestrichene Koordinatensystem wieder ein rechtshdndiges System ist,

muss det D = +1 gelten. 20.11.2009

. Lineare Gleichungssysteme: Wir betrachten das Gleichungssystem

a11x1+a12x2+...+a1nxn = b1
— ATZ=0. (1.120)

Ap1 L1+ Qo To + ...+ apn T, = by

Falls b = 0, spricht man von einem homogenen Gleichungssystem, andernfalls von
einem inhomogenen Gleichungssystem. Dieses Gleichungssystem hat genau dann
eine eindeutige Losung, wenn det A # 0. Die Cramersche Regel gibt an, wie diese
Losung zu konstruieren ist. Wir betrachten die Matrix

Spalte k
ail by Qa1n
Ak = ’
QAn1 bn Anp

d.h. die Matrix, die sich aus A durch Ersetzen der k-ten Spalte durch den Vektor b
ergibt. Dann ist die Losung des Gleichungssystems (1.120) gegeben durch

detAk
= — =1,....n. 1.121
Tk detA ) k ) y ( )

Beweis: Wir multiplizieren die n Gleichungen (1.120) mit (—1)"* A;;, wobei k fest
gewdhlt wird und ¢ der jeweilige Zeilenindex ist,

(an @1 +apzs + . Fayz,) (1) AE = b (1) Ay,

(anl T1+ 2T+ ...+ Qpp xn) (_1)n+k Ank = bn (_1)n+k Ank )

und summieren alle Gleichungen auf,

i <i ai; (=1)"** Aik) Tj= Y b (=1)"F Ay

j=1 \i i=1
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Der Ausdruck in der Klammer auf der linken Seite der Gleichung verschwindet
geméfB Gl. (1.118) fiir j # k, so dass lediglich ein Term in der Summe {iber j {ibrig
bleibt,

Z Ak (—1)i+k Azk T = Tk det A = Z bl (—1)i+k Azk = det Ak s
=1 =1

wobei wir auf der rechten Seite den Entwicklungssatz fiir die Entwicklung nach der
k-ten Spalte der Determinante von A; angewendet haben. Daraus folgt sofort die
Behauptung, q.e.d.

Wir schliefen mit einer Bemerkung zu homogenen linearen Gleichungssystemen.
Wegen b = 0 ist auch det A, = 0. Falls det A # 0, bleibt nach der Cramerschen
Regel nur die triviale Losung, © = 0. Nichttriviale Losungen & # 0 kann es also nur
fiir det A = 0 geben. Dies ist ein hiufig verwendetes Kriterium, um zu entscheiden,
ob ein Gleichungssystem nichttriviale Losungen hat. Es bedeutet aber auch, dass
nicht alle Zeilen oder Spalten von A linear unabhéngig sind. Mit anderen Worten,
linear abhingige Zeilen oder Spalten lassen sich durch eine geeignete Linearkom-
bination der anderen ausdriicken. Wendet man nun Eigenschaft (1.112) mehrfach
an, kann man auf diese Weise eine Nullzeile generieren. Dann verschwindet aber
auch die Determinante.

1.5 Koordinatensysteme

1.5.1 Transformation der Variablen

Bislang wurden kartesische Koordinatensysteme betrachtet, die man durch Drehungen
ineinander iiberfithren kann. Kartesische Koordinatensysteme sind jedoch unzweckméfig,
wenn man beispielsweise ein Problem mit sphérischer Symmetrie, d.h. Kugelsymme-
trie, 16sen mochte. In diesem Fall ist es besser, sog. Kugelkoordinaten zu verwenden.
L[.a. sollte man das Koordinatensystem der Symmetrie des Problems anpassen. Dadurch
vereinfacht man in der Regel den Rechenaufwand. Die neuen Koordinaten sind i.a. nicht
kartesisch. Im folgenden beschéftigen wir uns mit der Frage, welche Gesetzméafigkeiten
beim Ubergang von einem zum anderen Koordinatensystem zu beachten sind.
Beispiel: Ebene Polarkoordinaten
Nach Abb. 1.44 gilt:

Ty = rcosp=ux(rp), (1.122)
To = rsing = zo(r,p) . (1.123)

Dies definiert eine Abbildung (r,¢) — (x1,22), eine sog. zweidimensionale Punkt-
transformation. Sie bildet die (r,¢)—Ebene Punkt fiir Punkt auf die (z,x9)—Ebene
ab.

Offenbar ist jeder Punkt (z1,x2) durch einen Punkt (7, ¢) beschreibbar. Aber ist dies
genau ein Punkt (7, ), oder gibt es Mehrdeutigkeiten? Gibt es u.U. mehrere Punkte
in der (r, )—Ebene, die denselben Punkt (x;,z2) beschreiben? Ganz offensichtlich ist
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x1 '1

Abbildung 1.44: Ebene Polarkoordinaten.

dies der Fall, denn wegen der Periodizitéit der trigonometrischen Funktionen fiihren die
Winkel ¢, ¢ + 27, ¢ + 4, ete. zu demselben Punkt (27, x2). Man sollte sich daher beim
Definitionsbereich des Winkels ¢ auf das halboffene Intervall [0,27) beschrénken. Aber
auch dann ist die Zuordnung (7, ¢) — (z1, x2) nicht eindeutig, z.B. werden alle Punkte
(0, ) (d.h. r = 0 und beliebige Werte fiir ) stets auf einen einzigen Punkt, den Ursprung
(x1 = 0,29 = 0), abgebildet. Man sagt, die Abbildung (7, ¢) — (z1, 23) ist nicht eindeutig
umkehrbar. Solange man den Ursprung aus der Betrachtung nimmt, also fiir alle r # 0,

ist sie jedoch eindeutig umkehrbar:
ro= y\/xi+a3, (1.124)

Y = arctan -2 . (1.125)
L1

Man sagt, die Abbildung (7, ¢) — (x1, z5) ist fast tiberall umkehrbar.
Diese Betrachtung 148t sich auf d Dimensionen verallgemeinern. Dazu definieren wir
zuerst die Begriffe der Eineindeutigkeit und der lokalen Umkehrbarkeit.

Definition: Eine Abbildung v = (y1,...,yq) — & = (z1,...,x4) heiit eineindeutig,
wenn jeder Punkt ¢ auf genau einen Punkt 7 abgebildet wird und umgekehrt, vgl.

Abb. 1.45.
GO T,

Y

Abbildung 1.45: Eine eineindeutige Abbildung.

Definition: Eine Abbildung ¢ +— 7 heifit lokal umkehrbar, wenn die Abbildung in
einer Umgebung X von Z und einer Umgebung Y von ¢ eineindeutig ist, vgl. Abb. 1.45.
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Definition: Eine Abbildung ¢ — 7 heifit fast iiberall lokal umkehrbar, wenn die
lokale Umkehrbarkeit lediglich auf Untermannigfaltigkeiten niedrigerer Dimension d’ < d
verletzt ist.

Beispiel: Bei den Polarkoordinaten in der zweidimensionalen Ebene ist die lokale
Umkehrbarkeit auf der eindimensionalen Untermannigfaltigkeit {r = 0,0 < ¢ < 27}
verletzt.

Wie entscheidet man, ob eine Variablentransformation lokal umkehrbar ist? Wir be-
trachten den Punkt g, der auf ¥ abgebildet wird. Eine infinitesimale Verschiebung um
dy = (dyi, . ..,dy,) verursacht eine Verschiebung d# = (dzy,...dzs) des Punktes 7, die
wir mit Hilfe des totalen Differentials berechnen:

d
al‘i .
d$i:xi(y1+dy17"'ayd+dyd)_:L‘i(yla"'vyd): @dyj’ Z:]'""’d'
j=1 %

Dies 148t sich in Matrixform schreiben:

oz oz
dy T ou dys
de=| =+ [=| + -~ D | =F(ry)dy (1.126)
oz oz
dzq on T ow )\

Hier haben wir auf der rechten Seite die sog. Funktionalmatrix F'(x;y) eingefiihrt, deren
Elemente f(z;y);; = 0z;/0y; sind. Da die Verschiebung dy beliebig ist, gilt der durch die
Funktionalmatrix vermittelte Zusammenhang (1.126) zwischen dy und dZ fiir alle Punkte
in einer Umgebung von 3 und entsprechend fiir alle Punkte in einer Umgebung von Z.
Wenn die Verschiebung dy vorgegeben wird, dann 148t sich die Verschiebung dZ eindeutig
aus Gl. (1.126) berechnen, einem beliebigen Punkt in einer Umgebung von ¢ wird also
eindeutig ein Punkt in einer Umgebung von Z zugeordnet.

Nun 148t sich entscheiden, ob die Abbildung i/ — & lokal umkehrbar ist: offenbar muss
man in der Lage sein, Punkten in der Umgebung von & auch wieder eindeutig Punkte in
der Umgebung von i zuzuordnen. Genau dann ist die Abbildung nédmlich eineindeutig,
und da sie dies fiir alle Punkte in den entsprechenden Umgebungen von g und ¥ ist, auch
lokal umkehrbar. Diese Riicktransformation wird durch Auflésen von Gl. (1.126) nach
dy vermittelt, also durch Invertieren der Funktionalmatrix,

dy = F~Ya;y)d7 .

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Invertierbarkeit einer Matrix ist
aber, dass ihre Determinante nicht null ist,

Oz Oz
ayl Oyd
O(xq, ...
det Fzyy)=| @+ . EM#O'
% % (yla s 7?/d)
8191 8yd
Die Variablentransformation x; = ;(y1,...,v4) ist also genau dann lokal umkehrbar,

wenn det F'(z;y) # 0.
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Beispiel: Ebene Polarkoordinaten
Wir berechnen die Elemente der Funktionalmatrix mittels der Transformationsformeln
(1.122) und (1.123),

al‘l 8901 .
W:COSQO s %:—T‘ Sm e -,
8902 . 8902

W:SIHSO s %:TCOS@.

Daraus folgt fiir die Determinante der Funktionalmatrix

0wy, 13) | cosp —rsing

— 2 .9 .
D) | sing reosp | S ¥TTSme=T (1.127)

Damit ist die Abbildung (r,¢) +— (x1,x9) tiberall mit Ausnahme des Punktes r = 0
umkehrbar.
Man kann die Variablen auch mehrfach aufeinanderfolgend wechseln. Wie dies vonstat-

ten geht, beschreibt der nachfolgende 53113000

Satz: Seien

T, = xi(ylw-'ayd)’ i:lj___’d’
yi = vilz,...,20), i=1,...,d,

stetig partiell differenzierbare Variablentransformationen. Fiir die zusammengesetzte
Transformation

SL’Z':.Ti<y1(21,...,Zd),...,yd(Zl,...,Zd)), izl,...,d,

gilt
Ow1,...,2q)  O(w1,...,24) O
oNz1y.oy2a) Oy, yq) O
Beweis: Geméf der Kettenregel gilt

(yla"'ayd)
(z1,. .., 2q)

25 00 S s
ayk azj _k:1 l"y ik y7zk‘]'

0x;
Flw2)y = 5 =
J 82’]‘

k=1

In Matrixform geschrieben lautet dies
F(x;2) = Fla;y) Fy; 2) -
Fiir die Determinanten der Funktionalmatrizen gilt dann gemafl Gl. (1.113)
det F(x; 2z) = det F(z;y) det F'(y; z) , q.e.d.

Als Korollar betrachten wir den Spezialfall z; = x;, d.h., die zusammengesetzte Transfor-
mation dndert nichts,
1= F(zyz) = Fr;y) Fy;z) -
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Multiplikation mit der inversen Transformation F~!(x;y) ergibt
F~Y(wyy) = Fly:a)

woraus mit Gl. (1.116) folgt

8(y17---73/d) -1 1 (a(xl,...,l'd))l
det F(y;2) = —————~ =det F (vyy) = ————= | =———= .
(y ) 8(.’171,...,370{) ( y) detF(:L’,y) a<y17--'7yd)
Damit folgt aus det F'(z;y) # 0 auch det F(y;x) # 0; wenn z; = x;(y1,...,yq) lokal
umkehrbar ist, so ist es auch y; = y;(z1, ..., xq).

Die Funktionaldeterminante bedeutet anschaulich, wie sich bei der Transformation ¥ +—
Z das infinitesimale Flichenelement (d = 2) bzw. das infinitesimale Volumenelement (d =
3) andert. Dies werden wir im folgenden Abschnitt genauer untersuchen.

1.5.2 Krummlinige Koordinaten

Wir definieren zunéchst den Begriff der Koordinatenlinie. Wir betrachten wieder die
Variablentransformation i +— Z, bzw. x; = z;(y1, ..., yaq). Setzt man d — 1 der d Variablen
y; konstant, z.B. y; = const. Vi # j, so ergibt sich eine durch y; parametrisierte Raum-

—

kurve f(y;) im Raum der Variablen z;. Dies ist die sog. y;—Koordinatenlinie.

Beispiele:

1. Kartesische Koordinaten in der Ebene: Dies ist der Spezialfall, bei dem die Ko-
ordinaten gerade nicht gewechselt werden, also y = Z. Die y; = x1—Koordinatenlinie
verlduft also in der (z1,z9)—Ebene parallel zur 1—Achse, und die yo = xo—Koordi-
natenlinie parallel zur 2—Achse, vgl. Abb. 1.46.

2

x1-Linie (xo=const.)

xo—Linie (xq=const.)

Abbildung 1.46: Koordinatenlinien fiir kartesische Koordinaten.

Die Koordinatenlinien bilden ein rechtwinkliges, geradliniges Netz.
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2. Ebene Polarkoordinaten: Hier findet ein echter Koordinatenwechsel statt. Die
r—Linien, auf denen ¢ = const., sind Geraden, die durch den Ursprung gehen. Die
@—Linien, fiir die r = const., sind konzentrische Kreise um den Ursprung, vgl. Abb.

1.47.

/ r —Linie (¢p=const.)

¢ —Linie (r =const.)

Abbildung 1.47: Koordinatenlinien fiir ebene Polarkoordinaten.

Zwar sind die r—Linien Geraden, aber die ¢—Linien sind gekriimmt. Die ebenen
Polarkoordinaten sind damit das erste Beispiel fiir krummlinige Koordinaten.
Lokal stehen r— und ¢—Linien jedoch stets senkrecht aufeinander, vgl. Abb. 1.47.
Man nennt solche Koordinatensysteme krummlinig-orthogonal.

Wir betrachten nun infinitesimale Volumenelemente in krummlinigen Koordi-
naten. Im Spezialfall der kartesischen Koordinaten gilt

dV = dl‘l dl‘g d[L‘g s
vgl. Abb. 1.48.

Fiir ein Netz aus krummlinigen Koordinaten betrachten wir Abb. 1.49. Das infinitesi-
male Volumenelement kann durch ein Parallelepiped angenédhert werden, welches durch
die (nicht notwendigerweise orthogonalen) Vektoren da, dl;, dc aufgespannt wird. Der in-
finitesimale Vektor da zeigt entlang der y; —Linie, also sind y, und y3 entlang dieser Linien
konstant. Wir konnen da als Spezialfall einer infinitesimalen Verschiebung dr” des Orts-
vektors 7 betrachten, die entlang der y;—Linie (also fiir konstantes s, y3) ausgefiihrt
wird. Aus dem totalen Differential (1.77) der jeweiligen i—ten Komponente dz;(y) eines
beliebigen Verschiebungsvektors di(y) folgt fiir diesen Spezialfall:

da” = df(g)|y27y3 = (dl‘l (g)7 de (g)7 dx3(g))y2,y3

3 3 3
0, 0xs 0x3
= > dy;, ) m—dy;, ) —dy;
(Z Oy; 7= oy ; Ay; ]>
<%d 0x Oxs ) _ or

, — dy, =— —dy; .
v oy s o h o n

Y2,Y3
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x3—Linie (xq,x,=const.)

§ g/ 2 x s-Linie (xq,x3=const.)
>
X\

de 1

d.xl

xl—LInle (xz,x3:const.)

Abbildung 1.48: Das infinitesimale Volumenelement in kartesischen Koordinaten.

y4~Linie (v, .y gconst.)

_ . . , — t. — i / _ . -
y,~Linie (y ,y z=cons )\/ : y, ~Linie (y, y g=const.)

Abbildung 1.49: Das infinitesimale Volumenelement in krummlinigen Koordinaten.

Analoges gilt fiir die infinitesimalen Vektoren db (entlang der y,—Linie) und dé (entlang
der y;—Linie),

. oF
db = —d
Em Y2
or
dc = —d
c Bys Ys
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Das Volumen des von da, db und dé aufgespannten Parallelepipeds ist gleich dem Spat-
produkt der drei Vektoren:

—d —d —d
gyl U1 gyl n gyl n
- T Zq X2 X3
dV = dd-(dbxdc)=| —d —d —d
¢ ( 8 5) 0ys b2 0y b2 0y V2
01 4y 22 4y, 9734
Oy i ys i ys Y3

a(l’l, T2, x3)

= det F*(2;y) dy, dya dys = det F(x;y) dy, dys dys =
a<y17 Y2, ZJB)

dy, dy» dys ,
wobei wir die Glgen. (1.107) und (1.108) benutzt haben.

Ein vorgegebenes Volumen V' kann man auch als Integral iiber dV' innerhalb der durch
das Volumen definierten Grenzen schreiben. Der Wert dieses Integrals darf sich natiirlich
beim Wechsel der Koordinaten nicht &ndern,

8(',1:‘17 T, .Tg)

V:/dV:/dl‘ldl‘le‘g:/mdyldygdyg
1, Y2, Y93

Da dies fiir beliebig gewihlte Volumina, also auch fiir infinitesimale gelten muss, erhalten
wir die folgende wichtige Formel fiir den Wechsel von Integrationsvariablen in Volumen-
integralen:

8(1’1, o, 1’3)
Oy, 2, y3)
Die Determinante der Funktionalmatrix, oder kurz die Funktionaldeterminante, be-

schreibt also, wie oben angekiindigt, die Anderung im infinitesimalen Volumenelement
beim Wechsel der Variablen.

d.Tl d.CL’Q d.ﬁL’g = dyl dyz dyg . (1128)

Beispiel: Flicheninhalt des Kreises )
Wir wenden Gl. (1.128) fiir den zweidimensionalen Fall an. Beim Ubergang von kartesi-
schen zu ebenen Polarkoordinaten gilt

(1, z2)
a(r, ¢)

wobei wir das Resultat (1.127) benutzt haben. Der Flicheninhalt des Kreises la8t sich
nun einerseits in kartesischen Koordinaten berechnen, vgl. Abb. 1.50,

R \/ R2—z2 R
FKreis = 4/ d[L‘l/ dZL‘Q = 4/ d[L‘l \/ R2 - ZL‘%
0 0 0

R

RQ
=4 {%\/Rz—x%Jr? arcsin%} =2 R? arcsin 1 = 7R?

0

dry day = drde =rdrde,

wobei wir ausgenutzt haben, dass arcsin1l = 7/2 und dass der Kreis aus vier gleichen
Quadranten besteht. Andererseits konnen wir die Fliache in ebenen Polarkoordinaten be-

rechnen,
R 27 RQ
FKreis:/ dT’T’/ d80:27T—:7TR2.
0 0 2
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Es besteht wenig Zweifel, welches der elegantere, weil der Symmetrie des Problems ange-
passte Weg ist.

X1

Abbildung 1.50: Zur Berechnung des Flicheninhalts des Kreises.

Wir betrachten nun die Einheitsvektoren in krummlinigen Koordinaten. Zunéchst
erinnern wir uns an die Einheitsvektoren in kartesischen Koordinaten,

1 0 0
ci=1 0 , =11 , es=1 0 , (1.129)
0 0 1

vgl. Gl. (1.43), mit deren Hilfe wir den Ortsvektor ausdriicken als

3
T = E .Tjej,
Jj=1

vgl. GL. (1.48). In der festen, zeitunabhéngigen kartesischen Basis (1.129) gilt fiir eine
infinitesimale Verschiebung

dif="> " da;é; . (1.130)
=1

Nun kann man den Ortsvektor aber auch als vektorwertige Funktion der drei Variablen
x1, Ta, w3 auffassen, 7" = 7(x1, T2, x3). Damit gilt nach der Definition des totalen Differen-
tials (1.77) auch

3 oF
. 1.131
;ax] J ( 3)

Der Vergleich von Gl. (1.130) mit Gl. (1.131) liefert
L or
g —

= . 1.132
J 8.’,13']‘ ( )
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1.5 Koordinatensysteme

Wegen 0z;/0x; = 0,; ist dies ganz offensichtlich mit der Definition (1.129) konsistent. Die
Identitét (1.132) ist aber leicht auf krummlinige Koordinaten verallgemeinerbar.

Wir betrachten den Satz {y1, y2, y3} von krummlinigen Koordinaten. Der Ein-
heitsvektor in y;—Richtung soll tangential zur y;,—Koordinatenlinie liegen,

. or

Cpp Y ——

Yi Y
Yi

vel. Abb. 1.51.

yi—Linie

Abbildung 1.51: Einheitsvektoren in krummlinigen Koordinaten.

Um einen Einheitsvektor zu bekommen, muss man noch richtig normieren. Wir definie-
ren den sog. Skalenfaktor als

or
== 1.133
Der Einheitsvektor in y;—Richtung lautet damit
or
gy = bt — . 1.134
eyz Yi ayl ( )

Diese Basisvektoren bilden i.a. keine ortsfeste Basis, sondern ein lokales Vielbein (d.h.
ein Zweibein in d = 2 Dimensionen, ein Dreibein in d = 3 Dimensionen, etc.).

Beispiel: Ebene Polarkoordinaten
Mit ¥ = (r cos p, r sin @) = 7(r, ¢) berechnen wir die Einheitsvektoren gemafi Gl. (1.134):

a—)

a_r = (COS ®, sin @) 9 br =1 = é} = (COS @, sin gO) s
r

or . S .

90 (=rsing, rcosp), b,=r = €&, = (—siny, cosyp).
¥

Diese Basisvektoren sind nicht ortsfest, da sie mit dem Polarwinkel ihre Lage éndern, vgl.
Abb. 1.52. Sie sind jedoch orthonormal, €, - €, = — cos ¢ sin ¢ + sin ¢ cos ¢ = 0.
Man spricht von krummlinig-orthonormalen Basisvektoren, falls

€y, * €y, = Oij -

k3
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Erl e¢ er
[ ]
® _>, V4 —
., 19 /7
e

Abbildung 1.52: Die Einheitsvektoren fiir ebene Polarkoordinaten. Thre Lage &ndert sich
als Funktion des Polarwinkels ¢.

In d = 3 Dimensionen bilden diese Basisvektoren in geeigneter Reihenfolge eine rechtshandi-
ge Orthonormalbasis, d.h.

Cyr = Cyp X Cyy y €y = €y X €y, Eyy = €y X Gy, - (1.135)

Das totale Differential des Ortsvektors lautet in krummlinigen Koordinaten
3

) oF I : B}
dr = B dy; = by, &, dy; = b, dy; &, . (1.136)
J j=1 7=1

Beispiel: Ebene Polarkoordinaten
In diesem Fall enthélt die Summe in Gl. (1.136) lediglich zwei Terme, den Variablen r
und ¢ der ebenen Polarkoordinaten entsprechend:

dr =dre, +rdpe, .

Wir kénnen auch die Differentialoperatoren aus Abschnitt 1.3.4 in krummlinigen
Koordinaten ausdriicken:

1. Gradient: Wir erhalten die y;—Komponente eines Gradientenfeldes ﬁgp durch Pro-
jektion auf den Einheitsvektor €,:

L = or = _ (0x1 Op  Oxy Op  Oxz Op 1 Oy
— 1 . _ b 1 _ b 1
vy Ve =by, <8yi 0x; * 0y; 0wy * Jy; Oxs YOy

wobei wir die Kettenregel fiir die Funktion ¢(7(y;)) angewendet haben. Das Gradi-
entenfeld hat daher in krummlinigen Koordinaten die Komponentendarstellung

Vo = (1.137)

1-
™
<
Sl
gle
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Daraus ergibt sich der Nabla-Operator als

3
- 0
_ ——
V= ;eyi b, B (1.138)
Fiir die spezielle Wahl ¢ = y; erhalten wir
3 oy 3
V=D &b, a—y] =D @b, 0y =é,b,"
i=1 ¢ i=1

was eine zu Gl. (1.134) alternative Formel fiir die Einheitsvektoren in krummlinigen

Koordinaten ergibt: .
€y; = by, Vi . (1.139)

. Divergenz: Mit dem Nabla-Operator (1.138) und einem beliebigen Vektorfeld

i=> a,é, (1.140)

erhalten wir fiir die Divergenz von @ in einer krummlinig-orthonormalen Basis:

3
= — — — 8 —
V-ada = E (eyi byi1 —ayl) . (ayj eyj)

i,j=1
3 _, (Oay, o . 0¢,
= 2 Gy B gy
3 —
Oay,. 0e,,.
_ —1 Y — Y
= iJZ:lbyi (W 8ij + ay, ey,a—y;) : (1.141)

Dieser Ausdruck lafit sich noch weiter auswerten, indem man folgende Zwischen-
rechnung macht. Wegen der zweifachen stetigen Differenzierbarkeit des Ortsvektors
gilt
orr O
Oyidy;  Oy;0y;
Dies kann man mit 07/dy; = by, €,,, s. Gl. (1.134), schreiben als

0 9
— (b, e, ) = — (b, ¢,
8yl ( Yj 3/]) 8y] ( Yi yz)
Oby, 0éy, b, e,
— ]€+b—J - yz€¢+bi Zh.
Oy; " Oy ay; " Oy,
Skalare Multiplikation mit €, ergibt:
Oby, 0¢,,  ob,, o, b,
18+ by &y == g = T
ayi J + v; Cyi &yi ayj + vi Cy; ayj &yj s
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72

denn der letzte Term im Ausdruck zwischen den Gleichheitszeichen verschwindet
wegen 0 = d(ey, - €,) = 2€,, - dé,,. Etwas umgestellt erhalten wir das Resultat

. 0ey, _1 ( Oy, b, 1 Oby,
oy, =b, (5’% _5”8—%) b, dy; By, 170

wobei wir im letzten Schritt die Indizes ¢ und 7 im zweiten Term vertauscht haben
(dies ist wegen des Kronecker-Deltas erlaubt, da dieses i = j erzwingt). Dieses
Resultat setzen wir nun in Gl. (1.141) ein:

3
N Oda,. 1 Oby,
cd = bl | =26 +a, bt 1—9
V-a ”ZZI » {&yi j T+ Ay, v By, ( i)
3
Oa Ob,,
_ —1 Yi 1
— 21)% T Zl ay, b, b, 8%, (1.142)
1= 1 ] =
i£]

wobei wir von der ersten zur zweiten Zeile die Indizes ¢ und j im zweiten Term
vertauscht haben. Man iiberzeugt sich durch explizites Ausschreiben der Summen,
dass dies identisch ist mit

1 0

- 0 )
= 0 = 1.14
VIS [&yl (s bus @) + 5= (B by 3a) + 5= (s b g )} » (1.143)

wenn man in diesem Ausdruck die partielle Differentiation per Produktregel ausfiihrt.

. Laplace-Operator: Der Laplace-Operator folgt sofort aus Gl. (1.143) mit GL

(1.138):

A 1 [3 (bygbyai)+i<bylbyai)+i(bylbyzi)}
by, by, by, [Oy1 \ by, O Oya \| by, Oy Oys \ by, Oys/)|

(1.144)

. Rotation: Mit der Komponentendarstellung (1.140) des Vektorfeldes @ und Gl.

(1.139) lautet dessen Rotation

3 3
Vxid = Y Vx(a,é,)=> Vx (ayjbyjﬁyj)

Der erste Term verschwindet aufgrund von Gl. (1.85). Im zweiten Term setzen wir
GL (1.138) ein:

3
— N — —1 = = a
Vxa= E byil byjl Ey; X Ey, i (byj bej) ’
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wobei wegen des Kreuzproduktes der Einheitsvektoren die Summe auf Terme i # j
beschrénkt werden kann. Weil die Einheitsvektoren eine rechtshdndige Orthonormal-
basis bilden, vgl. Gl. (1.135), konnen wir die Terme in der Summe umgruppieren

und erhalten das Resultat

e €y, 0 0 1
= — (b —— (b
V xd by by | O (bys ays) E (bys ayz)_
€y [ O 0 1
— (b —— (b
+ by by |0y ( Y1 ayl) Em ( Y3 ays)_
€y | O 0 1
— (b —— (b
+ NED (by, ay,) By (by, ay1)_
1 bylagyl byzagyz by38€y3
= — = == = 1.145
by, by, by, o v Ovs ’ ( )
by, @y, by, Gy, byg ay,

wobeil die Notation als Determinante wiederum nur als mnemonische Hilfe zu ver-

stehen ist.

In den folgenden beiden Abschnitten werden die bislang allgemein hergeleiteten Ergebnisse
auf zwei besonders wichtige Systeme krummliniger Koordinaten angewendet, die Zylinder-

und die Kugelkoordinaten.

1.5.3 Zylinderkoordinaten

Zylinderkoordinaten sind zweckméfig fiir Probleme mit Zylindersymmetrie. Sie bestehen
aus ebenen Polarkoordinaten in einer Ebene, z.B. der (z,y)—Ebene, erginzt durch
eine kartesische Koordinatenachse senkrecht zu dieser Ebene, z.B. die z—Achse, vgl.

Abb. 1.53.

1

Abbildung 1.53: Zylinderkoordinaten.
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Die Transformationsformeln fiir die Abbildung (p, ¢, z) — (21, 22, x3) lauten

ry = pcosy,
To = psing, (1.146)
r3 = Z

~

/
AN

P
/

~_1

y

Abbildung 1.54: Koordinatenlinien in Zylinderkoordinaten.

Die Koordinatenlinien sind in Abb. 1.54 dargestellt. Aus den Transformationsformeln
(1.146) berechnen wir die Funktionaldeterminante

cosp —psing 0
sing pcosp 0 |=p. (1.147)

a(xlu T, .Tg) _
8(/)790775) 0 0 1

(Zur Berechnung empfiehlt sich eine Entwicklung der Determinante nach der letzten Zeile
oder Spalte.) Dies bedeutet, dass die Abbildung (p, ¢, 2) — (21, x9, x3) bis auf die durch
p = 0 definierte Untermannigfaltigkeit lokal umkehrbar ist.

Aus der Funktionaldeterminante folgt sofort das infinitesimale Volumenelement

a(l’l, T2, .Tg)

dV = d[[’l d[[’g dl‘g = a(p o Z)

dpdepdz = pdpdedz . (1.148)

Dies ist in Abb. 1.55 veranschaulicht.
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Abbildung 1.55: Das infinitesimale Volumenelement in Zylinderkoordinaten.

Mit 7= (p cos g, p sin g, z) berechnen sich die Skalenfaktoren und Einheitsvekto-
ren wie folgt:

oF
8_T = (cosyp, sing, 0), b,=1 = €, = (cosyp, sing, 0),

0

8—»

a_ —psing, pcosp, 0), b,=p = ¢é,=(—siny, cosy, 0), (1.149
830 P P

oF

8—2 — (0,0,1), ho=1 — & =é=(0,0,1).

Man priift leicht nach, dass das durch {€,, €,, €.} aufgespannte Koordinatensystem eine
rechtshindige, krummlinig-orthonormale Basis bildet. Die Einheitsvektoren stehen
tangential zu den Koordinatenlinien, s. Abb. 1.56.
Das totale Differential berechnet sich geméf Gl. (1.136) mit den Skalenfaktoren aus
Gl. (1.149) wie folgt:
drf =dpe, +pdpe, +dze, . (1.150)

Die Differentialoperatoren sind
1. Nabla-Operator: Aus den Glgen. (1.138) und (1.149) folgt

0 (1.151)

2. Divergenz: Aus den Glgen. (1.143) und (1.149) folgt

. 1[0 5 0

V-a = P %(P@p)JF%%ﬂL@(/)%)

lg( )+1%+8a3

T 0o YT 0 T oz

da, a, 10a, Oa,

= —F— 4+t 4-—= ) 1.152
0p+p+p 890+3z ( )
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"W

\1

v;m i
\J A‘%&U

Abbildung 1.56: Die rechtshindige, krummlinig-orthonormale Basis {€), €,, €.} steht tan-
gential zu den Koordinatenlinien.

3. Laplace-Operator: Aus den Glgen. (1.144) und (1.149) folgt

A — 1 g 2 +la_2+ 6_2
" plap\"op) T rog o
0? 10 1 02 0?
IR A AT T EA =R )

4. Rotation: Aus den Glgen. (1.145) und (1.149) folgt

P a, pa, a,

1 da, 0 0 da, 1, [0 0
_ _gp( a _p&)ﬁw(&_ a)+_ez( <ﬂ%>_&>

p Op 0z 0z ap p ap dp

_ g (L2 _de) o (04, De) . (01, a, 10,
P \p oy 02 Y\ oz 0Op \Nop  p pop)

Als Anwendungsbeispiel fiir Berechnungen in Zylinderkoordinaten bestimmen wir zum
Abschlufl dieses Abschnittes noch Ortsvektor, Geschwindigkeit und Beschleunigung
eines physikalischen Objektes in Zylinderkoordinaten. Zunéchst ist anhand von Abb.
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1.57 klar, dass der Ortsvektor lediglich eine Komponente in p— und eine Komponente in
z—Richtung, aber keine in p—Richtung hat,

7(t) = p(t) €,(t) + 2(t) €, . (1.155)

Hierbei ist zu beachten, dass €,(¢) als krummlinige Koordinate nicht ortsfest ist, sich
also im Laufe der Zeit &ndern kann. Dagegen ist €, fiir alle Zeiten konstant, €, = 0.

1

Abbildung 1.57: Der Ortsvektor in Zylinderkoordinaten.

Die Zeitableitung des Ortsvektors ergibt die Geschwindigkeit,
3(t) = 7(t) = p(t) €,(t) + p(t) &,(t) + 2(t) €, . (1.156)

Wir miissen noch die zeitliche Anderung ép des Einheitsvektors €, bestimmen. Da die
drei Einheitsvektoren {é,, €,, €.} eine Orthonormalbasis bilden, muss (?p durch diese drei
Einheitsvektoren ausdriickbar sein. Den entsprechenden Zusammenhang leitet man am
elegantesten mit Hilfe von GI. (1.150) fiir das totale Differential her, welche wir durch d¢

dividieren. Wir erhalten 4

Uzazpé’p+p¢€¢+z’€z, (1.157)
wobei wir das Zeitargument der Einfachheit halber unterdriickt haben. Da alle Einheits-
vektoren orthonormal zueinander stehen, ergibt der Vergleich von Gl. (1.156) mit (1.157):

&, = e, . (1.158)

!

Ganz analog muss die Zeitableitung von €, durch die Einheitsvektoren {€,, €,, €.}
ausdriickbar sein. Jedoch gilt wegen Gl. (1.58) €,,-€, = 0, d.h. €, L €, d.h. €, kann keine
Komponente in €,—Richtung besitzen:

€y =l + 06, €p-8=a, 6,-8=0. (1.159)
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Aus der Orthonormalitét der Basisvektoren leiten wir folgende Beziehungen ab:

d . .
€p-€=0 — &(e},-e}):o = €, +e,-6=0
= a=¢6,8=—CC=—p, (1.160)
wobei wir die Glgen. (1.158) und (1.159) benutzt haben. Damit ist der Koeffizient o« = —¢
bestimmt. Fiir den Koeffizienten 3 machen wir eine entsprechende Rechnung,
d

Cprl=0 = — (6 &)=0 = €, ity =68 =0=0, (1.161)

wobei wir GL (1.159) und €, = 0 benutzt haben. Setzen wir Glgen. (1.160) und (1.161)
in Gl (1.159) ein, so erhalten wir .
Ep=—p&,. (1.162)

Nun sind wir in der Lage, auch die Beschleunigung als Zeitableitung von Gl. (1.157) zu
berechnen (wir unterdriicken wieder die Abhéngigkeit von der Zeit):

i = v=r
= P A PC At PPCF PPE+ pPE, + EE,
= (= p PR E+ (p P+ 2p3) 8t EE (1.163)
wobei wir die Glgen. (1.158) und (1.162) benutzt und die Terme geordnet haben.
Ebene Polarkoordinaten ergeben sich als Spezialfall der Zylinderkoordinaten fiir

z =2 =2 = 0. Da die Bewegung stets in der (z,y)—Ebene stattfindet, ist p'= 7 und wir
erhalten fiir den Ortsvektor

T(t) = r(t) e.(t) , (1.164)
fiir die Geschwindigkeit
T=7€¢+rpe,, (1.165)
und fiir die Beschleunigung
a=F—ro?) e+ Q2ro+rd)é,. (1.166)

30.11.2009

1.5.4 Kugelkoordinaten

Kugelkoordinaten bzw. sphérische Koordinaten bzw. rdumliche Polarkoordinaten
sind zweckméfig fiir kugelsymmetrische Probleme. Sie bestehen aus einer Radialkoordi-
nate r, die der Lange des Ortsvektors entspricht, einem Polarwinkel 1, der den Winkel
zwischen 7 und der x3—Achse beschreibt, 0 < ¢ < 7, und einem Azimutwinkel o,
der den Winkel zwischen der Projektion des Ortsvektors auf die (z7,x2)—Ebene und der
x1—Achse beschreibt, 0 < ¢ < 27, vgl. Abb. 1.58.

Die Transformationsformeln fiir die Abbildung (r, 9, ¢) — (x1, 22, x3) lauten

xr1 = rsind cosp,
ro = rsind sing, (1.167)
T3 = T costv.
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1.5 Koordinatensysteme

1

Abbildung 1.58: Kugelkoordinaten.

Abbildung 1.59: Koordinatenlinien in Kugelkoordinaten.

Die Koordinatenlinien sind in Abb. 1.59 dargestellt. Die r—Linien sind vom Ursprung
ausgehende radiale Strahlen. Die ©/—Linien sind Halbkreise mit Zentrum im Ursprung und
berandet durch die x3—Achse. Die p—Linien sind konzentrische Kreise um die z3—Achse

parallel zur (x;, z2)—Ebene.
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1 Mathematische Vorbereitungen

Aus den Transformationsformeln (1.167) berechnen wir die Funktionaldeterminante

sind cosy 71 cos cosp —r sind sing

(w1, T2, 73) . . . .
——— = = | sin¥singp 7rcosdsing rsind cosy

o(r, 9, ) cos —r sind 0
= cos? 7 cosV C‘OSQP - .Smﬁ Sin @ Ly osind SI'IM9 Cf)S p —r .Sln’l9 sin ¢
r cosV sing 7 sind cosp sind singp 7 sind cosp

= cosv (r2 cos? o cos? sin®d + r2sin? ¢ cos ) sin 19)
+ rsind ('r sin® ¥ cos? ¢ + r sin® 9 sin® <p)
= r?cos? ¥ sin® + r?sin® ¥

= r?sind . (1.168)
Dies bedeutet, dass die Abbildung (7,4, p) — (z1,x9,23) bis auf die durch » = 0 und
¥ = 0, 7 definierte Untermannigfaltigkeit lokal umkehrbar ist.
Aus der Funktionaldeterminante folgt sofort das infinitesimale Volumenelement

8(',1:‘17 T, .T3)

dV = dl‘l dl‘g dl‘g = 6(7" J (p)

drdddy = r?dr sind ddde . (1.169)

Als Anwendungsbeispiel berechnen wir das Volumen einer Kugel mit dem Radius R:
R T 2m R 1 3 4

V:/ dTTQ/ dﬁsinﬁ/ dg0:27r/ der/ dcosz9:27ri2:—7TR3.
0 0 0 0 ~1 3 3

Mit 7 = r(sin ¥ cos @, sin ¥ sin ¢, cos ) berechnen sich die Skalenfaktoren und Ein-
heitsvektoren wie folgt:

or

a5 = (sind cos ¢, sind sin @, cos V) , b, =1

— &, = (sin¥ cos ¢, sin? sin @, cos?y) ,
g—g = 7r(cost cosg, cost sinp, —sind) , by =r

— &y = (cosV cos, cost sinp, —sind) , (1.170)
S—Z = r(—sind sing, sinv cosp,0) , b, = r sin?

= €, = (—singp, cosp, 0) .

Man priift leicht nach, dass das durch {e, €y, €,} aufgespannte Koordinatensystem eine
rechtshindige, krummlinig-orthonormale Basis bildet. Die Einheitsvektoren stehen
tangential zu den Koordinatenlinien, s. Abb. 1.60.

Das totale Differential berechnet sich geméf Gl. (1.136) mit den Skalenfaktoren aus

Gl. (1.170) wie folgt:
dif =dré, +rddey +rsinddpe, . (1.171)
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1.5 Koordinatensysteme

Abbildung 1.60: Die rechtshindige, krummlinig-orthonormale Basis {é€,, €y, €,} steht
tangential zu den Koordinatenlinien.

Die Differentialoperatoren sind
1. Nabla-Operator: Aus den Glgen. (1.138) und (1.170) folgt

- L0 190 L 1 0
V—erg -

— _ . 1.172
+€ﬁr019+€“0rsin198g0 (1.172)

2. Divergenz: Aus den Glgen. (1.143) und (1.170) folgt

L1 [, o, 0
V-4 = g E(r 51n19ar)+819 (r 81n19a19)+8w(ra¥,)

1 0 1 Oa
= ——(r — (sinv £
r2 Or (rFar) + r sind U (sind ag) +

oa, a, 1 Oay agy cot 1 Oa,
_ 2 Z ) 1.1
8T+ r+r 819++ r Jr7“sinz9 Oy (1.173)

r sin v %

3. Laplace-Operator: Aus den Glgen. (1.144) und (1.170) folgt

1 [y N O (. O\ 8 ( 1
A'—;aaﬂa(fmﬁ@)*%(mﬁ%)+@(mwaﬁ]

2 or or r2sind ov oY r2sin? ¥ 02
# 20 19 cotd 9 1 0?

e TR T T 90 e 02

(1.174)
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4. Rotation: Aus den Glgen. (1.145) und (1.170) folgt

1 € 1réy rsinde,
T 7 — 9 98 0
Vxa = 2gng | o 9 dp (1.175)

a, ray rsinda,

1 _lo . 9] o [0a, 0, .
= a3 {67» {8_19 (rsinda,) — %(rag)} +reéy {&p - E(T 511119%)}

+ 7 sind e, [%(rag) — aa(;r] }

1 10 . day 1 . [0a, . 0
rsind {% (sinday) - &p} * rsing Y [— _SIME(M“")}

1., [0 da,
+ - |5 (rag) —

r or oY
_ 18a¢+a¢cot19_ 1 Oday . 1 8a,~_%_a—¢
" \r o r r sind Oy r sind Odp or r
L [(Oay ay 1 0a,
- 6”(W+7_? 819) |

Als Anwendungsbeispiel fiir Berechnungen in Kugelkoordinaten bestimmen wir zum
Abschluf3 dieses Abschnittes noch Ortsvektor, Geschwindigkeit und Beschleunigung
eines physikalischen Objektes in Kugelkoordinaten. Zunéchst ist anhand von GI. (1.170)
klar, dass der Ortsvektor lediglich eine Komponente in r—Richtung hat,

7(t) = r(t) e.(t) . (1.176)
Die Zeitableitung des Ortsvektors ergibt die Geschwindigkeit,

T(t) = 7(t) = 7(t) €.(t) + r(t) €(t) . (1.177)

Andererseits gilt nach Gl. (1.171) fiir das totale Differential, dividiert durch d¢

d .
Uzazfe?—i-rﬂeﬁgjtrsinﬂ@e}, (1.178)

!

wobei wir das Zeitargument der Einfachheit halber unterdriickt haben. Der Vergleich von
Gl (1.177) mit (1.178) ergibt

& =0 +sindpe, . (1.179)

Wegen der Orthogonalititsrelation (1.58) und der Vollstandigkeit der Orthonormalbasis
{€., €y, €,} muss gelten:

€y = aé,+pe, (1.180)
€, = Ye€y+ie, . (1.181)
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1.5 Koordinatensysteme

Aus der Orthonormalitét der Basisvektoren leiten wir ferner folgende Beziehungen ab:

€6 =0 = =6 6=—E & =—1, (1.182)
G- Cr=0 = Q=8 E=—C-C=—7, (1.183)
Cp =0 = =€, 6 =—C,-6 =—sind¢, (1.184)

wobei wir die Glgen. (1.180) und (1.181) benutzt haben. Den noch unbekannten Koef-
fizienten o = —v bestimmt man wie folgt. Offenbar ist die z3—Komponente von €, =
(—sin ¢, cos p, 0) stets null. Dies gilt auch fiir é},. Fiir dessen r3—Komponente erhalten
wir somit mit Gl. (1.181) die Beziehung

0=—a(—sind) —sind¢ cosy = a=¢ cosv .
Die Glgen. (1.180) und (1.181) lauten also mit nun bestimmten Koeffizienten

€ = pcos?é,—VEé,, (1.185)
€, = —pcos?Ey—¢sindé, . (1.186)

Nun sind wir in der Lage, auch die Beschleunigung als Zeitableitung von Gl. (1.178) zu
berechnen (wir unterdriicken wieder die Abhéngigkeit von der Zeit):

i = v=r
= Fe e +r70E +rUE+ridey
+ 7'“sinﬂ@@,—l—'r’cosﬂ19<p€¢+rsin19¢e}+rsinﬂ@é},
= 7 & +7 (V& + @ sindE,) + 70 E+ 1V + 10 (P cosIE, — V&)
+ 7’“sinﬁcpé:errcosﬁﬁcp€¢+rsinﬁcﬁé;,—rsinﬁcpZ(cosﬁé’,ngsinﬁé})
= (7'*—7“192—rgb2 sin%?)é}
+ (r1§+2f19—rcp2 sinﬁcosﬁ)ég
+ <r¢sinﬂ+27‘gbsinﬂ+2r1§‘gbcosﬁ>e},, (1.187)

wobei wir die Glgen. (1.179), (1.185) und (1.186) benutzt und die Terme geordnet haben.
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Wir kommen nun zum ersten wichtigen Thema der klassischen Mechanik: der Beschrei-
bung der Bewegung von Massenpunkten. Ein Massenpunkt ist hierbei ein physika-
lischer Korper der Masse m mit vernachléssigbarer Ausdehnung. “Vernachléssig-
bare Ausdehnung” bedeutet, dass sie fiir das betrachtete Problem irrelevant ist.

Beispiel: Die Ausdehnung der Erde beziiglich der Bahnbewegung der Erde um die
Sonne. Der Erdradius ist im Mittel Rg.q0 =~ 6.371 km, wiahrend der mittlere Abstand der
Erde von der Sonne dag ~ 149.597.870 km = 1 AE (Astronomische Einheit) betragt.
Es gilt also Rgrqe/dar =~ 4,26 - 1075, d.h. R < dag. Dieses Beispiel macht deutlich,
dass man sich bei einem gegebenen physikalischen Problem zunéchst Klarheit iiber die
Groflen- bzw. Skalenverhéltnisse verschaffen muss, damit man physikalische Korper als
Massenpunkte behandeln kann.

Die freie Bewegung von Massenpunkten bedeutet eine Bewegung ohne Zwangs-
bedingungen. Bewegungen, die Zwangsbedingungen unterliegen, werden wir im zweiten
Teil der Vorlesung (Mechanik II: Analytische Mechanik) ausfiihrlich behandeln.

2.1 Kinematik

2.1.1 Das Grundproblem der Kinematik

Die Kinematik besteht aus der Beschreibung der Bahnbewegung, ohne nach den Ursa-
chen fiir diese Bewegung zu fragen. Die typische Aufgabenstellung in der Kinematik
ist die folgende: gegeben sei die Beschleunigung d(¢) eines Massenpunktes. Zu bestim-
men ist die daraus resultierende Raumkurve 7(t). Da die Beschleunigung die zweite
Ableitung von 7(t) nach der Zeit ist, @(t) = 7(t), besteht die Losung des Problems im
zweifachen Integrieren nach der Zeit:

—  U(t) = 17(t0)+/tdt’£(t’), (2.1)

to

—  7(t) = 7(ty) + / tdt’ﬁ(t’)

to

= Fto) + /t: dt’ [U(t0)+ /t: dt” 6@")]

— Rty + T(ty) (£ — to) + /t v /t " g (2.2)
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2.1 Kinematik

Hierbei treten zwei Integrationskonstanten auf, die Geschwindigkeit () und der Ort
7(to) zum Anfangszeitpunkt to der Integration. Eine eindeutige Losung des kinematischen
Problems erfordert die Kenntnis dieser beiden Integrationskonstanten. Im folgenden Ab-
schnitt werden wir die allgemeine Losung fiir einfache Bewegungsformen konstruieren, die
aus einer speziellen Wahl fiir die Beschleunigung resultieren.

2.1.2 Einfache Bewegungsformen

1. Geradlinig gleichférmige Bewegung:
In diesem Fall ist die Beschleunigung fiir alle Zeiten null, @(t) = 0 V ¢t und die
Geschwindigkeit ist fiir alle Zeiten konstant, v(t) = ¥(ty) = vy V t. GemaB Gl. (2.2)

erhalten wir:
7(t) = 7(to) + Uo (t — to) - (2.3)

Diese Bewegungsform ist in Abb. 2.1 graphisch veranschaulicht.

Abbildung 2.1: Die geradlinig gleichférmige Bewegung.

Geradlinig bedeutet, dass die Bewegung zu allen Zeiten auf einer Geraden stattfin-
det, die Bewegungsrichtung ~ vy also konstant bleibt. Gleichférmig bedeutet,
dass in gleichen Zeitintervallen gleiche Wegstrecken zuriickgelegt werden.

2. Geradlinig gleichméiflig beschleunigte Bewegung:
In diesem Fall ist die Beschleunigung fiir alle Zeiten konstant, d(t) = dy = const.
und entweder ist U(tg) = 0 oder 0(tg) = ao. Wir betrachten zunichst #(ty) = 0;
der Fall 0(ty) = ap wird bei der néchsten Bewegungsform diskutiert. Gemif Glgen.
(2.1), (2.2) erhalten wir:

u(t) = do(t—to), (2.4)

wobei wir z = t’ — ty als Integrationsvariable substituiert haben.
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aftyt)/2

)
gt )2

Abbildung 2.2: Die geradlinig gleichméfig beschleunigte Bewegung.

Diese Bewegungsform ist in Abb. 2.2 graphisch veranschaulicht.

Die Bewegung ist geradlinig, da sie auf einer Geraden stattfindet, die parallel zu
dp ausgerichtet ist, die Bewegungsrichtung bleibt also konstant ~ ay. Gleichméflig
bedeutet, dass die Beschleunigung dem Betrag nach konstant ist.

3. Gleichmiflig beschleunigte Bewegung:

Fiir diese Bewegungsform ist die Beschleunigung ebenfalls konstant, d(t) = dy =
const., aber jetzt ist i.a. U(tg) = Uy # 0 und 0y # ap. Aus den Glgen. (2.1), (2.2)
folgt:
1
F(t) = Fto) + Uo (t —to) + 3 do (t —to)? . (2.7)

Ganz offensichtlich resultiert die Trajektorie aus der Uberlagerung der beiden vor-
angegangenen Bewegungsformen der geradlinig gleichformigen, Gl. (2.3), in Rich-
tung der Anfangsgeschwindigkeit 7y und der geradlinig gleichméfig beschleunigten,
Gl. (2.5), in Richtung der Beschleunigung dy, vgl. Abb. 2.3.

— 2
alt—t)/2
o(t1ty)

. afty=t))/2
ity apl =1y

) \

Abbildung 2.3: Die gleichméfig beschleunigte Bewegung.
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Die Trajektorie ist fiir 9y # ao gekriimmt. Fiir 09 — ao geht diese Kriimmung jedoch
gegen null und wir erhalten eine geradlinig gleichméfig beschleunigte Bewegung, der
eine geradlinig gleichformige Bewegung (in der gleichen Richtung) iiberlagert ist.

. Kreisbewegung;:

Zur Beschreibung dieser Bewegungsform bieten sich ebene Polarkoordinaten an. Wir
nehmen an, dass der Radius des Kreises konstant bleibt, » = const., also » = 0. Dann
folgt aus den Glgen. (1.164), (1.165) und (1.166):

Ft) = ret), (2.8)
U(t) = ro(t)e(t), (2.9)
at) = —r@*t)e(t) +rdt) et . (2.10)

Hier haben wir die Zeitabhéngigkeiten explizit ausgeschrieben. Die Zeitableitung
des Polarwinkels bezeichnet man als Winkelgeschwindigkeit,

w(t) = o(t) . (2.11)
Damit gilt fiir den Betrag der Geschwindigkeit:
v(t) =rw(t) . (2.12)

Die Radialkomponente der Beschleunigung ist identisch mit der im Zusammenhang
mit den natiirlichen Koordinaten eingefiihrten Zentripetalbeschleunigung,

a,(t) = —rw(t) . (2.13)

Das negative Vorzeichen besagt, dass sie zum Ursprung, also dem Kreismittelpunkt,
zeigt. Die Polarkomponente der Beschleunigung ist die sog. Tangentialbeschleu-
nigung,

ay(t) =rw(t) . (2.14)
Der Spezialfall der gleichférmigen Kreisbewegung ergibt sich fiir eine konstan-
te Winkelgeschwindigkeit, w = const., fiir den a, = 0, a, = —r w? = const. und

v =wr = const. folgt.

Man kann der Winkelgeschwindigkeit einen Vektor zuordnen, dessen Richtung die
Drehrichtung charakterisiert. Dies muss dann ein axialer Vektor sein. Die Zuord-
nung ist so definiert, dass der Vektor in Richtung der z—Achse zeigt, &(t) = w(t) €,
wenn die Drehung im mathematisch positiven Sinn (Gegenuhrzeigersinn) verlduft.
Es gilt

(t) = d(t) x 7(t) , (2.15)
vgl. Abb. 2.4.

Wir iiberpriifen, dass diese Gleichung korrekt ist:
U(t) =d(t) x7(t) =w(t)re, x é.(t) = w(t)rey(t),

wobel wir €, x €,.(t) = €,(t) benutzt haben, was aus Abb. 2.4 folgt. Die rechte Seite
dieser Gleichung ist aber unter Benutzung von Gl. (2.12) identisch mit Gl. (2.9),
woraus die Richtigkeit von Gl. (2.15) und damit die der Zuordnung der Richtung
von &(t) folgt.
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z
oo

Abbildung 2.4: Zur Definition der Richtung von &(t).

2.2 Grundgesetze der Dynamik

Die Dynamik fragt im Gegensatz zur Kinematik nach der Ursache fiir eine Bewegung.
Bei bekannter Ursache soll dann die Bahnkurve des Korpers berechnet werden.

Bevor wir mit der Diskussion der Grundgesetze der Dynamik beginnen, verschaffen wir
uns kurz Klarheit {iber die Struktur einer physikalischen Theorie. In jeder Theorie
gibt es Definitionen, die sich in Basisdefinitionen und Folgedefinitionen unterteilen.
Basisdefinitionen beziehen sich auf Begriffe, die keiner weiteren Erlauterung bediirfen,
z.B. der physikalische Ort eines Massenpunktes, beschrieben durch den Ortsvektor 7(t).
Folgedefinitionen beziehen sich auf Begriffe, die aus Basisdefinitionen abgeleitet wer-
den, z.B. die Geschwindigkeit eines Massenpunktes, die sich aus der Zeitableitung des
Ortsvektors ergibt, 7(t) = 7(t).

In dhnlicher Weise unterteilt man die Sétze einer physikalischen Theorie. Es gibt Axio-
me bzw. Prinzipien oder Postulate, die die Theorie begriinden und an deren Anfang
stehen. Diese sind mathematisch unbeweisbar. Fiir die Klassische Mechanik sind dies
die Newtonschen Axiome, die wir im néichsten Abschnitt vorstellen werden. Aus den
Axiomen leiten sich Theoreme ab, d.h. sie sind unter Zuhilfenahme der Axiome, also im
Rahmen der Klassischen Mechanik der Newtonschen Axiome, mathematisch beweisbar.

In der Physik entscheidet die Ubereinstimmung mit der Naturbeobachtung iiber die
Richtigkeit einer bestimmten Theorie. Die Klassische Mechanik hat sich fiir alle Na-
turphdnomene auf der Gréflenskala der alltdglichen Erfahrung und z.T. auch dariiberhin-
aus auf gréfferen Skalen in diesem Sinne als richtig erwiesen. Dies begriindet ihre zentrale
Rolle im Kanon der Grundvorlesungen der Theoretischen Physik.
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2.2 Grundgesetze der Dynamik

2.2.1 Die Newtonschen Axiome

Die Newtonschen Axiome erfordern die Einfithrung der Begriffe Kraft und triger Masse,
also zweier Basisdefinitionen.

1. Kraft: Die Kraft entspricht der Anstrengung, die notig ist, um den Bewegungs-
zustand eines Korpers zu dndern. Da die Bewegung eines Korpers iiblicherweise
in einer bestimmten Richtung erfolgt, und damit die Anderung eines Bewegungs-
zustands ebenfalls in einer gewissen Richtung stattfinden muss, ist die Kraft eine
vektorielle Groie, F. Die Einheit der Kraft ist Newton, [F] = N.

Dass die Kraft mit der Anderung eines Bewegungszustands einhergeht, ist beilei-
be nicht so selbstverstindlich wie es klingt. Newtons Zeitgenossen waren namlich
der Auffassung, dass die Kraft die Ursache fiir die Bewegung von Korpern ist.
Damit miifite selbst ein gleichformig bewegter Korper stdndig einer Kraft ausge-
setzt sein, um seinen Bewegungszustand zu erhalten. Umgekehrt wiirde ein beweg-
ter Korper, auf den keine Kraft ausgeiibt wird, irgendwann zur Ruhe kommen. Dies
entsprach der gdngigen Meinung von Newtons Zeitgenossen, weil sie offenbar mit Be-
obachtungstatsachen zu begriinden ist, z.B. dass eine Kutsche von Pferden gezogen
werden muss, um eine konstante Reisegeschwindigkeit zu halten und irgendwann
zum Stillstand kommt, wenn sie nicht mehr gezogen wird. Dies ist natiirlich ein
Trugschluss, denn die Kutsche hort aufgrund von Reibungskriften auf zu rollen
und muss gezogen werden, um diese Reibungskrifte auszugleichen. In der Tat ist
es gerade die Einwirkung der Reibungskrifte, die den Bewegungszustand einer
rollenden, nicht von Pferden gezogenen Kutsche dndert, ganz im Sinne der obigen
Definition der Kraft.

2. Trige Masse: Die trige Masse ist der Widerstand eines Korpers gegen Ande-
rungen seines Bewegungszustands. Da dieser Widerstand i.a. unabhéngig von der
Richtung der Anderung des Bewegungszustands ist, ist die triige Masse eine skalare
Grofle, m,. Sie ist reell und positiv definit, m; € R, m; > 0. Die Einheit der
Masse ist Kilogramm, [m,] = kg.

Offenbar miissen wir fiir verschiedene Korper unterschiedliche Kraftanstrengungen
aufbringen, um sie in einen Zustand der Bewegung zu versetzen, selbst wenn sie die
gleiche Grofe, d.h. das gleiche Volumen, besitzen, z.B. ein Stiick Eisen im Vergleich
zu einem Stiick Holz gleicher Grofle. Diese Korper unterscheiden sich in ihrer tragen
Masse, die trage Masse ist also eine Materialeigenschaft.

Aus diesen Basisdefinitionen leiten sich folgende Folgedefinitionen ab:

1. Kréaftefreier Korper: Ein kriftefreier Korper ist ein Korper, auf den keine dufle-
ren Krifte wirken.

Dies ist im Grunde eine Modellvorstellung, die niemals exakt zu realisieren ist, da
man einen solchen Korper vollstdndig von seiner Umgebung und deren Einfliissen
isolieren miifite. Nach gegenwértigem Kenntnisstand der Naturkréfte ist dies nicht
moglich.

89



2

Mechanik des freien Massenpunktes

2. Inertialsystem: Ein Inertialsystem ist ein Koordinatensystem, in dem ein kréfte-
freier Korper im Zustand der Ruhe oder der geradlinig gleichférmigen Bewegung
verharrt.

Dies bedeutet, dass der Korper nicht beschleunigt wird, d(t) =0 V ¢.

3. Impuls: Der Impuls ist das Produkt aus trager Masse und Geschwindigkeit eines
Korpers,
pP=mU. (2.16)

Wie die Geschwindigkeit ist er eine vektorielle Grofle. Als Produkt einer Basisgrofie
(m;) und einer abgeleiteten GréBe (7 = 7) ist er ebenfalls eine abgeleitete GroBe.
Dadurch dass der Impuls sowohl zur Geschwindigkeit wie auch zur tragen Masse ei-
nes Korpers proportional ist, charakterisiert er einerseits dessen Bewegungszustand
und andererseits auch dessen Widerstand gegen Anderungen dieses Bewegungszu-
standes.

Nach diesen Definitionen sind wir nun in der Lage, die Newtonschen Axiome anzu-

geben:

1.
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Newtonsches Axiom (Galileisches Trigheitsgesetz):

Jeder Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichférmigen Be-
wegung, wenn er nicht durch duflere Krifte gezwungen wird, seinen Bewe-
gungszustand zu dndern.

Unter Zuhilfenahme des Begriffs des kréftefreien Korpers a8t sich das 1. Newtonsche
Axiom auch als Definition des Inertialsystems verstehen, s. oben.

. Newtonsches Axiom (Bewegungsgesetz):

In einem Inertialsystem ist die Anderung des Impulses gleich der Kraft, die
diese Anderung hervorruft,

F=p= % (my T) . (2.17)
Bemerkungen:
(i) Aus der Produktregel folgt
F=m,0+mt=m0+ma. (2.18)
Falls m; = const., so ist m; = 0 und
F=ma. (2.19)

Dies ist die dynamische Grundgleichung der klassischen Mechanik. Es
ist aber stets zu bedenken, dass sie ausschlieflich fiir Korper gilt, deren triage
Masse zeitlich konstant ist.

Bei ndherer Betrachtung ist dies fiir alle Fortbewegungsmittel, die Treibstoff ver-
brauchen, den sie selbst mitfithren, wie z.B. Autos, Flugzeuge, Raketen etc. nicht
der Fall, nicht einmal fiir Radfahrer, Laufer oder Fuiginger. Fiir alle diese Fille
gilt (in der Regel, d.h. bis zum néichsten Auftanken) 1, < 0, also m; # const..



2.2 Grundgesetze der Dynamik

(ii) Die dynamische Grundgleichung (2.19) 148t sich nach der Beschleunigung auflosen,

—

S )
r=ad=—.
Ty
Damit bestimmt das Verhéltnis von Kraft zu trager Masse die Trajektorie 7(t),
denn diese kann man im Prinzip durch zweimaliges Integrieren nach der Zeit (und
Angabe von zwei Integrationskonstanten) aus der Beschleunigung berechnen, wie
in Abschnitt 2.1.1 ausfiihrlich diskutiert.

(iii) Mit Hilfe des 2. Newtonschen Axioms 148t sich die Kraft als Folgedefinition
auffassen, die aus der triagen Masse (einer Basisgrofie) und der Beschleunigung
(eine aus der Basisgrofie Ort abgeleitete Grofie) abgeleitet wird. Newton als Ein-
heit der Kraft kann dann durch die Einheiten von triger Masse, Linge und Zeit
ausgedriickt werden:

. Newtonsches Axiom (Reaktionsprinzip, actio = reactio):

Gegeben seien zwei Korper. Sei Fi, die Kraft, die der zweite Korper auf
den ersten ausiibt, und Fy, die Kraft, die der erste auf den zweiten ausiibt.
Dann gilt: . .

Fio = —F5; . (2.20)
Beispiel: Eine Kugel, die auf einer Tischplatte liegt, {ibt auf die Platte eine Kraft aus.
Umgekehrt {ibt die Tischplatte eine Kraft auf die Kugel aus, vgl. Abb. 2.5.

Y F21

Abbildung 2.5: Beispiel fiir das 3. Newtonsche Axiom.

Mit Hilfe des 3. Newtonschen Axioms 148t sich eine Mef3vorschrift fiir die trige

Masse definieren. Fiir zwei Massenpunkte mit den tragen Massen m;; und m, o, die

aufeinander Kréfte ausiiben, aber ansonsten keiner anderen Kraft ausgesetzt sind, gilt
mgq az

Myl G = —Myal2 == My 01 =My 0y < m = 0 (221)
) 1
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Beschleunigungen sind gut meBbare Gréfien; man bendétigt lediglich Zeit- und Orts-
messungen, um sie festzulegen, aber braucht die Kréifte, die die Beschleunigungen
verursachen, nicht zu kennen. Das Verhéltnis der Beschleunigungen und damit auch
das Verhéltnis der tragen Massen ist damit unabhéngig von den wirkenden Kréften.
Dies macht noch einmal deutlich, dass die trige Masse eine Materialeigenschaft ist.

Durch die Einfithrung eines Massennormals, d.h. einer Testmasse, deren Wert wir frei
festlegen konnen, kann man alle anderen Massen durch Vergleich mit dieser Testmasse
bestimmen. Die Testmasse habe den Wert 1 kg. Damit werden alle anderen Massen in
Einheiten von kg festgelegt, z.B. nach Gl. (2.21) fiir m;; = 1 kg als Testmasse:

ay
Mmio = — kg .
a2
Die Mafizahl ay/a; der Masse m; 2 muss nun noch durch ein geeignetes Experiment,
welches das Verhéltnis der Beschleunigungen festlegt, bestimmt werden.

4. Newtonsches Axiom (Superpositionsprinzip):

— —
Wirken auf einen Korper mehrere Kriafte Fi, ..., F,,, so addieren sich diese
wie Vektoren,

ﬁ:iii. (2.22)

2.2.2 Krifte

Kréafte sind i.a. nicht iiberall in Raum und Zeit konstant, sondern variieren mit 7 und ¢.
Sie sind also im mathematlschen Sinn Kraftfelder. Sie konnen daruberhlnaus auch von
der Geschwindigkeit 7 abhéngen; eine Abhéngigkeit von der Beschleunigung 7 ist aber in
der Regel auszuschlielen, ‘
Beispiele:

1. Gewichtskraft, Schwerkraft:

—

F =mg. (2.23)

Hierbei ist m, die sog. schwere Masse und ¢ die Erdbeschleunigung. In einem
kartesischen Koordinatensystem, in dem die z—Achse senkrecht zur Erdoberfliche
steht, ist g = (0,0, —g), wobei g ~ 9,81 m/s? der (mittlere) Wert der Beschleunigung
an der Erdoberfliche ist. Die Einheit der schweren Masse ist dieselbe wie die der
tragen Masse, [m;] = kg.

Das sog. Gewicht, welches man im Alltagsgebrauch gerne in kg angibt, ist streng ge-
nommen keine Masse, sondern eine Kraft, ndmlich die Gewichtskraft bzw. Schwer-
kraft (2.23), die auf eine Masse an der Erdoberfiche einwirkt. Eine schwere Masse
m, = 1 kg erfihrt aufgrund dieser Gewichtskraft die Beschleunigung von 9,81 m/s?.
Die Gewichtskraft bzw. Schwerkraft betridgt also eigentlich 9,81 N, und nicht 1 kg
(was schon aufgrund der Einheit keine Kraft sein kann).

92



2.2 Grundgesetze der Dynamik

Was ist die Relation zwischen schwerer Masse und triager Masse? Die Beschleunigung
a, die ein Korper der tragen Masse m, im Schwerefeld der Erde erfihrt, ist aufgrund
des 2. Newtonschen Axioms und Gl. (2.23) mit seiner schweren Masse verkniipft:

mS mS
F = mia=F;=ms9g=const. — a=—g=const. — — = const.
my my
= Mg ~ My .

Trige Masse und schwere Masse sind also zumindest zueinander proportional. Aber
was ist der Wert der Proportionalitdtskonstanten? Diese Frage beantwortet das sog.
Einsteinsche Aquivalenzprinzip. Es besagt, dass die beiden folgende Situationen
hinsichtlich des Meflergebnisses prinzipiell ununterscheidbar sind:

(i) Eine Person fiihrt in einem fensterlosen Raumschiff, welches sich mit Beschleu-
nigung @ = (0,0,a) durch den kréftefreien Raum bewegt, eine Messung der
trigen Masse m; eines Korpers durch.

(ii) Eine Person fithrt in einem fensterlosen und bis auf die Schwerkraft kréftefreien
Raum auf der Erdoberfldche eine Messung der schweren Masse m, desselben
Korpers durch.

Dies ist in Abb. 2.6 noch einmal bildlich dargestellt. Da beide Personen keinen
Bezugspunkt auflerhalb des Raumes haben, mit dessen Hilfe sie entscheiden kénnten,
ob sie sich im Raumschiff oder auf der Erde befinden, ist die Schluifolgerung aus
der Messung der beiden Massen

Mms =my =m. (2.24)

=)

g

Abbildung 2.6: Zum Einsteinschen Aquivalenzprinzip.

2. Zentralkrifte: ' ‘
F(F,7t) = f(rirt) e . (2.25)

Die Kraft wirkt immer radial vom Ursprung weg (f > 0) bzw. zum Ursprung hin

(f <0).
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2 Mechanik des freien Massenpunktes

Beispiele:

(i) Gravitationskraft, die von einer Masse M im Koordinatenursprung auf eine
Masse m am Ort 7 ausgeiibt wird, vgl. Abb. 2.7,

£ == 25

(2.26)

r2

Abbildung 2.7: Zu der von der Masse M auf die Masse m ausgeiibten Gravitationskraft.

Die Konstante v ~ 6,674 - 107'! N(m/kg)? heift Newtonsche Gravitati-
onskonstante.
(ii) Coulombkraft, die von einer Ladung ) im Koordinatenursprung auf eine
Ladung ¢ am Ort 7" ausgeiibt wird,
1
99 (2.27)

fr) = dmey 12

Die Konstante ¢y ~ 8,854-10712 As/Vm ist die sog. Dielektrizititskonstante
des Vakuums.

3. Lorentzkraft, die ein Teilchen der Ladung ¢ in einem elektromagnetischen Feld
erfahrt,

—

F=gq [E(F, t)+7x B(7,1)] . (2.28)

Hierbei ist ¢ die Teilchen