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3. Vorlesung



Allgemeines zur Vorlesung

* Ortund Zeit:
PC-Pool Raum 01.120, immer freitags von 15.00 bis 17.00 Uhr

* Vorlesungs-Materialien:
http://th.physik.uni-frankfurt.de/~hanauske/VARTC/

* Kurs auf der Online-Lernplatform Lon Capa:
http://lon-capa.server.uni-frankfurt.de/

* Die Vorlesungstermine am 15.06. und 29.06.2018 mussen leider auf einen
anderen Termin verschoben werden bzw. eine Vertretung wird organisiert.

* Plan fur die heutige Vorlesung:
Praktische Ubungsstunde, Lon-Cappa Ubungsaufgaben,
Geodatengleichung in der Schwarzschild-Raumzeit fir unterschiedliche
Anfangsbedingungen eines Probekdrpers mit Maple |6sen
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Aufgaben im Kurs allgemeine Relativitiatstheorie mit dem Computer

Aufgaben im Teil I: Analytische Berechnungen und numerische Simulationen in Maple

Berechnung von Christoffelsymbolen der Schwarzschild-Metrik

Berechnung des Riemann Tensors der Schwarzschild-Metrik

Probekorper fillt radial in ein nichtrotierendes schwarzes Loch

Geoditische Bewegung eines Probekorpers um ein nichtrotierendes schwarzes Loch

Radialer Wurf eines Probekorpers in der Nihe eines nichtrotierenden schwarzen Lochs

Berechnung eines Neutronensterns

Berechnung eines Weillen Zwergs
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Die folgende Metrik beschreibt die raumzeitliche Struktur eines nichtrotierendes schwarzes Loch (Schwarzschildmetrik in Schwarzschildkoordinaten):

oM
/1—— 0 0 0 \
7’!
oM\ !
9w = 0 = 1__7' 0 0
0 0 2 0

\ 0 > 0 0 —r’sin®(6) )

Die griechischen, raumzeitlichen Indices p, v laufen von 0..3 und entsprechen den folgenden sphérischen Koordinaten:
i = (:vo, :cl, a:2, m3) = (t, P a, gb) Berechnen Sie den Wert des Christoffelsymbols I‘gl, wobei die Masse M des schwarzen Loch und der radiale

Abstand r den folgenden Werten entspricht:

M=15, r=4.6

-0.128380691543992

Korrekt! 8
Ihre Nachweis-Nr. ist 163-3507 (&)
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Die folgende Metrik beschreibt die raumzeitliche Struktur eines nichtrotierendes schwarzes Loch (Schwarzschildmetrik in Schwarzschildkoordinaten):

oM
/1—— 0 0 0 \
7’!
oM\ !
9w = 0 = 1__7' 0 0
0 0 2 0

\ 0 0 0 —r2sin®(h) )

Die griechischen, raumzeitlichen Indices p, v laufen von 0..3 und entsprechen den folgenden sphérischen Koordinaten:

i = (wo, CI?l, :1:2, :I:3) = (t, ¥, a qb) Berechnen Sie den Wert des Riemann Tensors [2y101, wobei die Masse M des schwarzen Loch und der radiale
Abstand r den folgenden Werten entspricht:

M=40, r=4.9

Antwort einreichen = Versuche 0/20
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Die folgende Metrik beschreibt die homogene, isotrope zeitliche Entwicklung des Universums (Robertson-Walker Metrik):
1 0 0 0
2
a(t)
0 —— 0 0
g = 1 —kr
N e 2,2
0 0 —a(t)"r 0
2 Doand
0 0 0 —a(t)"r*sin®(0)
Die Funktion a(t) bezeichnet den Skalenfaktor des Universums zur Zeit ¢ und der Parameter k kennzeichnet den Kriimmungsparameter des Universums. Die griechischen, raumzeitlichen Indices g, v laufen von 0..3 und entsprechen
den folgenden sphérischen Koordinaten: z# = (:1:0, z! i :c2,a:3) = (t, 78, ¢) Berechnen Sie das Christoffelsymbols I‘(l)l und geben Sie an welcher der unten stehende Ausdriicke richtig ist:
FO I kr
) = —
11 1—-kr?
da(t)
1-\0 . dt
-l 1-kr?
o — _ _a)
Sl T 1—kr?
da(t)
FO - 2 a(t) T
Sl i 1-kr?
da(t)
PO - a(t) dt
Sl 1—kr?
. Antwort einreichen | Versuche 0/2
Diskussionsbeitrag abschicken é,—r Feedback geben .
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ol z Text Math Drawing Plot Animation

(C Maple Input V) (Monospated V) Qz V) Tl §
i WITNM{PIoTsS):
| L with(plottools):
=Definition der Robertson Walker Metrik
> coord := [t, r, theta, phil:

g_compts := array(symmetric,sparse, 1..4, 1..4):

i 4
Hide ¥

Il

Ehi

i
Be—iE
=

g_compts[1,1] := 1:
g_compts[2,2] := -a(t)r2/(1-k¥rr2):
g_compts[3,3] := -a(t)A2%ri2:

g_compts[4,4] := -a(t)A2¥rA2¥%sin(theta)’2:
g := create( [-1,-1], eval (g_compts));

1 0 0 0
2
g SAE) > 0 0
g .= table| | index_char = [-1, -1], compis = L—%r (1.1)
0 0 —a()?r? 0
0 0 0 —a(1)? 2 sin(6)2
:Kontravariante Raumzeit-Metrik: b
> ginv := invert( g, "detg’ );
1 0 0 0
2
0 -1+ k2r 0 0
a(t)
ginv .= table| | index_char = [1, 1], compis = 1 (1.2)
& 0 g 9
r©a(t)
1
0 0 ——
sin(e)2 v a(t)2

:Raumzeit—Metrik mit gemischten Komponenten:
> raise(ginv,g,1);
1000

_ 0100
table| | index_char = [1, -1], compts = (1.3)
0010

0001

:Erste partielle &bleitung der Metrik:
> D1g := dlmetric { g, coord );

D1g:= tabie| |index_char = [-1, -1, 1], compts = ARRAY| cf1, [1.4,1.4,1.4], (1,1, 1)=0,(1,1,2)=0(1,1,3)=0,(1,1,4)=0 (1,2 1)=0,(1,22)=0,(1,23)=0,(1,24)=0,(1,3,1)=0,(1,32)=0, (1,3, (14)

2 a(t) [% a(t)) (23

2

2
2AQYRE o onaye 0 i 00EE;

3) 207 (13, 4%=0, (L 4.0)=0 (t.4,2)=0,(1.4.3)=20.(1.4:4) 20,4211y =021 2y 20, (231, 3)=10; (2 L.4)=0, (2 2.1)=

~|

®|Ready.
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Ch
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(_C Mapleinput v ) ( Monospaced v) (12 v) .U E

i 4
Hide ¥

Il
e

1
L
1

T 7 717
;Chistoffel Symbole (kontravariante Form): b
> Cfl := Christoffell ( Dlg );
a(t) (7 ato)
Cf1:= table| |index_char = [-1, -1, -1], compis = ARRAY|cfl,[1.4,1.4,1.4],1(1,1,1)=0,(1,1,2)=0,(1,1,3)=0,(1,1,4)=0,(1,2,1)=0, (1,2, 2) = 5 (i, 283y =00, 204 =00, 2 1)=:0:(1, (1.5)
i o
d 2(d aty) [dr a(”]
3,2)=0, (1,3, 3) =-a(t) rz(aa(t)],(l, 3,4)=0,(1,41)=0,(1,42)=0,(1,4,3)=0, (1, 4, 4) = -a(?) rzsin(e) (aa(t)], (2,1, )20, 4200 22 )= 5 2,1, 8)200, 420,54 )20 (1202 1)
=Lk

a(z)2 kr

a(t) | =— al?)
L}, (2,2 2)=- X (2,.:253)20, 0224 205253 IFEmi(283 2XE20 (28,35 —a(t)2 7,(2,3,4)=0,(241)=0,(242)=0,(2,43)=0, (2, 4, 4) = —a(t)2 rsin(e)z, (Bl e

1k T

1,.2)=0; (3.1:3) = =a(i) - (% a(t)], (3 1:4)=0 (3 2,190 (3:2.2)=0:(3,23) = —a(t) r,(324)=0(331)=alt) r [% a(z‘)], (3.372) =a(t)2 ri(3:3,3Y=0,(3/3:4)=0.(3 4 1)=0.(3:4 2)=

(3,4,3)=0, (3, 4 4) = -a(t)? ¥ sin(6) cos(s), (4, 1,1) =0, (4,1,2) =0, (4,1, 3) =0, (4, 1, 4) = —a(t) r* sin(s)? [1 a(!)), (4,2, 1)=0 (4,2,2) =0, (42 3) =0, (4 2,4) = =a()® rsin(e)? (4,3 1) =0, (43 2)

=0, (4 3,:3)=0, (4 3,4) = —a(t)2 ¥ sin(6) cos(e), (4, 4, 1) = a(t) ¥ sm(e) [% a(t)), (4, 4,2) = a(t)2 rsin(e) (4,4, 3) = a(t)2 v sin(®) cos(8), (4, 4, 4) = ]]])

:Chistoffel Symbole (erster Index kontravariant, zweiter und dritter kontravariant):
> Cf2:= Christoffel2( ginv, Cfl );

alt) [—ra(t))

(3 Y= 23200 1.3%=0 6 1.4%=0 (1,2.0)=0.(L,2:2)== 1283 R0 24 =003 1F=05 (1 (1.6)

Cr2is tab!e[ index_char = [1, -1, -1], compis = ARRAY[cfZ Bl..4.1.38 1.2,

e

2(d &““) Ea(”
3,2)=0 (1,3 3)=a(t) r (aa(t)] (1,3,4)=0,(1,4,1)=0,(1,42) =0, (1, 4,3) =0, (1, 4, 4) = a(t) ¥ sin(s)? (—a(t)] (2L1=0@21L2="5—213=00@1L49=0@221)=5(22
2)=-L2, (202 B0 (22 450 (B 3.2 (2.3,2) =0, (238 sl=14%%) 22 30 ALy o meye o (2 3ye 0 @d aps (s r?) reine). (3,110,312 =0,3:1.3)

i i o
d_““) 1 d_a“) 1
= —-—;(r) (3 1pd)-=0; (B 2:1)=10 (3;2:2) =0;(3:2:3) = — (32 4)=0,(331)= ———;(U s(2302) = +(333)=03E3 4)=0,(341)=0,(342)=0,(34,3)=0,(3 4 4) = -sin(s) cos(s), (4,1, 1)
%a(t) cos(e) ta(t) 1
=0(412)=0(413=0(41L4=75-(421)=0(422)=0(423)= 0(424)——(431)_0(432) 0,(433)=0, (43 4) = o) (441)_W‘(4‘4’2)=7‘(4‘4‘3)
_ cos(e)
I - sm(e) (@ 2= ] ]
| < * de : 5% A : ks "

8| Ready
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Die folgende Metrik beschreibt die homogene, isotrope zeitliche Entwicklung des Universums (Robertson-Walker Metrik):

1 0 0 0
a(t)?
Gl ” “Iekr /
H N2 2
0 0 a(t)™r 0
0 0 0 —a(t)’sin?(0)

Die Funktion a(t) bezeichnet den Skalenfaktor des Universums zur Zeit ¢ und der Parameter k kennzeichnet den Kriimmungsparameter des Universums. Die griechischen, raumzeitlichen Indices g, v laufen von 0..3 und entsprechen

den folgenden sphérischen Koordinaten: z* = (:1:0, ! 3 x? § :rs) = (t, r, 6, ¢) Berechnen Sie die (1, 1)-Komponente des Einsteintensors G, = R, — % R 9g,,,, und geben Sie an welcher der unten stehende Ausdriicke richtig

ist:

Tt
0 Gy =G =— 2L

-G =G = —

2 2
2a(t) 22 12 (50 ) 4k

st _— dt2 dt
Gll — Grr = i tl—kr2

2 2
2 a(t) d a(t)+(da(t)) 1k

o . d2 dt
Gll = Grr == tl_krz

d2a(t)  ( da(t) \2
2 a(t) + +k
§ G — G = i)

1—krd
@@w [&2] D455-1691-Dolphin @ LON-CAPA Berechnung des Einsteintensor:

K58
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(_C Mapleinput v ) ( Monospaced ¥ Q2.3 Il
: ;Angabe einzelner Komponenten eines Tensors:
> get_compts(Cf2)[1,2,2];

i 4
Hide ¥

Il
Il
4

i

1
L
1

a(t) [% a(t)]
T

:Riemann Tensor:
> D2g := d2metric { Dlg, coord ):
RMN := Riemann{ ginv, D2g, Cfl );

RMN:= table| |index_char = [-1, -1, -1, -1], compts = ARRAY | cov_riemann, [1.4,1.4,1.4,1.4],((1,1,1,1)=0,(1,1,1,2)=0,(1,1,1,3)=0,(1,1,1,4)=0,(1,1,2,1)=0,(1,1,2,2)=0,(1,1,2,3)=0,(1, 1, 2, 18| |

03|

d
5 — a(i)

di

4)y=10:(1, 1, 3, 1)=0, (1, 1,:332)=0;(1, 1:3 3)-=0; (1, 1,3:4)=0,(1, 1,4 I)=0:(1,1 4 2)=0, (1,1, 4:3y=0, (1,1, 4)=10:(1:2 1,1)=0, (1,2:12)=+ )) (1,2,1,3)=0,(1,21, 4)

14k
alt) [% [%am])
=00 2 2 Y= 5 - (1 2,22y =0, (1, 2:2:3)=0(,2 2.4y=0 (1,2, 3:1)=0,(1,:2:3 2)=0; (1,2 3,3)=0 (1, 2:34)=0:(1,:274 1)=0; (L. 24:2)=0, (1, 2:4:3)=0:{l,2 4 4)=0,
-1+ k7
CE. 3,1, )20, 01,351 2):2006,:3..1,.3) =alt) ?’2 [% [% a(t))], (1,351 4):200(,:3,.2,.1) =0,.01, 3:2:2 201,32, 3)=0 (L 3,2:4)=0,01.3:3 B=<=g) 1’2 [% (% a(t)]} (L, 3:35R)=020153 3.3)

=0,(1,3234)=0,(1,341)=0(1,3,42)=0,(1,343)=0,(1,3,44)=0,(1,41,1)=0,(1,41,2)=0,(1,41,3)=0, (1, 4 1, 4) = a(t) r? sin(e)2 [% [% a(t)]), (1,42 1)=0,(1,422)=0, (1, 4 2

3)=0,(1,424)=0,(1,431)=0,(1,432)=0(1,433)=0,(1,434)=0,(1, 4 4 1) = -a(¥) r? sin(e)2 [% [% a(:))), (1,442)=0(1,443)=0,(1,444)=0,(2111)=0,(211,2)

) a(t)[%(%a(r)]] a(t)[%[%a(t)])

1+ k72 14+ k7

. (21,1,3)=0,(21,1,4)=0(21,21)=-

5 (2 1,:2:2) =0,:(2:1,:2,3) =0,(2,:1; 2, 4) =0 (2 1;:3:1)=0,:(2,1,3,2) =0, (2,1, 3:3):=0, (2,:1;:3;4) =0:({2:1,:4; 1)
=0,(2, 1;:4,2) = 0;:(2:1,4,8) =0; (2,:1,4;:4) =0, (2, 2,1, 1) =0;:(2-2, 1,2} =0, (2,2 1;3):=0, (2:2,1,4) =0,(2, 2.2 1)=0,(22,:2,2) =0;:(2;:2, 2,:3) bO, (2,2,2:4)=0, (2, 2:3,°1) =:0;:(2:2 3,2)=0,(2,2, 3,

3)=10,(2,2:3;:4) =0;;(2:2:4, 1) =0, (22, 4,;2)=0; (2 2;4:3) =0:(2:2,4,4) =0; (2,3, 1;1)=0, (2:3;:1,:2) =-0;:(2,:3 1, 3)=10;(2,3;1;:4) =0;;(2:3:2,1) =0;(2,3,2;;2)-=0; (2 3;23)

2 )
rza(t)z((-c% a(r)] +k] 2 a(r)z[[—g? a(t)) +k]
i 5 s (2,3, 204) =0, (2:3:3 1)y=0:§23 3 2)== 5 22,3, 3,3) =0, (2,3:34)=0:(2:3,4,1)=0: (2 3,4:2)=0,(23:43)=0,(2:3 4, 4)=0, (2.4, 1, 1)=0,
~| == == >
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; Text Math Drawing Plot Animation

| (CMapiempn ) (Monospacea ) (12 ) [B]Z U E]== bl =i
?f 4) = o))

| Angabe einzelner Komponenten eines Tensors:
> get_compts(RMN)[3,2,2,3];

i 4
Hide P

|»

72 a(1)2 [(% a(t))2+ k]

1+ ks

(1.9)

Ricci Tensor:
> RICCI := Ricei( ginv, RMN );

RICCI = table| | index_char = [ -1, -1], compts (1.10) |

2
5 [ it
das
el Jopipig)l

a(t)
a2 d 2
| alt) [? a(t)] 42 (a a(t)] 42k

] g

,0,0],

2 2
0,0, -a(t) r? [d—2 a(t)]—2 [% a(!)) 2_2k20|
ar

2 2 2 2
0,0,0, r° [—a(t) [% a(t)] + alt) [c?? a(t)] cos(e)z— 2 [% a(t)) +2 {% a(t)) cos(e)z— 2 ka kcos(e)z]m

=> get_compts(RICCID[1,1];
2
3 (d—z a(t)]
dr

= (1.11)
;Ricci Skalar:

4
[«]
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:: Text Math Drawing Plot Animation Hide :
(_C Maplenpwt_ ~) (Monospaced _ v) (12 v) [B]I U [E]== Thlh =i= '-
art) B
;Ricci Skalar:
> RS := Ricciscalar({ ginv, RICCI );
d? d 4
6 [a(r) (—2 a(t)] F (E a(t)] + k]
RS:= table| | index_char = [ |, compts = LS 2 (1.12)
a(t)
;Uberprufung:
> RICCIOU:=raise{ginv,RICCI,1);
contract{RICCIOU, [1, 2]);
2
3 [d—2 a(r)]
dt
a(0) 0 0 0
2 2
a(t) [iz- a(t)] 42 (i a(r)] 2k
dt dt
0 5 0 0
alt)
RICCIOU = table| | index_char = [1, -1], compis = 5 5
alt) [d—2 a(t)] 3 [i a(t)) +2k
dr d?
0 0 5 0
al(t)
2 2
a(t) [d—2 a(t)] +2 [i a(t)) +2k
dt dt
0 0 0 5
a(t)
2 2
6 [a(t) [% a(r)] + (E?'f a(r)) + k]
table| | index_char = | |, compts = a = (1.13)
a(t)
;Einsteintensor:
> Estn := Einstein(g, RICCI, RS);
Estn .= table| |index_char = [-1, -1], compts (1.14)
=] T Dl
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ORORES:
DE2BSS X ¢ TP EE &= NI OH> & XX 2 B
: Text Math Drawing Plot Animation Hide :
:: tapleinput _ v) (Monospaced v (12 v) [B]Z1 U [E]= = Thih =i= 'A
[> Estn := Einstein(g, RICCI, RS); fei
Estn .= table| |index_char = [-1, -1], compts (1.14)
2
3 ((% a(t)) + k]
= |= .0,0,0], ||
a(t)?
2 2 =
2a(r)[d—2a(:)]+(ia(r)) +k B
dr dt
0, - 5 ,0,0],
mileskakor
0,0, 2 alt) ¥ d—2 a(t) |+ [i a(!.‘)]2 P+ krlo
= ar dt =l
2 a2 a? 2 _(d 2 . Z 2 2
0,0,0 -r [—2 a(t) [—2 a(t) |+ 2 alt) [—2 a(t) | cos(8)" — [— a(t)) + [— a(t)) cos(8)” — k+ kcos(8)
dt dr dt di
:Uberpr\'ifung:
> T1in_com{1,RICCI,- 1/2%get_compts{RS),qg);
N}
table| | index_char = [-1, -1], compts (1.15)
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Die folgende Metrik beschreibt die homogene, isotrope zeitliche Entwicklung des Universums (Robertson-Walker Metrik):

1 0 0 0
a(t)?
Gl ” “Iekr /
H N2 2
0 0 a(t)™r 0
0 0 0 —a(t)’sin?(0)

Die Funktion a(t) bezeichnet den Skalenfaktor des Universums zur Zeit ¢ und der Parameter k kennzeichnet den Kriimmungsparameter des Universums. Die griechischen, raumzeitlichen Indices g, v laufen von 0..3 und entsprechen

den folgenden sphérischen Koordinaten: z* = (mo, x! ; w2,:c3) = (t, r,0, qS) Berechnen Sie die (0, 0)-Komponente des folgenden zusammengesetzten Tensors Q") = Raﬁw‘Raﬁw = % RPA Rapya g"' v und geben Sie

an welcher der unten stehende Ausdriicke richtig ist:

4 d2a(t) 2_ da(t) 2_ da(t) 2_ 2
3 (a(t)) 2 ( at ) 2k( @ ) K

0 Q' = Q% =

2 [ d2a(t) 2_ da(t) 4_ da(t) 2_ 2
3 (a(t)) a2 ( dt ) 2k( dt ) -

0 Q% =@ =

a(e)? ( La) 2_ dat) \* el
“QOO:Qttzz((t))(dﬂ) (dt)4k(dt) 12 |

2
2 2q a 4 a 2
N (P T e
VQQ:Q.t: —T—)
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(b Eavoriies i :“- Text Math Drawing Plot Animation Hide :
—E IE'“ ] ’ Maple Input ¥ | ( Monospaced vi(12 ¥ u == MhIReusis .
v—v ::ﬂ:s:; I (c= & >< \ ( )\“‘I"U 7 N / 7 B IR |
—g“m' m' ' | Berechnung des infinitesimalen Weglangenelements ds?:
(> units ) > dx:=create([1], array([dt,dr,dtheta,dphil)):
' ] ds2:=get_compts(prod(dx,lower(g,dx,1),[1,1])):
, ds2:=collect( simplify(ds2), [dt.dr,dtheta,dphil);
%%LL&—J Al o dr? a(t)2 e (a(t)2 _— a(t)2 r k) dtheta® % (a(t)2 r kcos(6)2 5 a(z‘)2 P* = a(t)2 P k— a(t)2 re cos(e)z) dphi2 (1.16)
— A3 kF ~1+k#° A3 e
(prowions e _ | Quadratischer Beitrag in der alternativen ART-Theorie von Prof. Struckmeier (FIAS Frankfurt)
L&H%@—J > RMNinv:= raise(ginv,RMN,1,2,3,4):
%T'“—S‘J Eins:=raise(ginv,g,1):
Wﬁ EqQuad:=1in_com(1l,prod(RMNinv,RMN,[1,1],[2,2],[3 bﬂ) .- 1/4,prod(Eins,prod(RMNinv,RMN,[1,1]1,[2,2].[3,3]1,[4,41)));
Eg g'eé Faggn. | 2 2 4 2
> Frakiur - 3 {[—d"z“ a(f)] a(T)Z = [—él? a(t)) il (—% a(t)) k— k2]
Pseriot EqQuad := table| | index_char = [1, -1], compts = ai 3 00 0, (1.17) |-
vg,Mis;illancsgs a( t )
d° t e T i d =g
Caw | aw —(Ea(t)) —2(5(1(0) k—k
g e 0.0
2 00|,
a(t)
2 2 4 2
4_a)| a(n? (ia(r)) —2(ia(t)) k— k2
dt dt dt
0.0, = 3 8
a(t) _
2 4 2 i
L al a(t)z—(ia(t)) —2(ia(t)J k— K
dt dt dt
0.0:0;~ 3
.. a(t) | |
o [ Ready ==
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Die Bewegung eines Probekdrpers um ein nichtrotierendes schwarzes Loch wird mittels der
Geodatengleichung beschrieben:

d*at dz” dxf
s, —— =

dr? 7 dr dr 0 = N
d’t po da’ da?
dr? " dr dr
d2r S L 3 tau= 282.000 r= 11.558 t= 294.945
dr2 " dr dr al= abe. Bl = 294.

2 v T T T T Y T T T
e SRR, . hT 20 30 40
dr? Y dr dr
d’¢ ; dz” dzf
=T T -

wobei 7 ein affiner Parameter (z.B. die Eigenzeit), t, r, @ und ¢> die Schwarzschildkoordinaten
und I‘ﬁp die Christoffel Symbole zweiter Art darstellen. Lésen Sie, unter Verwendung des

Computeralgebra-Systems Maple, die Geodatengleichung eines radial in ein schwarzes Loch

einfallenden Probekdrpers. Verwenden Sie die folgenden Anfangsbedingungen: Zur Eigenzeit

7=0 sei der Probekorper bei r=50.5 , =0 und ¢=0; die Anfangsgeschwindigkeiten seien: ﬂ=0,

dr
d . " -
%=0, %zo und die Masse des schwarzen Lochs betrage M=1. Berechnen Sie wo sich der

Probekorper bei 7 = 300 =~ 1 [ms] befindet und geben Sie den Radius r(300) in [km] an.

_Antwort einreichen | Versuche 0/20

&> O
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Erster Vorlesungsteil: Allgemeine Relativititstheorie mit Maple
2. Vorlesung
Einfuhrung

Bewegung eines Probekorpers (Masse verschwindend klein gegeniiber der Masse des schwarzen Lochs) um ein schwarzes Loch ist ein astrophysikalisch sehr relevantes Problem. Es gilt als so gut wie bestatigt, dass
im Zentrum unserer Galaxie ein superschwehres schwarzes Loch existiert und man verfolgt seit Jahrzenten (siehe z.B. R.Genzel et,al.) die Bewegung einzelner sogenannter S-Sterne um dieses Zentrum.Neben
diesen aktuellen Erkenntnissen, gilt die Perihel-Drehung des Merkur als ein, durch die allgemeine Relativitétstheorie verursachter, Effekt. Obwohl die Bewegung der Planenten unseres Sonnensystems um unser
Zentralgestirn (die Sonne) ja sicherlich keine Bewegung um ein schwarzes Loch darstellt, konnen die Gleichungen der Planetenbewegungen in guter Approximation als solche beschrieben werden (siehe Birkov-
Theorem).

Die Geodatengleichung in vorgegebener Schwarzschild Raumzeit

Im folgenden wird die Geoditengleichung in vorgegebener Schwarzschild Raumzeit betrachtet. Betrachten wir zwei unterschiedliche Raumzeitpunkte A und B und beschreiben die Bewegung eines Probekérpers
von A nach B mittels einer parametrisierten Raumzeitkurve z* (A); A bezeichnet man als den affinen Parameter. Die Geoditengleichung beschreibt wie sich ein Probekorper (Masse = 0) im Raum bewegt und sagt
voraus, dass diese Bewegung sich stehts entlang der kiirzesten Kurve, in der durch die Metrik beschriebenen gekriimmten Raumzeit, vollzieht.

B B ———— (B[ gm
ds = g, dztdz” = [ 94 —— ——dX — Ext 1
/A s /A \/g#,, zhdx /A \ Y N dx — Bxtremal

Mittels der Euler-Lagrange Gleichungen (L = / v ‘fif\' %) gelangt man dann zur Geodatengleichung
d*a" dz¥ dx*f
+T4, -2 =0,
d)\2 PdX\ dX D

wobei die I'#

yp die Christoffel Symbole zweiter Art und A ein affiner Parameter (z.B. die Eigenzeit) darstellen.

Radial in ein schwarzes Loch einfallender Probekorper

> restart:
with( tensor ):
with(plots):
with(plottools):

Definition der kovarianten Raumzeit-Metrik eines schwarzen Lochs der Masse M in Schwarzschildkoordinaten:

> coord := [t, r, theta, phi]:
a comnts := arravicsvmmetric.csnarca. 1..4. 1..4):
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wobei die I'#

,p die Christoffel Symbole zweiter Art und A ein affiner Parameter (z.B. die Eigenzeit) darstellen.

Radial in ein schwarzes Loch einfallender Probekorper

> restart:
with( tensor ):
with(plots):
with(plottools):

Definition der kovarianten Raumzeit-Metrik eines schwarzen Lochs der Masse M in Schwarzschildkoordinaten:

> coord := [t, r, theta, phi]:
g_compts := array(symmetric,sparse, 1..4, 1..4):
g_compts[1,1] := 1-2*M/r: g_compts[2,2] := -1/g_compts([1,1]:
g_compts([3,3] := -r2: g_compts[4,4] := -r~2*sin(theta)”2:

g := create( [-1,-1], eval(g_compts));

g.=tablke| |index_char = | -1, -1], compts

\ (2.1.1)
i 2M 0 0 0
v
1
0o - 0 0
o L_2M
v
0 - 0
0 0 o -#sin(e)® |||

Berechnung der kontravarianten Metrik und der Christoffel Symbole:

> ginv := invert( g, 'detg’' ):
Dlg := dlmetric( g, coord ): b
D2g := d2metric( Dlg, coord ):
Cfl := Christoffell( Dlg ):

Cf2:= Christoffel2( ginv, Cfl ):
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Berechnung der Geodatengleichung als Funktion des affinen Parameters A: Die Geoditengleichung ist ein System gekoppelter Differentialgleichungen

d’t o da¥ da’
d)\2 odXx  d\
d%r __p dz¥ dz”
d)\2 odX  d
d’0 _ o da¥ da’
d)\2 odX  d
d*¢ s dz¥ dz”

Gl QOS] b el
d)\2 odx  dX

wobei A ein affiner Parameter (z.B. die Eigenzeit), t, 1, & und ¢ die Schwarzschildkoordinaten und I‘f,‘p die Christoffel Symbole zweiter Art darstellen.

> eqns:=geodesic_eqns( coord, lambda, Cf2 );

2 a2t (2 rn)) 2
o ‘ ) ) _ -
ax? W) ri-r+2 M) 2 axd ¢(2)

|
eqns = ‘

2[4 ?’(l’l“‘ “iwl‘l“‘ 2 cos(s) [ L Bll‘l\‘ “lml‘nﬁ‘ 5

L da ) \Lda ) L da )L da ) d \

+ + =0, —5 B(%)
da’

v sin(8)
2(S-riny) [2-000) ( y "
S 2 A L _sin(s) cos(s) ‘i-@fl] | =0, d—z- ¥ia)

3 L da J da

‘d N fd X2
(-¥r+2M M E{UMI M a—ink)‘ - oz
- 5] — 4 r9-r+2M‘1 + (-r+2 M) HS{MI =+ (

l

; 7 G IS GO
-¥+2 M) sin(8) —@|_1|| :0‘
| da ) |

Wir lassen nur radiale Bewegung zu und setzen die Masse des schwarzen Lochs auf M=1:

> eql:=subs ({diff(phi(lambhda),lambda)=0,diff(theta(lambda),lambda)=0,M=1},eqns[1]):
eq2:=subs ({diff(phi(lambda),lambda)=0,diff(theta(lambda),lambda)=0,M=1},eqns[2]):
eq3:=subs ({diff(phi(lambda),lambda)=0,diff(theta(lambda),lambda)=0,M=1},eqns[3]):
eq4:=subs ({diff(phi(lambda),lambda)=0,diff(theta(lambda),lambda)=0,M=1},eqns[4]):
eql:=simplify(subs({r=r(lambda)},eql)):
eq4:=simplify(subs({r=r(lambda)},eq4)):
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Anfangswerte:

Zur Zeit t=0 sei der fallende Korper bei einem Radius von r=10=5*(Schwarzschildradius), die Anfangsgeschwindigkeit des Korpers sei 0. Wir beschreiben den Fall aus der Sichtweise eines im unendlichen
ruhenden Beobachters. Bemerkung: Der Anfangswert dt0 ergibt sich hierbei aus der Bedingung des infinitesimalen Weglangenelements % = utuy = 1, wobei hierbei der affine Parameter A als

Eigenzeit 7 interpretiert wird und u* die 4er-Geschwindigkeit des Korpers darstellt.

ds® ; N M at’ dt 1
d\? ~~ r D2 dx ] Y D
dr=d6=dé—0 bei t=0 \/ (1 - T)

> re:=10:

10:=0:

dro:=0:
dto:=evalf(1l/sqrt(1-2/r0)):

Numerisches Losen der Geodatengleichung:

> Loes:=dsolve({eql,eq4,t(0)=t0,r(0)=re,D(r)(0)=0,D(t)(0)=dte}, {r(lambda),t(lambda)}, type=numeric, output=listprocedure):

Zum Vergleich losen wir auch die Bewegungsgleichung nach Newton:
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Grafische Veranschaulichung der Losung (rote Kurve ist die nach Newton berechnete):

> lend:=33.7:
lendn:=35.12:

Plotl:=odeplot(Loes, [lambda,t(lambda)],0..lend, numpoints=200, color=blue,thickness=2,title="Koordinatenzeit t vs affiner Parameter

lambda"):
Plot2:=odeplot(Loes, [Lambda, r(lambhda)],0..lend, numpoints=200, color=blue, thickness=2,title="radius vs affiner Parameter lambda"):
Plot3:=odeplot(Loes, [r(lambda),t(lambda)],0..lend, numpoints=700, color=blue, thickness=2,title="Koordinatenzeit t vs radius"):
Plot_newton:=odeplot(Loes newton, [r(lambda),lambda],0..lendn, numpoints=100, color=red, thickness=2):
display(Matrix(1,3,[Plotl,Plot2,display(Plot3,Plot_newton)]));

Koordinatenzeit t vs affiner Parameter lambda radius vs affiner Parameter lambda Koordinatenzeit t vs radius
10
50 9 50
8 -
40 A ] 404
7 -
t 30 & B ; 304
20 1 5 504
4 -
10 1 10
34
0 T T T 2 T T 0 T T T T T T T T 1
0 10 20 30 0 10 20 30 1 2 3 4 6 7 8 9 10
lambda lambda r

gg,, & 2-Dolphin @ LON-CAPA Teil I: Vorlesung? - Mozilla Firef ? / «‘ - @’ ><’ ? . i@ 52 ) s I <

27.04. Ortszeit -




