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Plan für die heutige Vorlesung

• Kurze Wiederholung der Vorlesung 4

• C++ Arrays, Zeiger und Referenzen 

• Anwendungsbeispiel: Interpolation und Polynomapproximation 

• Übungsaufgaben: Übungsblatt Nr.5

• Aus aktuellem Anlass (Donnerstag, der 12.05.2022 ab 15.00 Uhr)                                                
Liveübertragung der ESO-Pressekonferenz                                                       
Neues vom Schwarzen Loch im Zentrum der Milchstrasse







Die if-Anweisung
Die 'Anweisungsbedingung' spezifiziert, in welchem Fall der 'Block von Anweisungen' ausgeführt werden soll. Ist diese 
Bedingung nicht erfüllt, so überspringt das Programm einfach die if-Anweisung. 

Eine if-Anweisung hat die 
folgende Struktur:

Das untere Programm gibt ein einfaches Beispiel für die Verwendung einer if-Anweisung. Das Programm fordert zunächst den 
Benutzer auf eine Zahl der Fibonacci-Folge im Bereich zwischen 100 und 200 einzugeben. Da es in diesem Zahlenbereich nur 
eine Fibonacci-Zahl gibt (144) ist es eindeutig, ob die vom Benutzer eingegebene Zahl richtig ist. 



Beispiel: Eingeschränkte Doppelsumme

Ein einfaches mathematisches Beispiel der 
Verwendung einer if-Anweisung ist z.B. die neben 
abgebildete  Doppelsumme. In der zweiten Summe, 
besteht der Zusatz, dass der Summenindex i
niemals den Wert des Summenindex k annehmen 
darf.

Das  links abgebildete C++ Programm 
zeigt den Quelltext des Programmes 
zur Berechnung der angegebenen 
Doppelsumme. Der Anweisungsblock 
der 2. for-Schleife wird nur 
ausgeführt, falls der Wert des Index i
ungleich dem Index k ist ( if( i != k ){ ... 
} ). Das Ergebnis ergibt sich zu 
"Ergebnis = -64344". 



(if-else)-Anweisung 
Eine (if-else)-Anweisung hat die folgende Struktur:

Die 'Anweisungsbedingung' spezifiziert, in welchem Fall der '1. Block von Anweisungen' ausgeführt werden soll. Ist diese 
Bedingung nicht erfüllt, so führt das Programm den '2. Block von Anweisungen' aus. 



Die switch-Anweisung
Formale Struktur einer switch-Anweisung C++ Beispielprogramm

Eine switch-Anweisung wählt unter 
einem Satz von Alternativen (case-
Marken) aus. Der Ausdruck welcher 
direkt hinter dem switch-Befehl in 
runden Klammern steht, ist die 
'Auswahl-Variable' der switch-
Anweisung und der aktuelle Wert dieser 
Variable spezifiziert welche der case-
Marken ausgewählt wird. 

Die 'Auswahl-Variable' sollte eine ganzzahlige Integer-Variable, oder ein char-Zeichen 
sein. Die einzelnen Werte der case-Marken legen die jeweilige Alternative und den 
auszuführenden 'Block von Anweisungen' fest. Am Ende einer jeden case-Marke steht ein 
break-Befehl, der ein Verlassen der switch-Auswahl bewirkt. Am Ende einer switch-
Anweisung sollte zusätzlich eine default-Marke stehen, sodass nicht explizit betrachtete, 
potentiell mögliche Werte der 'Auswahl-Variable' auch behandelt werden können. 



C++ Funktionen
Die Definition einer C++ Funktion 
besteht aus einer Deklaration und 
einem Anweisungsblock. 

Für die Deklaration einer C++ Funktion 
sind gewisse Angaben erforderlich (siehe 
nebenstehende Abbildung) und gewisse 
zusätzliche Spezifikationen möglich (z.B. 
'inline' oder 'virtual'). Um eine Funktion 
schließlich zu definieren, muss man 
zusätzlich noch die zu erledigenden 
Anweisungen in einem Anweisungsblock 
zusammenfassen. 

Die allgemeine Definition einer C++ Funktion ist der formalen Definition einer mathematischen Funktion nicht unähnlich 
und man könnte sie auch wie folgt definieren: "Eine C++ Funktion ist eine Abbildung von dem Datenraum der 
Argumentenliste in den Datenraum des Rückgabetyps. Die dabei benutzte Abbildungsvorschrift findet sich in ihrem 
Anweisungsblock. 



Mathematische Funktionen in C++



Nullstellensuche einer Funktion



Nullstellensuche einer Funktion

Der Algorithmus der Bisektion
Intervallhalbierungsverfahren

In diesem Anwendungsbeispiel möchten wir ein grundlegendes 
Problem der numerischen Mathematik behandeln, die 
Nullstellensuche einer Funktion. Wir betrachten eine Funktion 
f(x) und wollen berechnen, bei welchem x-Wert die Funktion 
Null wird (f(x)=0). 



Visualisierung mit einem Python Skript
Um die jeweiligen Teilintervalle als diskrete horizontale Linien 
darstellen zu können, definieren wir die Liste 'y_interval', welche 
gerade 'N+1' äquidistante Werte im Bereich [0,f(4)] beinhaltet. Die 
einzelnen Resultate der Bisektions-Iteration werden schließlich mittels 
einer Python for-Schleife realisiert und die einzelnen Teilintervalle als 
horizontale rote Linien und der approximierte Nullstellenwert pi als 
Stern mittels der Funktion 'plt.scatter(...)' geplottet.



Die Newton-Raphson Methode der Nullstellensuche













Zeiger, Adressen und Referenzen
Betrachten wir z.B. eine Variable, die den Wert einer Gleitkommazahl in doppelter Maschinengenauigkeit speichern soll - eine 
sogenannte double-Variable mit dem Namen "zahl". Für den Wert dieser Variable wurde beim Deklarationsprozess ein Platz von 
8 Bytes im Hauptspeicher reserviert. Die Adresse im Hauptspeicher, wo der Wert der Variable binär abgelegt ist, kann man 
mittels des Referenzoperators (&zahl: ein der Variable vorgestelltes &) ermitteln. In der Sprache C++, sind speziell für den Zweck 
des Hauptspeicherzugriffs, zwei eigene Datentypen definiert, mittels deren man die Adresse der Variable eines bestimmten 
Datentyps T speichern kann. Der Datentyp "Zeiger auf T" wird mit einem nachgestellten Sternsymbol gekennzeichnet (T*) und 
eine Variable dieses neuen Datentyps kann die Adresse eines Typs T speichern. Man sollte eine Zeiger-Variable des Typs T* am 
besten sofort beim Deklarationsprozess mit einer Adresse initialisieren, da es sonst geschehen kann, dass der Zeiger auf ein 
nicht existentes Objekt im Hauptspeicher zeigt. Möchte man dennoch einen nicht-intitialisierten Zeiger verwenden, so wird es 
angeraten diesen mit dem Nullzeiger "nullptr" zu initialisieren (z.B. int* a = nullptr;).



Zeiger, Adressen und Referenzen
Ein weiterer neuer Datentyp ist die "Referenz eines Typs T" und diese wird bei der Deklaration des Typennamens mit einem 
nachgestellten &-Symbol gekennzeichnet (T&). Eine Referenz ist im Prinzip gleichbedeutend mit der Adresse des Objektes, 
wobei im Unterschied zum Zeigerkonstrukt eine automatische Umwandlung (Dereferenzierung) der Adresse in den Wert der 
Variable geschieht. Eine Referenz ist demnach eine Art von Zeiger, der bei jeder Verwendung im Programm dereferenziert wird. 
Bei einer Zeigervariable Z des Typs T erhält man den Wert mittels eines vorgestellten Sternsymbols "*" (*Z: Dereferenzieren
eines Zeigers, Inhaltsoperator "*" angewandt auf den Zeiger Z), wobei bei einer Referenz das Dereferenzieren automatisch 
geschieht. Eine Referenz bezieht sich immer auf das Objekt, mit dem sie initialisiert wurde und es gibt keine Null-Referenzen im
Gegensatz zum Null-Zeiger.



Zeiger, Adressen und Referenzen
am Beispiel von char, int und double



Zeiger, Adressen und Referenzen
am Beispiel von char, int und double



Eindimensionale 
integrierte 
C++ Arrays
(Vektoren)



Eindimensionale 
integrierte 
C++ Arrays

(Vektoren)

Der Zugriff auf den Wert eines Array-Elementes kann entweder durch die 
Angabe des entsprechenden Vektor-Index (v[i]), oder durch den 
dereferenzierten Wert seiner Zeigerposition im Array erfolgen:  
*(zeiger_v+ i). Es gelten dabei die folgenden äquivalenten 
Formulierungen, um den Wert des i-ten Eintrages im Array zu erhalten: v[i] 
=*(v+i) = *(&v[0]+i) . Diese Eigenschaft wird in den vier letzten Zeilen der 
Terminalausgabe für i=3 überprüft. 

Navigieren in Arrays





Strings als eindimensionale Arrays von Zeichen
am Beispiel des „Hallo Welt“ Programms





Shell Skript „plot_bild.sh“

C++ Programm 
„HelloWorld_1_zeiger_python.cpp“

Python Skript  „plot_bild.py“



C++ Arrays
und 

Funktionen



Möchte man ein Array an eine 
Funktion als Argument 
übergeben, sollte man dies 
nicht über die einzelnen Werte 
des Arrays machen, da man 
dann die Array-Einträge nicht 
verändern kann. Stattdessen 
übergibt man ein Array (dies 
gilt auch für mehrdimensionale 
Arrays) als Zeiger auf sein 
erstes Element mit einem 
zusätzlichen Vermerk zu seiner 
Dimension. 

C++ Arrays
und 

Funktionen



Pressekonferenz am 12. Mai 2022, 15.00 Uhr
Neue Erkenntnisse über das Schwarze Loch in unserer Milchstraße 

Mariafelicia de Laurentis 

Christian 
Fromm



Was sind schwarze Löcher?

und wie sehen sie aus?



Grundlagen der 
Allgemeinen Relativitätstheorie

Vor etwa hundert Jahren (1915) stellte Albert Einstein 
seine „Allgemeine Relativitätstheorie“ (ART) der 
Öffentlichkeit vor.

Die ART ist eine sehr revolutionäre Theorie. Sie besagt, dass jegliche Energieformen (z.B. 
Masse eines Körpers) die „Raumzeit“ verbiegen und durch diese Krümmung des Raumes und 
der Zeit die Gravitation (Schwerkraft) resultiert. -> Raumzeit-Krümmung = Energie



Raumzeit-Krümmung ist Gravitation?

Betrachten wir einen Objekt kleiner Masse m das um ein Objekt großer Masse M 
kreist (z.B. Erde um die Sonne)
Einstein: Die Krümmung der Raumzeit, verursacht durch die große Masse, 
bestimmt die Umlaufbahn des kleinen Körpers und ist ursächlicher Grund der 
gravitativen Wechselwirkung

M
m



Erste Bestätigung der ART: Sonnenfinsternis 1919

Aufgrund des extrem revolutionären Charakters der ART glaubten viele Physiker 
zunächst nicht an Einsteins Theorie. Das änderte sich schlagartig im Jahre 1919:



Der Einstein-Ring

LRG 3-757: im Jahre 2007 mit dem Hubble Space Teleskop aufgenommen



Gravitative Zeitdilatation

Den Effekt der Zeitverbiegung kann man heutzutage sogar auf der Erde 
nachweisen -> Uhren ticken in den Bergen ein wenig schneller als im Tal.

2018 auf www.spektrum.de



Wie sieht das schwarze Loch im Zentrum unserer Galaxie aus?



Nobel Preis 2020

Für die Entdeckung, dass die Bildung von Schwarzen Löchern eine robuste Vorhersage 
der allgemeinen Relativitätstheorie ist (R. Penrose) und die 

Entdeckung eines supermassiven kompakten Objekts im Zentrum unserer Galaxie (R. Genzel und ). 



Vorige Woche hatte R.Genzel
in Frankfurt einen Vortrag



Wie sieht das schwarze Loch im Zentrum unserer Galaxie aus?

Das EU-Projekt BlackHoleCam
L.Rezzolla, H.Falke und M.Kramer



Python-Animation erstellt 
von Dr. Christian Fromm

Das Event Horizon Teleskop (EHT) ist eine hochgradig internationale
Kooperation von Radioteleskopen die mittels Langbasisinterferometrie das 

erste Bild eines schwarzen Loches aufzeichnen konnte

Das EHT ist ein
virtuelles Radioteleskop

der Größe der Erde
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M87 Sgr A*

Mass (Msun) 3-6 x 109 (?) 4 x 106

Distance 16 Mpc 8.5 kpc

Luminosity 1044 erg/s 1036 erg/s

Mdot (Medd) 10-4 10-8

BH Spin Axis Gal disk? 10-25 deg los

@ the BH? Maybe Yes

B field @ BH 60-130 G 10-100 G

Scattered? No yes

Shadow Size 640 AU 0.5 AU

Shadow Angle 20-40 mas 52 mas

GM/c3 8 hrs 20 sec

Jet Power 1042-1043 erg/s ?

Bilder von zwei schwarzen Löchern werden erwartet
(Stand 04.2017)



Die ersten Bilder eines Schwarzen Lochs

Anlässlich der bahnbrechenden Aufnahme des ersten Bildes eines schwarzen Lochs im Zentrum unserer Nachbargalaxie M87, 
wurde am 17. April 2019 um 20 Uhr ein öffentlicher, populärwissenschaftlicher Abendvortrag im Otto Stern Zentrum (OSZ H1) 
am Campus Riedberg der Goethe Universität gehalten. Es sprachen die drei „Principal Investigators“ des europäischen Black 
Hole Cam-Projekts (L.Rezzolla, M.Kramer und H.Falke), welches neben der EHT-Kolloboration für das Bild verantwortlich ist.

Ein wenig mehr als hundert Jahre 
nachdem Albert Einstein seine 
Feldgleichungen der Allgemeinen 
Relativiätstheorie formulierte, und er 
damit die Grundlage für Gravitations-
wellen und schwarzer Löcher legte, 
wurde im Jahre 2019  das erstes Bild 
eines schwarzen Lochs (siehe rechte 
Abbildung) der Öffentlichkeit 
präsentiert.

YouTube Video:  https://www.youtube.com/watch?v=Zh5p9Sr0_VU&list=PLn5gYfEKIag8nps1GKLqUW35AOgQY7aM2

Ein Meilenstein in der Geschichte der Astronomie



Eine Reise in das Herz von Messier 87
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Die Geodätengleichung
Ein System gekoppelter nicht-linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung?



Klassifizierung der möglichen Bahnbewegungen eines
Probekörpers um ein nicht-rotierendes schwarzes Loch  

Neben den gebundenen kreisförmigen (blau) und elliptischen (rot) Bahnen, den 
parabolischen (grün) und hyperbolischen (grau) Bahnverläufen ist auch eine durch 

das schwarze Loch eingefangene Bahn (schwarz: capture orbit) möglich

Animation wurde im Python Jupyter Notebook
„Klassifizierung unterschiedlicher Bahnbewegungen 
um ein nicht-rotierendes Schwarzes Loch“ erstellt



Das effektive Potential eines Probekörpers hat am 
ISCO (Innermost stable circular Orbit)

hat eine Sattelpunktseigenschaft



Masselose Teilchen (Photonen): 
Das effektive Potential und die Photonensphäre bei 3M

Blau: ISCO , Rot: Photonensphäre



Aufgabe: Zeichnen Sie die Position des ISCOs in 
das Bild des schwarzen Lochs

Ein wenig mehr als hundert Jahre 
nachdem Albert Einstein seine 
Feldgleichungen der Allgemeine 
Relativiätstheorie der Öffentlichkeit 
präsentierte, und er damit die 
Grundlage für Gravitationswellen und 
schwarzer Löcher formulierte, ist seit 
einigen Wochen ein Meilenstein in der 
Geschichte der Astronomie in aller 
Munde (erstes Bild eines schwarzen 
Lochs, siehe rechte Abbildung). 

Echte Singularität im Zentrum
Ereignishorizont

Photonensphäre
Letzte stabile 
kreisförmige 
Bahnbewegung eines 
masselosen Teilchens 

Akkretionsscheibe
Letzte stabile kreisförmige Bahn-
bewegung eines massiven 
Probekörpers
Last Stable Circular Orbit (ISCO)



Aktuelle und zukünftige Bilder



Vorlesung: Allgemeine Relativitätstheorie mit dem Computer

http://itp.uni-frankfurt/~hanauske/VARTC/
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Anwendungsbeispiel 
Interpolation und Polynomapproximation 



Lagrange Polynome
In diesem Unterpunkt werden wir die Interpolation einer Funktion f(x) mittels der Methode der Lagrange Polynome
vorstellen, bei der man mehrere Stützstellenpunkte für die Konstruktion des approximierenden Polynoms verwendet.

Im Gegensatz zu Taylorschen Polynomen, benutzt die Methode der Lagrange Polynome mehrere unterschiedliche 
Punkte der Funktion bei der Entwicklung der Funktion in ein Polynom. Taylorschen Polynome haben somit den 
Nachteil, dass sie von ihrer Konstruktion her nur eine Stützstelle x0 ∈ [a,b] verwenden und somit die Funktion f(x)
zwar gut in dem Bereich um die Stützstelle beschreiben, aber nicht im gesamten Teilintervall [a,b]. 



Beispiel: 

Lagrange Polynom 
vom Grade n=2

3 Stützpunkte



Fehlerformel der Lagrange Polynom Methode
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