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2. Vorlesung



Plan für die heutige Vorlesung

• Kurze Wiederholung der Vorlesung 1

• Definition: Nash-Gleichgewichte und Dominante Strategien

• Gemischte Erweiterung eines Spiels (gemischte Strategien)

• Gemischte Auszahlungsfunktion

• Gemischtes Nash-Gleichgewicht

• Gemischtes Nash-Gleichgewicht im Hirschjagd und Angsthasen Spiel

• Nash-Gleichgewichte bei (2 Spieler)-(3 Strategien) Spielen

• Gemischtes Nash-Gleichgewicht im Stein-Schere-Papier Spiel



Einführung

Key Question

How can one theoretically describe the 
time dependent evolution of the 

strategic behavior of an entire group of 
decision makers?

(Evolutionary) Game Theory
[von Neumann 1928,  Nash 1950, Smith 1972, Weibull 1997,

Szabó/Fáth 07]

Theory of complex networks
[Barabasi/Albert 02, Mendes/Dorogovtsev 02, Jackson 10]

Theoretical Models used to answer the question:





Einfaches Beispiel

Hand hoch

Hand runter

Augen auf

Augen zu

Hand hoch

Hand runter

1.  wieSpielers 2. dessfunktion Auszahlung
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Evolutionäre Spieltheorie
Die evolutionäre Spieltheorie betrachtet die zeitliche Entwicklung des 
strategischen Verhaltens einer gesamten Spielerpopulation.

zeitliche
Entwicklung 
der
Population

Mögliche Strategien: (grün , schwarz), Parameter t stellt die „Zeit“ dar.
x(t) : Anteil der Spieler, die im Zeitpunkt t die Strategie „grün“ spielen.

x(0)=0.15 x(10)=0.5



Die einzelnen Akteure innerhalb der betrachteten Population spielen ein 
andauernd sich wiederholendes Spiel miteinander, wobei sich jeweils zwei 
Spieler zufällig treffen, das Spiel spielen und danach zu dem nächsten 
Spielpartner wechseln .

Das evolutionäre Spiel schreitet voran und die grüne Strategie wird für die Spieler 
zunehmend attraktiver. Zum Zeitpunkt t=10 spielen schon 50% grün. 

x(0)=0.15 x(10)=0.5

Die 
Anfangspopulat
ion von Spielern 
spielt zum 
Zeitpunkt t=0 
das erste Mal 
das Spiel. Die 
Spieler wählen 
im Mittel zu 
15% die grüne 
Strategie.

Evolutionäre Spieltheorie



Wir spielen ein Spiel (Spiel 1)

Spieler B

Spieler A

Strategie 1

Ohne Kugel
Strategie 2

Mit Kugel

Strategie 1

Ohne Kugel
(0 , 0) (2 , -1)

Strategie 2

Mit Kugel
(-1 , 2) (1 , 1)



Wir spielen ein Spiel (Spiel 2)

Spieler B

Spieler A

Strategie 1

Ohne Kugel
Strategie 2

Mit Kugel

Strategie 1

Ohne Kugel
(2 , 2) (4 , 0)

Strategie 2

Mit Kugel
(0 , 4) (5 , 5)



Definition: Dominante Strategie



Definition: Nash-Gleichgewicht



Das Gefangenendilemma

Gestehe

Schweige

Gestehe

Schweige

Gestehe

Schweige

G S

G (-7 , -7) (-1 , -9)
S (-9 , -1) (-3 , -3)

Bonnie und Clyde werden nach einem 
missglückten Banküberfall geschnappt und 
in verschiedenen Zellen untergebracht. 
Wenn beide schweigen kann der 
Staatsanwalt sie nur wegen verbotenen 
Waffenbesitzes für drei Jahre hinter Gitter 
bringen. Verrät jedoch einer den anderen, 
dann bekommt der Geständige als Zeuge 
der Anklage nur für ein Jahr hinter Gitter – 
der Nichtgeständige muss dann aber für 
neun Jahre ins Gefängnis. Gestehen beide, 
so müssen sie sieben Jahre absitzen.



Das Nash-Gleichgewicht
Ein Nash-Gleichgewicht ist eine Strategienkombination, von der aus 
kein Spieler einen Vorteil erhalten würde, wenn er von seiner Strategie 
abweicht. Die Spieler würden keine größere Auszahlung erhalten.



Das Nash-Gleichgewicht
Ein Nash-Gleichgewicht ist eine Strategienkombination, von der aus 
kein Spieler einen Vorteil erhalten würde, wenn er von seiner Strategie 
abweicht. Die Spieler würden keine größere Auszahlung erhalten.



Rousseaus 
Hirschjagd - Spiel

Hasen

Hirsch

Hasen jagen

Hirsch 
jagen

Hasen

Hirsch

Hasen Hirsch

Hasen (2 , 2) (4 , 0)
Hirsch (0 , 4) (5 , 5)

Zwei Jägern ist es im Laufe der Jagd gelungen einen 
Hirsch und vier Hasen einzukreisen. Die Jäger 
stehen nun vor der Entscheidung die Hasen 
entkommen zu lassen und gemeinsam den Hirsch 
zu erlegen oder sofort das Feuer auf die Hasen zu 
eröffnen. Entscheiden sich beide dafür den Hirsch 
zu erlegen, dann hat der Hirsch keine Chance. 
Einen Hirsch kann man für 10 Goldmünzen 
verkaufen. Entscheiden sich beide für die 
Hasenjagd, dann erschießt jeder Jäger zwei Hasen, 
für die man jeweils eine Goldmünze bekommt. 
Entscheidet sich jedoch nur einer für die 
Hirschjagd, so kann der Hirsch entkommen und 
derjenige der sich für die Hasenjagd entschieden 
hat kann alle vier Hasen erlegen. 



Nash-Gleichgewichte
im Hirschjagd-Spiel



Beispiel: Die dominante Strategie im Gefangenendilemma

Spieler A: $A:  SA ×  SB → ℜ
$A S1, S1 = −7 ≥ −9 = $A(S2, S1)
$A S1, S2 = −1 ≥ −3 = $A(S2, S2)

Spieler B: $B:  SA ×  SB → ℜ
$B S1, S1 = −7 ≥ −9 = $B(S1, S2)
$B S2, S1 = −1 ≥ −3 = $B(S2, S2)

S1

S2

S1 S2



Beispiel: Nash-Gleichgewichte im Hirschjagd-Spiel

S1

S2

Spieler A: $A:  SA ×  SB → ℜ
$A S1, S1 = 2 ≥ 0 = $A(S2, S1)

Spieler B: $B:  SA ×  SB → ℜ
$B S1, S1 = 2 ≥ 0 = $B(S1, S2)

Beweis: S1, S1 ist ein Nash-Gleichgewicht des Spiels 

S1 S2



Beispiel eines (2 Personen)-(3 Strategien) Spiels:

Schere-Stein-Papier

...

 1) ,S($   und    1) ,S($

1)S ,S($   und    1)S ,S($

  0)S ,S($   und      0)S ,S($

mit     S S  :$  und  S S  :$

    :Spielers 2. und 1. dessfunktion Auszahlung

} , S , S{ }s ,s ,{sS

   :Spielersten -2 des mengeStrategien

} , S , S{ }s ,s ,{sS

   :(Alice) Spielersten -1 des mengeStrategien

Bob} {Alice,{1,2}A    :Spieler  der  
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PapierteinPapiertein

chereteincheretein

teinteinteintein

Papiercheretein

Papiercheretein

Menge

pielStrategienPersonen

Stein Schere Papier

Stein (0,0) (1,-1) (-1,1)

Schere (-1,1) (0,0) (1,-1)

Papier (1,-1) (-1,1) (0,0)



Strategie 1 Strategie 2 Strategie 3

Strategie 1 (1 , 3) (2 , 7) (3 , 9)

Strategie 2 (2 , 1) (3 , 1) (3 , 8)

Strategie 3 (3 , 1) (2 , 1) (5 , 3)

Beispiel: Zwei Spieler – drei Strategien
Gibt es eine dominante Strategie? Geben Sie die Nash-Gleichgewichte an. 



(Strategie 3 , Strategie 3) !

Strategie 1 Strategie 2 Strategie 3

Strategie 1 (1 , 3) (2 , 7) (3 , 9)

Strategie 2 (2 , 1) (3 , 1) (3 , 8)

Strategie 3 (3 , 1) (2 , 1) (5 , 3)

Die Strategienkombination (Strategie 3 , Strategie 3) ist das einzige Nash-
Gleichgewicht dieses unsymmetrischen Spiels. Es gibt keine dominante Strategie.



Mathematische Überprüfung 
des Nash-Gleichgewichtes
Behauptung:

(S3,S3) ist Nash-Gleichgewicht.

Beweis:

Strategie 1 Strategie 2 Strategie 3

Strategie 1 (1 , 3) (2 , 7) (3 , 9)
Strategie 2 (2 , 1) (3 , 1) (3 , 8)
Strategie 3 (3 , 1) (2 , 1) (5 , 3)

Spieler A: $A:  SA ×  SB → ℜ
$A(S3, S3) = 5 ≥ 3 = $A(S2, S3)
$A(S3, S3) = 5 ≥ 3 = $1(S1, S3)

Spieler B: $B:  SA ×  SB → ℜ
$B(S3, S3) = 3 ≥ 1 = $B(S3, S2)
$B(S3, S3) = 3 ≥ 1 = $B(S3, S1)



Schere-Stein-Papier 
Kein Nash-Gleichgewicht in reinen Strategien!

Es gibt keine dominante Strategie und auch keine Nash-Gleichgewichte in reinen Strategien

Stein Schere Papier

Stein (0,0) (1,-1) (-1,1)

Schere (-1,1) (0,0) (1,-1)

Papier (1,-1) (-1,1) (0,0)



Gemischte Strategien



Auszahlungsfunktion in gemischten Strategien



Gemischte Auszahlungsfunktion im (2x2)-Spiel

Auszahlungsfunktionen im Hirschjagt-Spiel
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Gemischte Auszahlungsfunktion im (2x2)-Spiel
Beispiel Hirschjagd-Spiel
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Dominante Strategien und Nash-Gleichgewicht
mit gemischter Auszahlungsfunktion
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Auszahlungsfunktion des Spielers A im 
Hirschjagd-Spiel



Das Nash-Gleichgewicht in gemischten Strategien

Das gemischte Nash-Gleichgewicht im 
Hirschjagd-Spiel liegt bei der Strategien-
kombination (x=1/3 , y=1/3) .  



Das Nash-Gleichgewichte im Hirschjagd-Spiel

Reines Nash-Gleichgewicht 
(x,y)=(0,0)=(Hirsch jagen,Hirsch jagen) 

Reines Nash-
Gleichgewicht 
(x,y)=(1,1)=
(Hasen jagen,Hasen jagen) 

Gemischtes 
Nash-Gleichgewicht 
(x,y)=( 1/3 , 1/3 )



Zwei Nash Gleichgewichte in reinen Strategien
im Angsthasen Spiel

ra-S

Ähnliche Spiele: Das Spiel mit dem Untergang, das Falke-Taube Spiel 



Gemischtes Nash-Gleichgewicht im Angsthasen-Spiel

Gemischtes 
Nash-Gleichgewicht 
(x,y)=( 1/11 , 1/11 )

Gemischte 
Auszahlungsfunktion 
des Spielers A 

Gemischtes 
Nash-Gleichgewicht 
(x,y)=( 1/11 , 1/11 )



Berechnung des Nash-Gleichgewichts in 
gemischten Strategien (I)

1x

Stein Schere Papier

Stein (0,0) (1,-1) (-1,1)

Schere (-1,1) (0,0) (1,-1)

Papier (1,-1) (-1,1) (0,0)
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Möglichkeit zur Berechnung eines 
inneren Nash-Gleichgewichts 

Stein Schere Papier

Stein (0,0) (1,-1) (-1,1)

Schere (-1,1) (0,0) (1,-1)

Papier (1,-1) (-1,1) (0,0)
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befindet sich bei 
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Genauso für 2-ten Spieler 



Überprüfung des gemischten, inneren 
Nash-Gleichgewichts (I) 
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Behauptung: 
Das gemischte Nash-Gleichgewicht 
befindet sich bei folgender 
Strategienkombination

Beweis für den 1. Spieler:



Überprüfung des gemischten, inneren 
Nash-Gleichgewichts (II) 
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Behauptung: 
Das gemischte Nash-Gleichgewicht 
befindet sich bei folgender 
Strategienkombination

Beweis für den 2. Spieler:



Das entsprechende Jupyter 
Notebook findet man

auf der Internetseite der Vorlesung 







Aufgabe: 
Nash-Gleichgewichte in reinen Strategien



Aufgabe: Gemischtes Nash-Gleichgewicht

https://windowsloop.com/install-ffmpeg-windows-10/



Das gemischte Nash-Gleichgewicht
im Hirschjagd Spiel
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