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3. Vorlesung



Das Nash-Gleichgewicht im Gefangenendilemma
(dominante Strategie)

Ein Nash-Gleichgewicht ist eine Strategienkombination, von der aus 
kein Spieler einen Vorteil erhalten würde, wenn er von seiner Strategie 
abweicht. Die Spieler würden keine größere Auszahlung erhalten.
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Einfache Bestimmung der Nash 
Gleichgewichte durch die Bestantwort-Pfeile:
Was würde ich machen unter der Annahme das 
der andere Gesteht (nicht Gesteht)?

Es gibt nur ein Nash-Gleichgewicht, die 
sogenannte „Dominante Strategie“.

Dominante Strategienkombination: 
(Gestehe , Gestehe) 



Gemischte Strategien



Auszahlungsfunktion in gemischten Strategien



Das Nash-Gleichgewicht in gemischten Strategien

Berechnen Sie das gemischte Nash-Gleichgewicht im Angsthasen-Spiel.  



Das Angsthasen-
Spiel

Springe 
nicht als 
Erster

Springe 
als Erster

Springe 
nicht als 
Erster

Springe 
als Erster

Springe 
nicht als 
Erster

Springe 
als Erster

Springe nicht Springe

Springe
nicht

(-1 , -1) (2 , 0)

Springe (0 , 2) (1 , 1)

Basierend auf dem Film von Nicholas Ray 
„Denn sie wissen nicht was sie tun“ aus dem 
Jahre 1955 (Hauptdarsteller „James Dean“):
Jimbo und sein Erzfeind Buzz machen eine 
Mutprobe und rasen in ihren Autos auf eine 
Klippe zu. Derjenige ist der Angsthase, der 
als erster aus seinem Auto rausspringt.  Der 
erzielte Nutzen kann zum Beispiel wie oben 
angegeben quantifiziert werden.



Reine Nash Gleichgewichte im Angsthasen Spiel

ra-S

Ähnliche Spiele: Das Spiel mit dem Untergang, das Falke-Taube Spiel



Gemischtes Nash-Gleichgewicht im Angsthasen-Spiel

Gemischtes 
Nash-Gleichgewicht 
(x,y)=( 1/11 , 1/11 )

Gemischte 
Auszahlungsfunktion 
des Spielers A 

Gemischtes 
Nash-Gleichgewicht 
(x,y)=( 1/11 , 1/11 )



Zwei reine Nash-Gleichgewichte
im Hirschjagt-Spiel



Das Nash-Gleichgewichte im Hirschjagt-Spiel

Reines Nash-Gleichgewicht 
(x,y)=(0,0)=(Hirsch jagen,Hirsch jagen) 

Reines Nash-
Gleichgewicht 
(x,y)=(1,1)=
(Hasen jagen,Hasen jagen) 

Gemischtes 
Nash-Gleichgewicht 
(x,y)=( 1/3 , 1/3 )



Symmetrisches
(2x2)-Spiel

Symmetrische (2x2)-Spiele lassen sich in drei unterschiedliche Klassen gliedern:
1. Dominante Spiele
2. Koordinationspiele
3. Anti-Koordinationsspiele

Klassen symmetrischer (2x2)-Spiele



Weitere



Kampf der 
Geschlechter

Kino

Disko

Kino

Disko

Kino

Disko

Kino Disko

Kino (1 , 3) (0 , 0)
Disko (0 , 0) (3 , 1)

Alexander  und Bettina haben bei ihrem 
letzten Treffen nicht genau ausgemacht, 
wann und wo sie sich am Samstagabend 
treffen wollen. Bettina geht sehr gerne in 
das kleine Kino am Stadtrand 
(Spätvorstellung, Beginn 23.30 Uhr), 
Alexander aber würde gerne in die 
Diskothek im Zentrum der Stadt gehen. 
Keiner von ihnen hat ein Telefon. Bettina 
denkt, wird er mir zuliebe ins Kino gehen? 
Alexander denkt ähnlich, wird sie mir 
zuliebe in die Diskothek gehen? Beiden 
liegt aber viel daran sich am Samstagabend 
zu treffen. Der erzielte Nutzen dieses 
Spiels kann zum Beispiel wie oben 
angegeben quantifiziert werden.



Kampf der Geschlechter
(Unsymmetrisches (2x2)-Koordinationspiel)
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Auszahlungsmatrix des ersten 
Spielers:

Auszahlungsmatrix des 
zweiten Spielers:

Symmetriebedingung stimmt nicht:

unsymmetrisches Spiel
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Kino Disko

Kino (1 , 3) (0 , 0)
Disko (0 , 0) (3 , 1)



Kino Disko

Kino (1 , 3) (0 , 0)

Disko (0 , 0) (3 , 1)

 Es gibt keine dominante Strategie bei diesem Spiel.

 Es gibt zwei reine Nash-Gleichgewichte:      
(Kino,Kino)                                                                
(Disko, Disko)

Kampf der Geschlechter
(Nash-Gleichgewichte in reinen Strategien)



Kampf der Geschlechter
(Nash-Gleichgewicht in gemischten Strategien)

o Berechnung des gemischten Nash-Gleichgewichts für den zweiten 
Spieler (Bettina): 
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Das gemischte Nash-Gleichgewicht für Bettina befindet sich bei 
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Kampf der Geschlechter
(Nash-Gleichgewicht in gemischten Strategien)

o Berechnung des gemischten Nash-Gleichgewichts für den ersten Spieler 
(Alexander): 
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Das gemischte Nash-Gleichgewicht 
für Alexander befindet sich bei 25% 

4

1* =x



Kampf der Geschlechter
(Grafische Veranschaulichung des gemischten Nash-Gleichgewichts)

 Das Nash-Gleichgewicht in gemischten Strategien 
befindet sich bei 
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Ursprünge der 
evolutionären Spieltheorie

 Der von Maynard Smith im Jahre 1972 veröffentlichte Artikel (J. Maynard
Smith Game theory and the evolution of fighting, In “On 
Evolution”, Seiten 8-28. Edingburgh University Press, Edingburgh,  
1972) gilt allgemein als der erste spieltheoretische Ansatz der 
Evolutionären Spieltheorie. Smith beschreibt in dem Artikel, wie 
man die biologische, evolutionäre Entwicklung von Organismen aus den 
Nash-Gleichgewichten von symmetrischen (2x2)-Spielen ablesen kann. Er 
zeigt, wie die dynamische Entwicklung der Häufigkeitsverteilung der 
Organismen in einem stabilen Zustand endet – der sogenannten 
evolutionär stabilen Strategie. 



Evolutionäre Spieltheorie
Evolutionäre Entwicklung von biologischen Systemen

Quasispezies und die Fitness der Genom Sequenz

Siehe Teil III der Vorlesung



Evolutionäre Spieltheorie (I)

Die evolutionäre Spieltheorie betrachtet die zeitliche Entwicklung des 
strategischen Verhaltens einer gesamten Spielerpopulation.

zeitliche
Entwicklung 
der
Population

Mögliche Strategien: (grün , schwarz), Parameter t stellt die „Zeit“ dar.
x(t) : Anteil der Spieler, die im Zeitpunkt t die Strategie „grün“ spielen.

x(0)=0.15 x(10)=0.5



Evolutionäre Spieltheorie (II)
Die einzelnen Akteure innerhalb der betrachteten Population spielen ein 
andauernd sich wiederholendes Spiel miteinander, wobei sich jeweils zwei 
Spieler zufällig treffen, das Spiel spielen und danach zu dem nächsten 
Spielpartner wechseln .

Das evolutionäre Spiel schreitet voran und die grüne Strategie wird für die Spieler 
zunehmend attraktiver. Zum Zeitpunkt t=10 spielen schon 50% grün. 

x(0)=0.15 x(10)=0.5

Die 
Anfangspopulat
ion von Spielern 
spielt zum 
Zeitpunkt t=0 
das erste Mal 
das Spiel. Die 
Spieler wählen 
im Mittel zu 
15% die grüne 
Strategie.



Beispiel 1:

Kugel

keine Kugel
Kugel

keine Kugel

Kugel

keine Kugel

Kugel Keine Kugel

Kugel (0 , 0) (2 , -1)
Keine Kugel (-1 , 2) (1 , 1)

Jeder Spieler hat in diesem evolutionären 
Spiel in jeder Spielperiode zwei mögliche 
Strategien, nämlich eine Papierkugel in 
seiner geschlossenen Hand halten, oder 
keine Kugel in der Hand aufzubewahren. 
Zum Anfang jeder Spielperiode treffen sich 
(zufällig) jeweils zwei Spieler, halten ihre 
geschlossene Hand vor sich und öffnen diese 
dann gleichzeitig. Die Auszahlungen werden 
mittels der oben angegebenen Spielmatrix 
festgelegt. Die gewählten Strategien-
kombinationen der Spieler und die erzielten 
Gewinne bzw. Verluste werden von jedem 
Spieler auf einem Blatt Papier notiert. 
Danach beginnt die nächste Spielperiode 
und die Spieler suchen wieder zufällig einen 
Spielpartner. 



Beispiel 2:

Kugel

keine Kugel
Kugel

keine Kugel

Kugel

keine Kugel

Kugel Keine Kugel

Kugel (-1 , -1) (3 , 0)
Keine Kugel (0, 3) (1 , 1)

Jeder Spieler hat in diesem evolutionären 
Spiel in jeder Spielperiode zwei mögliche 
Strategien, nämlich eine Papierkugel in 
seiner geschlossenen Hand halten, oder 
keine Kugel in der Hand aufzubewahren. 
Zum Anfang jeder Spielperiode treffen sich 
(zufällig) jeweils zwei Spieler, halten ihre 
geschlossene Hand vor sich und öffnen diese 
dann gleichzeitig. Die Auszahlungen werden 
mittels der oben angegebenen Spielmatrix 
festgelegt. Die gewählten Strategien-
kombinationen der Spieler und die erzielten 
Gewinne bzw. Verluste werden von jedem 
Spieler auf einem Blatt Papier notiert. 
Danach beginnt die nächste Spielperiode 
und die Spieler suchen wieder zufällig einen 
Spielpartner. 



Beispiel 3:

Kugel

keine Kugel
Kugel

keine Kugel

Kugel

keine Kugel

Kugel Keine Kugel

Kugel (0 , 0) ( 2, -2)
Keine Kugel (-2 , 2) (3 , 3)

Jeder Spieler hat in diesem evolutionären 
Spiel in jeder Spielperiode zwei mögliche 
Strategien, nämlich eine Papierkugel in 
seiner geschlossenen Hand halten, oder 
keine Kugel in der Hand aufzubewahren. 
Zum Anfang jeder Spielperiode treffen sich 
(zufällig) jeweils zwei Spieler, halten ihre 
geschlossene Hand vor sich und öffnen diese 
dann gleichzeitig. Die Auszahlungen werden 
mittels der oben angegebenen Spielmatrix 
festgelegt. Die gewählten Strategien-
kombinationen der Spieler und die erzielten 
Gewinne bzw. Verluste werden von jedem 
Spieler auf einem Blatt Papier notiert. 
Danach beginnt die nächste Spielperiode 
und die Spieler suchen wieder zufällig einen 
Spielpartner. 



Weitere



Weitere



Weitere



Weitere



Replikatordynamik
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Wir beschränken uns zunächst auf symmetrische (2xM)-Spiele , d.h. zwei Personen -
M Strategien Spiele. Da es sich um symmetrische Spiele handelt, sind alle Spieler 
gleichberechtigt und man kann von einer homogenen Population ausgehen.
Die Differentialgleichung der Replikatordynamik beschreibt wie sich die einzelnen  
Populationsanteil der zur Zeit t gewählten Strategien          , j=1,2,…M  im Laufe der 
Zeit entwickeln. 

)(tx j

Wobei die Parameter       die einzelnen 
Einträge in der Auszahlungsmatrix des 
1.Spielers darstellen
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Replikatordynamik
(für symmetrische (2x2)-Spiele)

Wir beschränken uns nun auf symmetrische (2x2)-Spiele , d.h. zwei Personen - 2 
Strategien Spiele (M=2). Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
vereinfacht sich unter dieser Annahme wie folgt:
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Da es lediglich zwei Strategien und somit zwei Populationsanteile (           )  gibt, 
können wir den zweiten Populationsanteil durch den ersten ausdrücken: 
Wir setzen im Folgenden der Einfachheit halber
und betrachten nur j=1. 
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Weitere



Evolutionär stabile Strategien (ESS)

 Evolutionär stabile Strategien sind die stabilen 
Endzustände der Häufigkeitsverteilung x(t):

( ))(txLimes
t →

Eine notwendige (aber nicht 
hinreichende) Bedingung für die 
Existenz einer ESS ist, dass diese 
ein Nash – Gleichgewicht des 
zugrundeliegenden Spiels ist.     

Beispiel: 
Gefangenendilemma ähnliche Spiele
Für die ESS des evolutionären 
Gefangenendilemma – Spiels ergibt 
sich:             

( ) gestehen"" alle      1)( =
→

txLimes
t



Mathematische Definition (W.Schlee):
Gegeben sei ein symmetrisches Zweipersonen-Spiel Γ mit der 
Auszahlungsmatrix                       . Eine Strategie                       heißt 
evolutionär  stabile Strategie (ESS), wenn
1. ein symmetrisches Nash-Gleichgewicht des Spiels ist, und
2.

(-7 , -7) (-1 , -9)

(-9 , -1) (-3 , -3)

Def.: Evolutionär stabile  Strategie
(Für symmetrisches Zweipersonen-Spiel)
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ist die Menge der besten Antworten des Spielers 1, 
wenn der andere Spieler die Strategie       gespielt hat.
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Beispiel:



Replikatordynamik
(für das Gefangenendilemma)
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Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
für das Gefangenendilemma lautet:

Beispiel: Gefangenendilemma
g(x)=g(x(t)) im Bereich [0,1] dargestellt

x(t) für unterschiedliche 
Anfangspopulationen x(0)

222)( xxxg −=

Ge Sc

Ge (-7 , -7) (-1 , -9)
Sc (-9 , -1) (-3 , -3)



Replikatordynamik
(für das Hirschjagt-Spiel)
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Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
für das Hirschjagt-Spiel lautet:

Beispiel: Hirschjagt-Spiel
g(x)=g(x(t)) im Bereich [0,1] dargestellt

x(t) für unterschiedliche 
Anfangspopulationen x(0)

xxxxg −−= 32 34)(

Hasen Hirsch

Hasen (2 , 2) (4 , 0)
Hirsch (0 , 4) (5 , 5)



Replikatordynamik
(für das Angsthasen-Spiel)
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Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
für das Angsthasen-Spiel lautet:

Beispiel: Angsthasen-Spiel
g(x)=g(x(t)) im Bereich [0,1] dargestellt

x(t) für unterschiedliche 
Anfangspopulationen x(0)

xxxxg +−= 23 32)(

Springe
nicht

Springe

Springe
nicht

(-1 , -1) (2 , 0)

Springe (0 , 2) (1 , 1)



Klassifizierung von evolutionären, 
symmetrischen (2x2)-Spielen

o Dominante Spiele 
(2. Strategie dominiert 1.Strategie)

Es existiert ein Nash - Gleichgewicht, welches 
die anderen Strategien dominiert. ESS 
bei x=0.

o Koordinationsspiele
Es existieren drei Nash – Gleichgewichte und 

zwei reine ESS, die abhängig von der 
Anfangsbedingung realisiert werden.

o Anti – Koordinationsspiele
Es existieren drei Nash – Gleichgewichte aber 

nur eine gemischte ESS, die unabhängig 
von der Anfangsbedingung realisiert 
wird.

o Dominante Spiele
(1. Strategie dominiert 2.Strategie)

Es existiert ein Nash - Gleichgewicht, welches 
die anderen Strategien dominiert. ESS 
bei x=1.



Evolutionär Stabile Strategien
 Betrachten Sie die folgenden Beispiele: 

1. Geben Sie mögliche dominante Strategien und Nash-
Gleichgewichte der Spiele an. 

2. Bestimmen und zeichnen Sie die Funktion g(x) für alle drei 
Spiele?

3. Berechnen Sie die Nullstellen der Funktion g(x) (g(x)=0).
4. Geben Sie die evolutionär stabilen Strategien der Spiele an?

Kugel Keine Kugel

Kugel (0 , 0) (2 , -1)

Keine
Kugel

(-1 , 2) (1 , 1)

Kugel Keine Kugel

Kugel (-1 , -1) (3 , 0)

Keine
Kugel

(0 , 3) (1 , 1)

Kugel Keine Kugel

Kugel (0 , 0) (2 , -2)

Keine
Kugel

(-2 , 2) (3 , 3)

Beispiel 1: Beispiel 2: Beispiel 3:



Lösen des evolutionären Spiels mit Maple 
(Vorlage2.mw)



Lösen des evolutionären Spiels mit Maple 
(Vorlage2.mw)



Lösen des evolutionären Spiels mit Python



Lösen des evolutionären Spiels mit Python


