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4. Vorlesung



Allgemeines zur Vorlesung

• Ort und Zeit: 
PC-Pool Raum 01.120, immer freitags von 15.00 bis 17.00 Uhr

• Vorlesungs-Materialien: 
http://th.physik.uni-frankfurt.de/~hanauske/VPSOC/

• Aufgaben auf der Online-Lernplatform Lon Capa: 
http://lon-capa.server.uni-frankfurt.de/

• Plan für die heutige Vorlesung: 
Klassifizierung von symmetrischen (2x2)-Spielen, Evolutionäre 
Spieltheorie , unsymmetrische Spiele, Übungsaufgabe auf der Lon 
Capa Lernplatform





Symmetriebedingung der 
Auszahlungsmatrizen

Spieler 2 wählt
Strategie 1

Spieler 2 wählt
Strategie 2

Spieler 1 wählt
Strategie 1

Spieler 1 wählt
Strategie 2
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Auszahlungsmatrix des ersten 
Spielers:

Auszahlungsmatrix des 
zweiten Spielers:

Symmetriebedingung:
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Allgemeines
(2x2)-Spiel

Symmetrisches
(2x2)-Spiel



Weitere



Evolutionäre Spieltheorie (I)

Die evolutionäre Spieltheorie betrachtet die zeitliche Entwicklung des 
strategischen Verhaltens einer gesamten Spielerpopulation.

zeitliche
Entwicklung 
der
Population

Mögliche Strategien: (grün , schwarz), Parameter t stellt die „Zeit“ dar.
x(t) : Anteil der Spieler, die im Zeitpunkt t die Strategie „grün“ spielen.

x(0)=0.15 x(10)=0.5



Evolutionäre Spieltheorie (II)
Die einzelnen Akteure innerhalb der betrachteten Population spielen ein 
andauernd sich wiederholendes Spiel miteinander, wobei sich jeweils zwei 
Spieler zufällig treffen, das Spiel spielen und danach zu dem nächsten 
Spielpartner wechseln .

Das evolutionäre Spiel schreitet voran und die grüne Strategie wird für die Spieler 
zunehmend attraktiver. Zum Zeitpunkt t=10 spielen schon 50% grün. 

x(0)=0.15 x(10)=0.5

Die 
Anfangspopulat
ion von Spielern 
spielt zum 
Zeitpunkt t=0 
das erste Mal 
das Spiel. Die 
Spieler wählen 
im Mittel zu 
15% die grüne 
Strategie.



Evolutionäre Spieltheorie (I)
Unsymmetrische (2x2)-Spiele (Bimatrixspiele)

Bei unsymmetrischen (2x2)-Spielen besteht die zugrundeliegende Population 
aus zwei Gruppen (hier große und kleine Kreise). Aufgrund der 
unterschiedlichen Auszahlungsmatrizen können die Populationsgruppen sich in 
ihren Strategieentscheidungen (grün , schwarz) unterschiedlich entwickeln. 

zeitliche
Entwicklung 
der
Population

Mögliche Strategien: (grün , schwarz), Parameter t stellt die „Zeit“ dar.
x(t) : Anteil der großen Spieler, die im Zeitpunkt t die Strategie „grün“ spielen.
y(t) : Anteil der kleinen Spieler, die im Zeitpunkt t die Strategie „grün“ spielen.

x(0)=0.5        ,      y(0)=0.5 x(10)=0.15        ,      y(10)=0.7 



Evolutionäre Spieltheorie (II)
Unsymmetrische (2x2)-Spiele (Bimatrixspiele)

Die einzelnen Akteure innerhalb der betrachteten gesamten Population spielen 
ein andauernd sich wiederholendes Spiel miteinander, wobei sich jeweils zwei 
Spieler mit unterschiedlichen Gruppenzugehörigkeiten zufällig treffen, das Spiel 
spielen und danach zu dem nächsten Spielpartner der anderen Gruppe wechseln .

Das evolutionäre Spiel schreitet voran und die grüne Strategie wird für die 
kleinen Spieler zunehmend attraktiver (y(10)=0.7 ), wohingegen sie für die 
großen Spieler zunehmend weniger attraktiv wird (x(10)=0.15 ).

x(10)=0.5        ,      y(10)=0.5 x(10)=0.15        ,      y(10)=0.7 

Die 
Anfangspopulat
ion von Spielern 
spielt zum 
Zeitpunkt t=0 
das erste Mal 
das Spiel. Es 
bilden sich stets 
Zweier-
Gruppen aus 
großen und 
kleinen Kreisen.



Weitere
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Replikatordynamik
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Wir beschränken uns zunächst auf symmetrische (2xM)-Spiele , d.h. zwei Personen -
M Strategien Spiele. Da es sich um symmetrische Spiele handelt, sind alle Spieler 
gleichberechtigt und man kann von einer homogenen Population ausgehen.
Die Differentialgleichung der Replikatordynamik beschreibt wie sich die einzelnen  
Populationsanteil der zur Zeit t gewählten Strategien          , j=1,2,…M  im Laufe der 
Zeit entwickeln. 

)(tx j

Wobei die Parameter       die einzelnen 
Einträge in der Auszahlungsmatrix des 
1.Spielers darstellen
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Replikatordynamik
(für symmetrische (2x2)-Spiele)

Wir beschränken uns nun auf symmetrische (2x2)-Spiele , d.h. zwei Personen - 2 
Strategien Spiele (M=2). Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
vereinfacht sich unter dieser Annahme wie folgt:
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Da es lediglich zwei Strategien und somit zwei Populationsanteile (           )  gibt, 
können wir den zweiten Populationsanteil durch den ersten ausdrücken: 
Wir setzen im Folgenden der Einfachheit halber
und betrachten nur j=1. 
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Evolutionär stabile Strategien (ESS)

 Evolutionär stabile Strategien sind die stabilen 
Endzustände der Häufigkeitsverteilung x(t):

( ))(txLimes
t →

Eine notwendige (aber nicht 
hinreichende) Bedingung für die 
Existenz einer ESS ist, dass diese 
ein Nash – Gleichgewicht des 
zugrundeliegenden Spiels ist.     

Beispiel: 
Gefangenendilemma ähnliche Spiele
Für die ESS des evolutionären 
Gefangenendilemma – Spiels ergibt 
sich:             

( ) gestehen"" alle      1)( =
→

txLimes
t



Mathematische Definition (W.Schlee):
Gegeben sei ein symmetrisches Zweipersonen-Spiel Γ mit der 
Auszahlungsmatrix                       . Eine Strategie                       heißt 
evolutionär  stabile Strategie (ESS), wenn
1. ein symmetrisches Nash-Gleichgewicht des Spiels ist, und
2.

(-7 , -7) (-1 , -9)

(-9 , -1) (-3 , -3)

Def.: Evolutionär stabile  Strategie
(Für symmetrisches Zweipersonen-Spiel)
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ist die Menge der besten Antworten des Spielers 1, 
wenn der andere Spieler die Strategie       gespielt hat.
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Beispiel:



Das 
Gefangenendilemma

Gestehe

Schweige

Gestehe

Schweige

Gestehe

Schweige

Ge Sc

Ge (-7 , -7) (-1 , -9)
Sc (-9 , -1) (-3 , -3)

Bonnie und Clyde werden nach einem 
missglückten Banküberfall geschnappt 
und in verschiedenen Zellen 
untergebracht. Wenn beide schweigen 
kann der Staatsanwalt sie nur wegen 
verbotenen Waffenbesitzes für drei Jahre 
hinter Gitter bringen. Verrät jedoch einer 
den anderen, dann bekommt der 
Geständige als Zeuge der Anklage nur für 
ein Jahr hinter Gitter – der 
Nichtgeständige muss dann aber für 
neun Jahre ins Gefängnis. Gestehen 
beide, so müssen sie sieben Jahre 
absitzen.



Replikatordynamik
(für das Gefangenendilemma)
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Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
für das Gefangenendilemma lautet:

Beispiel: Gefangenendilemma
g(x)=g(x(t)) im Bereich [0,1] dargestellt

x(t) für unterschiedliche 
Anfangspopulationen x(0)

222)( xxxg −=

Ge Sc

Ge (-7 , -7) (-1 , -9)
Sc (-9 , -1) (-3 , -3)



Rousseaus
Hirschjagt - Spiel

Hasen

Hirsch

Hasen 
jagen

Hirsch 
jagen

Hasen

Hirsch

Hasen Hirsch

Hasen (2 , 2) (4 , 0)
Hirsch (0 , 4) (5 , 5)

Zwei Jägern ist es im Laufe der Jagt 
gelungen einen Hirsch und vier Hasen 
einzukreisen. Die Jäger stehen nun vor der 
Entscheidung die Hasen entkommen zu 
lassen und gemeinsam den Hirsch zu 
erlegen oder sofort das Feuer auf die Hasen 
zu eröffnen. Entscheiden sich beide dafür 
den Hirsch zu erlegen, dann hat der Hirsch 
keine Chance. Einen Hirsch kann man für 
10 Goldmünzen verkaufen. Entscheiden 
sich beide für die Hasenjagt, dann erschießt 
jeder Jäger zwei Hasen, für die man jeweils 
eine Goldmünze bekommt. Entscheidet 
sich jedoch nur einer für die Hirschjagt, so 
kann der Hirsch entkommen und derjenige 
der sich für die Hasenjagt entschieden hat 
kann alle vier Hasen erlegen. 



Replikatordynamik
(für das Hirschjagt-Spiel)
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Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
für das Hirschjagt-Spiel lautet:

Beispiel: Hirschjagt-Spiel
g(x)=g(x(t)) im Bereich [0,1] dargestellt

x(t) für unterschiedliche 
Anfangspopulationen x(0)

xxxxg −−= 32 34)(

Hasen Hirsch

Hasen (2 , 2) (4 , 0)
Hirsch (0 , 4) (5 , 5)



Das Angsthasen-
Spiel

Springe 
nicht als 
Erster

Springe 
als Erster

Springe 
nicht als 
Erster

Springe 
als Erster

Springe 
nicht als 
Erster

Springe 
als Erster

Springe nicht Springe

Springe
nicht

(-1 , -1) (2 , 0)

Springe (0 , 2) (1 , 1)

Basierend auf dem Film von Nicholas Ray 
„Denn sie wissen nicht was sie tun“ aus dem 
Jahre 1955 (Hauptdarsteller „James Dean“):
Jimbo und sein Erzfeind Buzz machen eine 
Mutprobe und rasen in ihren Autos auf eine 
Klippe zu. Derjenige ist der Angsthase, der 
als erster aus seinem Auto rausspringt.  Der 
erzielte Nutzen kann zum Beispiel wie oben 
angegeben quantifiziert werden.



Replikatordynamik
(für das Angsthasen-Spiel)
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Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
für das Angsthasen-Spiel lautet:

Beispiel: Angsthasen-Spiel
g(x)=g(x(t)) im Bereich [0,1] dargestellt

x(t) für unterschiedliche 
Anfangspopulationen x(0)

xxxxg +−= 23 32)(

Springe
nicht

Springe

Springe
nicht

(-1 , -1) (2 , 0)

Springe (0 , 2) (1 , 1)



Evolutionär Stabile Strategien
 Betrachten Sie die folgenden Beispiele: 

1. Geben Sie mögliche dominante Strategien und Nash-
Gleichgewichte der Spiele an. 

2. Bestimmen und zeichnen Sie die Funktion g(x) für alle drei 
Spiele?

3. Berechnen Sie die Nullstellen der Funktion g(x) (g(x)=0).
4. Geben Sie die evolutionär stabilen Strategien der Spiele an?

Kugel Keine Kugel

Kugel (0 , 0) (2 , -1)

Keine
Kugel

(-1 , 2) (1 , 1)

Kugel Keine Kugel

Kugel (-1 , -1) (3 , 0)

Keine
Kugel

(0 , 3) (1 , 1)

Kugel Keine Kugel

Kugel (0 , 0) (2 , -2)

Keine
Kugel

(-2 , 2) (3 , 3)

Beispiel 1: Beispiel 2: Beispiel 3:



Kugel Keine Kugel

Kugel (0 , 0) (2 , -1)

Keine Kugel (-1 , 2) (1 , 1)

Kugel Keine Kugel

Kugel (-1 , -1) (3 , 0)

Keine Kugel (0 , 3) (1 , 1)

Kugel Keine Kugel

Kugel (0 , 0) (2 , -2)

Keine Kugel (-2 , 2) (3 , 3)

Beispiel 1

Beispiel 2

Beispiel 3

Das erste Spiel besitzt nur ein Nash-
Gleichgewicht das gleichzeitig die 
dominante Strategie des Spiels ist 
(Kugel, Kugel). Das Spiel gehört zur 
Klasse der dominanten Spiele.

Das zweite Spiel besitzt keine dominante 
Strategie, aber zwei unsymmetrische 
Nash-Gleichgewicht in reinen Strategien 
((K,KK) und (KK,K)) und ein gemischtes 
Nash-Gleichgewicht (0.67 K , 0.33 KK). 
Das Spiel gehört zur Klasse der Anti-
Koordinationsspiele.

Das dritte Spiel besitzt ebenfalls keine 
dominante Strategie, aber zwei 
symmetrische Nash-Gleichgewicht in 
reinen Strategien ((K,K) und (KK,KK)) 
und ein gemischtes Nash-Gleichgewicht 
(0.33 K , 0.67 KK). Das Spiel gehört zur 
Klasse der Koordinationsspiele.

Dominante Strategien und Nash-Gleichgewichte



Beispiel 1:

Die Funktion hat zwei Nullstellen:

Nullstellen der Funktion g(x)

( )

1      01

0        01

0

)(

2

1

2

2

==−

==−

=−

−=

xx

xxx

xx

xxxg

1  und  0 21 == xx

Beispiel 2:

Die Funktion hat drei Nullstellen:
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Beispiel 3:
Die Funktion hat drei Nullstellen:

3

1
  und 1  ,  0 321 === xxx



Evolutionäre Strategien (Beispiel 1)

Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
für das erste Beispiel lautet:

Beispiel 1:
g(x)=g(x(t)) im Bereich [0,1] dargestellt

x(t) für unterschiedliche 
Anfangspopulationen x(0)

2)( xxxg −=

Kugel Keine
Kugel

Kugel (0 , 0) (2 , -1)

Keine
Kugel

(-1 , 2) (1 , 1)

( )2)()())((
)(

txtxtxg
dt

tdx
−==

Da es sich bei diesem Beispiel um ein dominantes, 
symmetrisches (2x2)-Spiel handelt und die Funktion 
g(x) im relevanten Bereich (x=[0,1]) immer größer-
gleich Null ist, strebt der Populationsanteil der Kugel-
Spieler unabhängig vom Anfangswert immer gegen 1.

Eine ESS bei x=1



Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
für das zweite Beispiel lautet:

Beispiel 2:
g(x)=g(x(t)) im Bereich [0,1] dargestellt

x(t) für unterschiedliche 
Anfangspopulationen x(0)

Kugel Keine
Kugel

Kugel (-1 , -1) (3 , 0)

Keine
Kugel

(0, 3) (1 , 1)

Da es sich bei diesem Beispiel um ein symmetrisches 
Anti-Koordinationsspiel handelt, strebt der 
Populationsanteil der Kugel-Spieler unabhängig vom 
Anfangswert immer zu dem gemischten Nash-
Gleichgewicht, was identisch mit der mittleren 
Nullstelle der Funktion g(x) ist (x=0.67).

Eine ESS bei x=0.67

( ) ( ) )(2)(5)(3))((
)( 23
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xxxxg +−= 253)( 23

Evolutionäre Strategien (Beispiel 2)



Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
für das zweite Beispiel lautet:

Beispiel 3:
g(x)=g(x(t)) im Bereich [0,1] dargestellt

x(t) für unterschiedliche 
Anfangspopulationen x(0)

Kugel Keine
Kugel

Kugel (0, 0) (2 , -2)

Keine
Kugel

(-2, 2) (3 , 3)

Da es sich bei diesem Beispiel um ein symmetrisches 
Koordinationsspiel handelt, strebt der 
Populationsanteil der Kugel-Spieler abhängig vom 
Anfangswert zu einem der beiden reinen Nash-
Gleichgewichte (x=1  oder x=0).

Zwei ESSs : (x=1 und x=0)

( ) ( ) )()(4)(3))((
)( 23
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Evolutionäre Strategien (Beispiel 3)



Theorie         Experiment
Experimentelle Ergebnisse des in Lyon gespielten Beispiels 1

Das erste Spiel besitzt nur ein Nash-Gleichgewicht das gleichzeitig die dominante Strategie des 
Spiels ist (Kugel, Kugel). Da es sich bei diesem Beispiel um ein dominantes, symmetrisches 
(2x2)-Spiel handelt und die Funktion g(x) im relevanten Bereich (x=[0,1]) immer größer-gleich 
Null ist, strebt der Populationsanteil der Kugel-Spieler unabhängig vom Anfangswert immer 
gegen die evolutionär stabile Strategie x=1. Die klassische evolutionäre Spieltheorie sagt 
demnach voraus, dass die Spieler innerhalb der betrachteten Population nach einer gewissen 
Zeit maßgeblich die Strategie Kugel wählen (x=1). Die rote Kurve in der obigen Abbildung zeigt 
die experimentellen Ergebnisse des im Vorlesungsteil 4 gespielten Beispiels 1.



Theorie         Experiment
Experimentelle Ergebnisse des in Lyon gespielten Beispiels 2

Das zweite Spiel besitzt keine dominante Strategie, aber zwei unsymmetrische Nash-
Gleichgewicht in reinen Strategien ((K,KK) und (KK,K)) und ein gemischtes Nash-Gleichgewicht 
(0.67 K , 0.33 KK). Da es sich bei diesem Beispiel um ein symmetrisches Anti-Koordinationsspiel 
handelt, strebt der Populationsanteil der Kugel-Spieler unabhängig vom Anfangswert immer zu 
dem gemischten Nash-Gleichgewicht (der einzigen evolutionär stabilen Strategie des Spiels), was 
identisch mit der mittleren Nullstelle der Funktion g(x) ist (x=0.67). Die rote Kurve in der obigen 
Abbildung zeigt die experimentellen Ergebnisse des im Vorlesungsteil 4 gespielten Beispiels 2.



Theorie         Experiment
Experimentelle Ergebnisse des in Lyon gespielten Beispiels 3

Das dritte Spiel besitzt ebenfalls keine dominante Strategie, aber zwei symmetrische Nash-
Gleichgewicht in reinen Strategien ((K,K) und (KK,KK)) und ein gemischtes Nash-
Gleichgewicht (0.33 K , 0.67 KK). Da es sich bei diesem Beispiel um ein symmetrisches 
Koordinationsspiel handelt, strebt der Populationsanteil der Kugel-Spieler abhängig vom 
Anfangswert zu einem der beiden reinen Nash-Gleichgewichte (x=1  oder x=0). Die klassische 
evolutionäre Spieltheorie sagt demnach voraus, dass es zwei evolutionär stabile Strategien gibt 
(x=1  oder x=0). Die rote Kurve in der obigen Abbildung zeigt die experimentellen Ergebnisse 
des im Vorlesungsteil 4 gespielten Beispiels 3.



Analytische Lösung:

Analytische Lösung von Differentialgleichungen
Ein „einfaches“Beispiel

Ein einfaches Beispiel einer Differentialgleichung lautete:
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Frage: Wie kann man die Funktion 
x(t) für einen bestimmten 
Anfangswert x(0)berechnen?
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Analytische Lösung:

Analytische Lösung von Differentialgleichungen
Beispiel 1

Die Differentialgleichung der Replikatordynamik für das erste Beispiel lautete:
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Frage: Wie kann man die Funktion 
x(t) für einen bestimmten 
Anfangswert x(0)berechnen?
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Analytische Lösung:

Analytische Lösung von Differentialgleichungen
Beispiel 1

Die Differentialgleichung der Replikatordynamik für das erste Beispiel lautete:

( )2)()(
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txtx
dt

tdx
−=

Frage: Wie kann man die Funktion 
x(t) für einen bestimmten 
Anfangswert x(0)berechnen?
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x(t), wobei x(0)=0.3



Lösen des evolutionären Spiels mit Maple 
(Vorlage2.mw)



Lösen des evolutionären Spiels mit Maple 
(Vorlage2.mw)



Python mit Matplotlib: http://matplotlib.org/



Lösen des evolutionären Spiels mit Python



Lösen des evolutionären Spiels mit Python



Klassifizierung von evolutionären, 
symmetrischen (2x2)-Spielen

o Dominante Spiele 
(2. Strategie dominiert 1.Strategie)

Es existiert ein Nash - Gleichgewicht, welches 
die anderen Strategien dominiert. ESS 
bei x=0.

o Koordinationsspiele
Es existieren drei Nash – Gleichgewichte und 

zwei reine ESS, die abhängig von der 
Anfangsbedingung realisiert werden.

o Anti – Koordinationsspiele
Es existieren drei Nash – Gleichgewichte aber 

nur eine gemischte ESS, die unabhängig 
von der Anfangsbedingung realisiert 
wird.

o Dominante Spiele
(1. Strategie dominiert 2.Strategie)

Es existiert ein Nash - Gleichgewicht, welches 
die anderen Strategien dominiert. ESS 
bei x=1.



Weitere Arten von Spieltypen
(Ausblick: Vorlesungsteil 5)

o Mehr als zwei Strategien:

Schon bei drei Strategien 
können 19 unterschiedliche 
Spielklassen unterschieden 
werden.

o Bimatrix Spiele
Unsymmetrische (2x2) Spiele:

Setzt sich die Population aus 
zwei unterschiedlichen 
Spielergruppen (x(t) und 
y(t)) zusammen, so spricht 
man von Bimatrix Spielen. 





Weitere

Aufgaben auf Lon-Cappa
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