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4. Vorlesung



Symmetrisches
(2x2)-Spiel

Symmetrische (2x2)-Spiele lassen sich in drei unterschiedliche Klassen gliedern:
1. Dominante Spiele
2. Koordinationspiele
3. Anti-Koordinationsspiele

Klassen symmetrischer (2x2)-Spiele



Weitere



Evolutionäre Spieltheorie (I)

Die evolutionäre Spieltheorie betrachtet die zeitliche Entwicklung des 
strategischen Verhaltens einer gesamten Spielerpopulation.

zeitliche
Entwicklung 
der
Population

Mögliche Strategien: (grün , schwarz), Parameter t stellt die „Zeit“ dar.
x(t) : Anteil der Spieler, die im Zeitpunkt t die Strategie „grün“ spielen.

x(0)=0.15 x(10)=0.5



Evolutionäre Spieltheorie (II)
Die einzelnen Akteure innerhalb der betrachteten Population spielen ein 
andauernd sich wiederholendes Spiel miteinander, wobei sich jeweils zwei 
Spieler zufällig treffen, das Spiel spielen und danach zu dem nächsten 
Spielpartner wechseln .

Das evolutionäre Spiel schreitet voran und die grüne Strategie wird für die Spieler 
zunehmend attraktiver. Zum Zeitpunkt t=10 spielen schon 50% grün. 

x(0)=0.15 x(10)=0.5

Die 
Anfangspopulat
ion von Spielern 
spielt zum 
Zeitpunkt t=0 
das erste Mal 
das Spiel. Die 
Spieler wählen 
im Mittel zu 
15% die grüne 
Strategie.
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Evolutionär stabile Strategien (ESS)

 Evolutionär stabile Strategien sind die stabilen 
Endzustände der Häufigkeitsverteilung x(t):
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Eine notwendige (aber nicht 
hinreichende) Bedingung für die 
Existenz einer ESS ist, dass diese 
ein Nash – Gleichgewicht des 
zugrundeliegenden Spiels ist.     

Beispiel: 
Gefangenendilemma ähnliche Spiele
Für die ESS des evolutionären 
Gefangenendilemma – Spiels ergibt 
sich:             
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Replikatordynamik
(für das Gefangenendilemma)
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Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
für das Gefangenendilemma lautet:

Beispiel: Gefangenendilemma
g(x)=g(x(t)) im Bereich [0,1] dargestellt

x(t) für unterschiedliche 
Anfangspopulationen x(0)
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Replikatordynamik
(für das Hirschjagt-Spiel)
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Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
für das Hirschjagt-Spiel lautet:

Beispiel: Hirschjagt-Spiel
g(x)=g(x(t)) im Bereich [0,1] dargestellt

x(t) für unterschiedliche 
Anfangspopulationen x(0)
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Hasen Hirsch

Hasen (2 , 2) (4 , 0)
Hirsch (0 , 4) (5 , 5)



Replikatordynamik
(für das Angsthasen-Spiel)
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Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
für das Angsthasen-Spiel lautet:

Beispiel: Angsthasen-Spiel
g(x)=g(x(t)) im Bereich [0,1] dargestellt

x(t) für unterschiedliche 
Anfangspopulationen x(0)

xxxxg +−= 23 32)(
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(-1 , -1) (2 , 0)

Springe (0 , 2) (1 , 1)



Klassifizierung von evolutionären, 
symmetrischen (2x2)-Spielen

o Dominante Spiele 
(2. Strategie dominiert 1.Strategie)

Es existiert ein Nash - Gleichgewicht, welches 
die anderen Strategien dominiert. ESS 
bei x=0.

o Koordinationsspiele
Es existieren drei Nash – Gleichgewichte und 

zwei reine ESS, die abhängig von der 
Anfangsbedingung realisiert werden.

o Anti – Koordinationsspiele
Es existieren drei Nash – Gleichgewichte aber 

nur eine gemischte ESS, die unabhängig 
von der Anfangsbedingung realisiert 
wird.

o Dominante Spiele
(1. Strategie dominiert 2.Strategie)

Es existiert ein Nash - Gleichgewicht, welches 
die anderen Strategien dominiert. ESS 
bei x=1.



Analytische Lösung:

Analytische Lösung von Differentialgleichungen
Ein „einfaches“Beispiel

Ein einfaches Beispiel einer Differentialgleichung lautete:
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Frage: Wie kann man die Funktion 
x(t) für einen bestimmten 
Anfangswert x(0)berechnen?
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x(t), wobei x(0)=0.3

tetx = 3.0)(



Analytische Lösung:

Analytische Lösung von Differentialgleichungen
Beispiel 1

Die Differentialgleichung der Replikatordynamik für das erste Beispiel lautete:
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Frage: Wie kann man die Funktion 
x(t) für einen bestimmten 
Anfangswert x(0)berechnen?
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Analytische Lösung:

Analytische Lösung von Differentialgleichungen
Beispiel 1

Die Differentialgleichung der Replikatordynamik für das erste Beispiel lautete:
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Frage: Wie kann man die Funktion 
x(t) für einen bestimmten 
Anfangswert x(0)berechnen?
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Evolutionär Stabile Strategien
 Betrachten Sie die folgenden Beispiele: 

1. Geben Sie mögliche dominante Strategien und Nash-
Gleichgewichte der Spiele an. 

2. Bestimmen und zeichnen Sie die Funktion g(x) für alle drei 
Spiele?

3. Berechnen Sie die Nullstellen der Funktion g(x) (g(x)=0).
4. Geben Sie die evolutionär stabilen Strategien der Spiele an?

Kugel Keine Kugel

Kugel (0 , 0) (2 , -1)

Keine
Kugel

(-1 , 2) (1 , 1)

Kugel Keine Kugel

Kugel (-1 , -1) (3 , 0)

Keine
Kugel

(0 , 3) (1 , 1)

Kugel Keine Kugel

Kugel (0 , 0) (2 , -2)

Keine
Kugel

(-2 , 2) (3 , 3)

Beispiel 1: Beispiel 2: Beispiel 3:



Kugel Keine Kugel

Kugel (0 , 0) (2 , -1)

Keine Kugel (-1 , 2) (1 , 1)

Kugel Keine Kugel

Kugel (-1 , -1) (3 , 0)

Keine Kugel (0 , 3) (1 , 1)

Kugel Keine Kugel

Kugel (0 , 0) (2 , -2)

Keine Kugel (-2 , 2) (3 , 3)

Beispiel 1

Beispiel 2

Beispiel 3

Das erste Spiel besitzt nur ein Nash-
Gleichgewicht das gleichzeitig die 
dominante Strategie des Spiels ist 
(Kugel, Kugel). Das Spiel gehört zur 
Klasse der dominanten Spiele.

Das zweite Spiel besitzt keine dominante 
Strategie, aber zwei unsymmetrische 
Nash-Gleichgewicht in reinen Strategien 
((K,KK) und (KK,K)) und ein gemischtes 
Nash-Gleichgewicht (0.67 K , 0.33 KK). 
Das Spiel gehört zur Klasse der Anti-
Koordinationsspiele.

Das dritte Spiel besitzt ebenfalls keine 
dominante Strategie, aber zwei 
symmetrische Nash-Gleichgewicht in 
reinen Strategien ((K,K) und (KK,KK)) 
und ein gemischtes Nash-Gleichgewicht 
(0.33 K , 0.67 KK). Das Spiel gehört zur 
Klasse der Koordinationsspiele.

Dominante Strategien und Nash-Gleichgewichte



Beispiel 1:

Die Funktion hat zwei Nullstellen:

Nullstellen der Funktion g(x)
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Beispiel 2:

Die Funktion hat drei Nullstellen:
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Beispiel 3:
Die Funktion hat drei Nullstellen:

3

1
  und 1  ,  0 321 === xxx



Evolutionäre Strategien (Beispiel 1)

Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
für das erste Beispiel lautet:

Beispiel 1:
g(x)=g(x(t)) im Bereich [0,1] dargestellt

x(t) für unterschiedliche 
Anfangspopulationen x(0)

2)( xxxg −=

Kugel Keine
Kugel

Kugel (0 , 0) (2 , -1)

Keine
Kugel

(-1 , 2) (1 , 1)
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Da es sich bei diesem Beispiel um ein dominantes, 
symmetrisches (2x2)-Spiel handelt und die Funktion 
g(x) im relevanten Bereich (x=[0,1]) immer größer-
gleich Null ist, strebt der Populationsanteil der Kugel-
Spieler unabhängig vom Anfangswert immer gegen 1.

Eine ESS bei x=1



Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
für das zweite Beispiel lautet:

Beispiel 2:
g(x)=g(x(t)) im Bereich [0,1] dargestellt

x(t) für unterschiedliche 
Anfangspopulationen x(0)

Kugel Keine
Kugel

Kugel (-1 , -1) (3 , 0)

Keine
Kugel

(0, 3) (1 , 1)

Da es sich bei diesem Beispiel um ein symmetrisches 
Anti-Koordinationsspiel handelt, strebt der 
Populationsanteil der Kugel-Spieler unabhängig vom 
Anfangswert immer zu dem gemischten Nash-
Gleichgewicht, was identisch mit der mittleren 
Nullstelle der Funktion g(x) ist (x=0.67).

Eine ESS bei x=0.67
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Evolutionäre Strategien (Beispiel 2)



Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
für das zweite Beispiel lautet:

Beispiel 3:
g(x)=g(x(t)) im Bereich [0,1] dargestellt

x(t) für unterschiedliche 
Anfangspopulationen x(0)

Kugel Keine
Kugel

Kugel (0, 0) (2 , -2)

Keine
Kugel

(-2, 2) (3 , 3)

Da es sich bei diesem Beispiel um ein symmetrisches 
Koordinationsspiel handelt, strebt der 
Populationsanteil der Kugel-Spieler abhängig vom 
Anfangswert zu einem der beiden reinen Nash-
Gleichgewichte (x=1  oder x=0).

Zwei ESSs : (x=1 und x=0)
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Evolutionäre Strategien (Beispiel 3)



Lösen des evolutionären Spiels mit Maple 
(Vorlage2.mw)



Lösen des evolutionären Spiels mit Maple 
(Vorlage2.mw)



Python mit Matplotlib: http://matplotlib.org/



Lösen des evolutionären Spiels mit Python



Lösen des evolutionären Spiels mit Python



Lösen des evolutionären Spiels 
mit Python Version evol1.py



Weitere Arten von Spieltypen
(Ausblick: Vorlesungsteil 5)

o Mehr als zwei Strategien:

Schon bei drei Strategien 
können 19 unterschiedliche 
Spielklassen unterschieden 
werden.

o Bimatrix Spiele
Unsymmetrische (2x2) Spiele:

Setzt sich die Population aus 
zwei unterschiedlichen 
Spielergruppen (x(t) und 
y(t)) zusammen, so spricht 
man von Bimatrix Spielen. 


