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5. Vorlesung



Allgemeines zur Vorlesung

• Ort und Zeit: 
PC-Pool Raum 01.120, immer freitags von 15.00 bis 17.00 Uhr

• Vorlesungs-Materialien: 
http://th.physik.uni-frankfurt.de/~hanauske/VPSOC/

• Aufgaben auf der Online-Lernplatform Lon Capa: 
http://lon-capa.server.uni-frankfurt.de/

• Plan für die heutige Vorlesung: 
Wiederholung (Klassifizierung von symmetrischen (2x2)-Spielen), 
Evolution unsymmetrischer Spiele (Bi-Matrix Spiele), Klassifizierung 
von unsymmetrischen (2x2)-Spielen, Maple und Python Programme, 
Übungsaufgabe auf der Lon Capa Lernplatform



Allgemeines
(2x2)-Spiel

Symmetrisches
(2x2)-Spiel



Weitere



Weitere



Weitere



Lösen des evolutionären Spiels mit Maple 
(Vorlage2.mw)



Lösen des evolutionären Spiels mit Maple 
(Vorlage2.mw)



Python mit Matplotlib: http://matplotlib.org/



Lösen des evolutionären Spiels mit Python



Lösen des evolutionären Spiels mit Python



Lösen des evolutionären Spiels 
mit Python Version evol1.py



Klassifizierung von evolutionären, 
symmetrischen (2x2)-Spielen

o Dominante Spiele 
(2. Strategie dominiert 1.Strategie)

Es existiert ein Nash - Gleichgewicht, welches 
die anderen Strategien dominiert. ESS 
bei x=0.

o Koordinationsspiele
Es existieren drei Nash – Gleichgewichte und 

zwei reine ESS, die abhängig von der 
Anfangsbedingung realisiert werden.

o Anti – Koordinationsspiele
Es existieren drei Nash – Gleichgewichte aber 

nur eine gemischte ESS, die unabhängig 
von der Anfangsbedingung realisiert 
wird.

o Dominante Spiele
(1. Strategie dominiert 2.Strategie)

Es existiert ein Nash - Gleichgewicht, welches 
die anderen Strategien dominiert. ESS 
bei x=1.



Symmetriebedingung der 
Auszahlungsmatrizen
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Auszahlungsmatrix des ersten 
Spielers:

Auszahlungsmatrix des 
zweiten Spielers:

Symmetriebedingung:
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Evolutionäre Spieltheorie (I)
Unsymmetrische (2x2)-Spiele (Bimatrixspiele)

Bei unsymmetrischen (2x2)-Spielen besteht die zugrundeliegende Population 
aus zwei Gruppen (hier große und kleine Kreise). Aufgrund der 
unterschiedlichen Auszahlungsmatrizen können die Populationsgruppen sich in 
ihren Strategieentscheidungen (grün , schwarz) unterschiedlich entwickeln. 

zeitliche
Entwicklung 
der
Population

Mögliche Strategien: (grün , schwarz), Parameter t stellt die „Zeit“ dar.
x(t) : Anteil der großen Spieler, die im Zeitpunkt t die Strategie „grün“ spielen.
y(t) : Anteil der kleinen Spieler, die im Zeitpunkt t die Strategie „grün“ spielen.

x(0)=0.5        ,      y(0)=0.5 x(10)=0.15        ,      y(10)=0.7 



Evolutionäre Spieltheorie (II)
Unsymmetrische (2x2)-Spiele (Bimatrixspiele)

Die einzelnen Akteure innerhalb der betrachteten gesamten Population spielen 
ein andauernd sich wiederholendes Spiel miteinander, wobei sich jeweils zwei 
Spieler mit unterschiedlichen Gruppenzugehörigkeiten zufällig treffen, das Spiel 
spielen und danach zu dem nächsten Spielpartner der anderen Gruppe wechseln .

Das evolutionäre Spiel schreitet voran und die grüne Strategie wird für die 
kleinen Spieler zunehmend attraktiver (y(10)=0.7 ), wohingegen sie für die 
großen Spieler zunehmend weniger attraktiv wird (x(10)=0.15 ).

x(10)=0.5        ,      y(10)=0.5 x(10)=0.15        ,      y(10)=0.7 

Die 
Anfangspopulat
ion von Spielern 
spielt zum 
Zeitpunkt t=0 
das erste Mal 
das Spiel. Es 
bilden sich stets 
Zweier-
Gruppen aus 
großen und 
kleinen Kreisen.



Weitere



Replikatordynamik (2xM)-Spiele









−==  

= = =

• M

k

M

l

M

k

kkklkjkj

j

j txtxtxtx
dt

tdx
tx

1 1 1

)()($)($)(
)(

:)(

Wir beschränken uns zunächst auf symmetrische (2xM)-Spiele , d.h. zwei Personen -
M Strategien Spiele. Da es sich um symmetrische Spiele handelt, sind alle Spieler 
gleichberechtigt und man kann von einer homogenen Population ausgehen.
Die Differentialgleichung der Replikatordynamik beschreibt wie sich die einzelnen  
Populationsanteil der zur Zeit t gewählten Strategien          , j=1,2,…M  im Laufe der 
Zeit entwickeln. 
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Wobei die Parameter       die einzelnen 
Einträge in der Auszahlungsmatrix des 
1.Spielers darstellen
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j-ten Strategie



Bi-Matrix Spiele
unsymmetrische (2x2)-Spiele,

zwei unterscheidbare Populationsgruppen



Weitere Arten von Spieltypen
(Ausblick: Vorlesungsteil 5)

o Mehr als zwei Strategien:

Schon bei drei Strategien 
können 19 unterschiedliche 
Spielklassen unterschieden 
werden.

o Bimatrix Spiele
Unsymmetrische (2x2) Spiele:

Setzt sich die Population aus 
zwei unterschiedlichen 
Spielergruppen (x(t) und 
y(t)) zusammen, so spricht 
man von Bimatrix Spielen. 



Beispiel 1:
Kampf der Geschlechter als evolutionäres Spiel

Das gekoppelte System von Differentialgleichung
lautet:
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Kino Disko

Kino (1 , 3) (0 , 0)
Disko (0 , 0) (3 , 1)
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Die beiden Gruppen der Population sind 
Männer (A, x(t))und Frauen (B, y(t)). Da 
nur zwei Strategien wählbar sind, lassen 
sich die jeweiligen Populationsanteile 
durch lediglich eine Größe ausdrücken 
(x(t) und y(t)).

Die Lösung der Gleichung erfolgt 
wiederum durch Integration bzw. kann 
mithilfe des Computers nummerisch 
berechnet werden. Es muss in beiden 
Fällen ein fester Anfangswert (x(0),y(0)) 
gewählt werden.

Nummerische Lösung der 
Gleichung wobei der 
Anfangswert zu 
(x(0),y(0))=(0.85 , 0.3) 
gewählt wurde. 



Bi-Matrix Spiele
Gemischte Nash-Gleichgewichte



Eigenschaften der Funktionen gA(x,y) und gB(x,y)

Die das Bimatrix Spiel bestimmenden Funktionen gA(x,y) (farbige Fläche) und gB(x,y) (graue Fläche) sind in 
den unteren Abbildungen veranschaulicht. Beide Teilgruppenspiele gehören der Klasse der 
Koordinationsspiele an.



Beispiel 1:
Kampf der Geschlechter als evolutionäres Spiel

Das „Kampf der Geschlechter“- Spiel gehört der Klasse der 
„Sattelpunktsspiele“  (Saddle Class) an. Das Phasenportrait 
des Spiels besitzt das folgende Aussehen:

Kino Disko

Kino (1 , 3) (0 , 0)
Disko (0 , 0) (3 , 1)

Die rechte Abbildung zeigt das zeitliche 
Verhalten von drei nummerischen 
Lösungen mit unterschiedlichen 
Anfangsbedingungen. Die evolutionäre 
Erweiterung des Spiels besitzt zwei 
evolutionär stabile Strategien ((0,0) und 
(1,1)). Die blaue und grüne 
Populationsentwicklung enden bei (0,0) 
während die Anfangsbedingung der 
roten Population bei (1,1) endet.

(0,0) entspricht (Disko,Disko)

(1,1) entspricht (Kino,Kino)



Beispiel 2:
Klasse der Zentrumsspiele (Center Class) 

Das gekoppelte System von Differentialgleichung 
für dieses Beispiel lautet:
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Strat. 1 Strat. 2

Strat. 1 (2 , -2) (0 , 0)
Strat. 2 (0 , 0) (1 , -1)

Die rechte Abbildung zeigt eine 
nummerische Lösung der obigen 
Gleichung, wobei der Anfangswert zu 
(x(0),y(0)) =(0.05 , 0.05) gewählt wurde. Im 
Gegensatz zu allen anderen möglichen 
Klassen von Bimatrixspielen, treten bei der 
Klasse der Zentrumsspiele periodische 
Verläufe der Populationsanteile x(t) und 
y(t) auf  - die Populationsanteile enden 
nicht in einer evolutionär stabilen Strategie.  

Die Lösung der Gleichung erfolgt wiederum durch 
Integration bzw. kann mithilfe des Computers 
nummerisch berechnet werden. Es wurde der 
Anfangswert zu 
(x(0),y(0)) =(0.05 , 0.05) gewählt.



Eigenschaften der Funktionen gA(x,y) und gB(x,y)

Die das Bimatrix Spiel bestimmenden Funktionen gA(x,y) (farbige Fläche) und gB(x,y) (graue Fläche) sind in 
den unteren Abbildungen veranschaulicht. Das Spiel der Gruppe A gehört der Klasse der Koordinationsspiele
an, das der Gruppe B der 
Klasse der 
Anti-Koordinationsspiele.



Beispiel 2:
Klasse der Zentrumsspiele (Center Class) 

Das Phasenportrait des zweiten Beispiels besitzt 
das folgende Aussehen:

Die rechte Abbildung zeigt das 
zeitliche Verhalten von drei 
nummerischen Lösungen mit 
unterschiedlichen 
Anfangsbedingungen. Dieses 
Bimatrixspiel besitzt keine evolutionär 
stabile Strategie, da die einzelnen 
Phasenraum-Trajektorien sich keinem 
Punkt annähern, sondern auf einer 
geschlossenen, zyklischen Bahn um 
das gemischte Nash-Gleichgewicht 
kreisen.

Strat. 1 Strat. 2

Strat. 1 (2 , -2) (0 , 0)
Strat. 2 (0 , 0) (1 , -1)

Zentrum: Gemischtes Nash-Gleichgewicht des Spiels



Beispiel 3:
Klasse der Eckenspiele (Corner Class)

Das gekoppelte System von Differentialgleichung für dieses 
Beispiel lautet:
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Strat. 1 Strat. 2

Strat. 1 (-2 , 2) (0 , 0)
Strat. 2 (0 , 0) (1 , 1)

Die rechte Abbildung zeigt eine nummerische 
Lösung der obigen Gleichung, wobei der 
Anfangswert zu (x(0),y(0)) =(0.9 , 0.4) gewählt 
wurde. Bei der Klasse der „Eckspiele“ gibt es eine 
evolutionär stabile Strategie, die unabhängig von 
der gewählten Anfangsbedingung stets von der 
Population angestrebt wird.   

Die Lösung der Gleichung erfolgt wiederum durch 
Integration bzw. kann mithilfe des Computers 
nummerisch berechnet werden. Es wurde der 
Anfangswert zu 
(x(0),y(0)) =(0.9 , 0.4) gewählt.



Eigenschaften der Funktionen gA(x,y) und gB(x,y)

Die das Bimatrix Spiel bestimmenden Funktionen gA(x,y) (farbige Fläche) und gB(x,y) (graue Fläche) sind in 
den unteren Abbildungen veranschaulicht. Das Spiel der Gruppe A gehört der Klasse der dominanten Spiele
an, das der Gruppe B der 
Klasse der 
Koordinationsspiele.



Beispiel 3:
Klasse der Eckspiele (Corner Class)

Das Phasenportrait des dritten Beispiels besitzt das 
folgende Aussehen:

Die rechte Abbildung zeigt 
das zeitliche Verhalten von 
drei nummerischen Lösungen 
mit unterschiedlichen 
Anfangsbedingungen. Dieses 
Bimatrixspiel besitzt eine 
evolutionär stabile Strategie, 
da es nur ein gemeinsames 
symmetrisches Nash-
Gleichgewicht gibt 
((x,y)=(0,0)). Der rote Spieler 
besitzt sogar bei (0,0) eine 
dominante Strategie.

Strat. 1 Strat. 2

Strat. 1 (-2 , 2) (0 , 0)
Strat. 2 (0 , 0) (1 , 1)

Einziges gemeinsames Nash-Gleichgewicht des Spiels



Klassifizierung von Bi-Matrix Spielen

Eckspiele Sattelspiele Zentrumsspiele
Spiel A: Koordinationspiel
Spiel B: Koordinationspiel
oder
Spiel A: Anti-Koordinationspiel
Spiel B: Anti-Koordinationspiel

Die Spielklasse der Gruppe A 
oder der Gruppe B ist ein
Dominantes Spiel

Spiel A: Koordinationspiel
Spiel B: Anti-Koordinationspiel
oder
Spiel A: Anti-Koordinationspiel
Spiel B: Koordinationspiel



Bi-Matrix Spiele mit Python V1



Bi-Matrix Spiele mit Python 
V2 (Feldliniendiagramm)



Bi-Matrix Spiele mit Python 
Version bimatrix1.py





Weitere

Aufgaben auf Lon-Cappa



Mögliche Projekte


