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7. Vorlesung
Aufgrund der Corona Krise findet die 

Vorlesung und die freiwilligen Übungstermine 
in diesem Semester nur Online statt.



Plan für die heutige Vorlesung

• Kurze Wiederholung der Inhalte der 6. Vorlesung

• Einführung in die Theorie der komplexen Netzwerke

• Die Klasse der exponentiellen Netzwerke

• Die Klasse der skalenfreien Netzwerke

• Preferential Attachment 

• Das Barabasi-Albert Modell

• Skalenfreie Netzwerke in der Realität

• Multipartite Netzwerke

• Das Autoren- Zitationsnetzwerk der wissenschaftlichen Information



Evolutionäre Spieltheorie auf 
komplexen Netzwerken

zeitliche
Entwicklung 
der
Population auf 
vorgegebener 
Netzwerkstruktur

Mögliche Strategien: (grün , schwarz), Parameter t stellt die „Zeit“ dar.
x(t) : Anteil der Spieler, die im Zeitpunkt t die Strategie „grün“ spielen.
Die roten Verbindungslinien beschreiben die möglichen Spielpartner des Spielers

x(0)=0.5 x(10)=0.75

Viele in der Realität vorkommende evolutionäre Spiele werden auf einer definierten 
Netzwerkstruktur (Topologie) gespielt. Die Spieler der betrachteten Population sind 
hierbei nicht gleichwertig, sondern wählen als Spielpartner nur mit ihnen durch das 
Netzwerk verlinkte (verbundene) Partner aus.



Komplexe Netzwerke 
Knoten und Kanten

Different Networks, Same Graph

The figure shows a small subset of (a) the 

Internet, where routers (specialized 

computers) are connected to each other; (b) 

the Hollywood actor network, where two 

actors are connected if they played in the 

same movie; (c) a protein-protein 

interaction network, where two proteins are 

connected if there is experimental evidence 

that they can bind to each other in the 

cell. While the nature of the nodes and the 

links differs, these networks have the same 

graph representation, consisting of N = 4 

nodes and L = 4 links, shown in (d). 

Abbildung entnommen von:
Network Science by Albert-László Barabási
http://networksciencebook.com/

Viele der im Teil 2 behandelten Themen sind in diesem Buch ausführlich behandelt.

http://networksciencebook.com/


Theorie der komplexen Netzwerke (III)
(Beispiele unterschiedlicher komplexer Netzwerke)

Abbildung: Unterschiedliche Netzwerktypen
Die Abbildung ist dem folgenden Artikel entnommen:
M. E. J. Newman, 
„The structure and function of complex networks”

a) Nicht gerichtetes und 
ungewichtetes Netzwerk einer 
einzigen Knotenart.

b) Nicht gerichtetes und 
ungewichtetes Netzwerk dreier 
verschiedener Knotenarten, 
wobei zusätzlich drei 
verschiedene Kantenarten 
existieren.

c) Nicht gerichtetes aber 
gewichtetes Netzwerk. Sowohl 
die Knoten als auch die Kanten 
des Netzwerks besitzen 
zahlenmäßige Gewichtungen.

d) Gerichtetes aber nicht 
gewichtetes Netzwerk. Es 
existiert nur eine Knoten- und 
gerichtete Kantenart.



Netzwerk-Klassen
Aufgrund ihrer unterschiedlichen Eigenschaften 

unterscheidet man die folgenden Netzwerk-Klassen:

i. Zufällige Netzwerke
Die einzelnen Kanten bei zufälligen Netzwerke werden von den 

Knoten (Spielern) nach einem rein zufälligen Muster 
ausgewählt. 

ii. „Kleine Welt“-Netzwerke (small-world networks)
i. „Kleine Welt“-Netzwerke zeichnen sich durch einen 

kleinen Wert der durchschnittlichen kürzesten Verbindung 
zwischen den Knoten des Netzwerkes und einem großen 
Wert des Clusterkoeffizienten aus. 

iii. Exponentielle Netzwerke

iv. Skalenfreie Netzwerke



Wichtige Netzwerk charakterisierende Größen 



Zufällige
Netzwerke

Verteilungsfunktion
der Knotengrade

P(k)
bzw. N(k)≔N*P(k)







Jupyter Notebook: RandomNetworks.ipynb







Jupyter Notebook: SmallWorldNetworks.ipynb



http://networksciencebook.com/

http://networksciencebook.com/


Zufällige Neztwerke (Section 3)

http://networksciencebook.com/chapter/3

Section 3.2

The Random Network Model 

Wie erzeugt man mittels eines mathematischen Algorithmus ein zufälliges Netzwerk (siehe Box 3.1)

Section 3.4

Degree Distribution

Wie sieht die Verteilungsfunktion der Knotengrade in zufällige Netzwerken aus (siehe Image 3.4 Binomial vs. Poisson Degree 

Distribution)

Section 3.5

Real Networks are Not Poisson 

Vergleich: Real existierende Netzwerke <-> Zufällige Netzwerke (siehe Image 3.6 Degree Distribution of Real Networks)

Section 3.6

The Evolution of a Random Network

Relativen Größe des Hubs (grösster verbundener Knotencluster) hängt von dem durchschnittlichen Knotengrad des Netzwerkes ab. 

Definition von unterschiedlichen Regimen in zufälligen Netzwerken (subcritical, supercritical, fully connected) (siehe Image 3.7 

Evolution of a Random Network)

Section 3.7

Real Networks are Supercritical

Sind real existierende Netzwerke subcritical, supercritical oder fully connected? (siehe Table 3.1 Are Real Networks Connected? und 

Image 3.9 Most Real Networks are Supercritical)

Section 3.8

Small Worlds 

Definition der kleinen Welt Eigenschaft in komplexen Netzwerken "In the language of network science the small world phenomenon

implies that the distance between two randomly chosen nodes in a network is short." Mittlerer Abstand zwischen zwei Knoten im 

Netzwerk <d> bestimmt die Eigenschaft von kleinen Welt Netzwerken (siehe Image 3.10 Six Deegree of Separation and Image 3.11 Why are

Small Worlds Surprising? und Table 3.2 Six Degrees of Separation)

Section 3.9

Clustering Coefficient

Der Clusterkoeffizient in real existierenden und zufälligen Netzwerken (siehe Image 3.13 Clustering in Real Networks und Box 3.9

Watts-Strogatz Model)





Exponentielle und 
Skalenfreie Netzwerke

 Bei exponentiellen und Skalenfreien Netzwerken 
besitzen viele Knoten wenig Kanten und einige wenige 
Knoten sehr viele Kanten.

 Im folgenden wollen wir die Konstruktion eines 
solchen Netzwerks mittels einer Computersimulation 
betrachten: 



Jupyter Notebook: 
ExpScaleFreeNetworks.ipynb

Konstruktion eines 
exponentiellen Netzwerkes



Konstruktion eines 
Skalenfreien Netzwerks

Das im folgenden konstruierte skalenfreie Netzwerk besitz zwei wesentliche 
Eigenschaften:

 Zeitliches Anwachsen der Knoten

 Die Kantenwahl eines neu in das Netzwerk hinzukommenden Knotens 
erfolgt nach dem Prinzip des „Preferential Attachment“ (Die Knoten die 
schon viele Kanten haben bekommen mit einer höheren 
Wahrscheinlichkeit eine neue Kante, als die Knoten die bisher keinen, 
oder wenige Kanten aufweisen können)



Das Java-Applet der Netzwerksimulation

Java/new vis/Netzwerk3.html


Jupyter Notebook: 
ExpScaleFreeNetworks.ipynb

Bild eines 
skalenfreien Netzwerkes









Skalenfreie Netzwerke (Section 4)

http://networksciencebook.com/chapter/4

Image 4.2

Die Verteilungsfunktion der Knotengrade des Internets (WWW, links zwischen Internetseiten, gerichtetes Netzwerk) wird 

mathematisch durch eine „power-law distribution“ beschrieben.

Image 4.4 und 4.5

In skalenfreien Netzwerken entstehen sehr große Hubs (Hauptunterschied zu zufälligen Netzwerken)

Section 4.4:

Was bedeutet „skalenfrei“?

Tabelle 4.1, Image 4.7 und 4.8:

Skalenfreie Netzwerke mit gamma<3 besitzen keine sinnvolle interne Knotengradskala. Greift man zufällig einen Knoten aus 

dem Netzwerk, so kann man seinen Knotengrad nicht vorher einschränken; er kann sehr klein oder sehr sehr groß sein. Die 

Standardabweichung der Knotengrade divergiert sogar für N->unendlich.

Universality Section 4.5, Box 4.2:

Man beobachtet die skalenfreie Eigenschaft in vielen unterschiedlichen real existierenden komplexen Netzwerken

Section 4.6:

Ultra small world Eigenschaft in realen Netzwerken (abhängig vom Exponenten gamma)

Box 4.5:

Auswirkung und unterschiedliche Regime in Abhängigkeit vom Exponenten gamma.

Box 4.6:

Warum gibt es keine realen Netzwerke mit gamma<2?

Box 4.9:

Zusammenfassung der mathematischen Eigenschaften von skalenfreie Netzwerken

http://networksciencebook.com/chapter/4


Das Barabasi-Albert Model der skalenfreien Netzwerke (Section 5)

http://networksciencebook.com/chapter/5

Im BA-Model werden die folgenden Prinzipien bei der Konstruktion des skalenfreien Netzwerkes benutzt:

a) Zeitliches Anwachsen der Knoten und Kanten

b) Preferential Attachement (Section 5.2, Image 5.2)

Section 5.1:

Konstruktion eines skalenfreien Netzwerkes mit dem Barabasi-Albert Model 

Section 5.6:

Vergleich: Exponentielle Netzwerke <-> skalenfreie Netzwerke 

Box 5.4:

Zusammenfassung der mathematischen Eigenschaften von skalenfreie Netzwerken

http://networksciencebook.com/chapter/5


Formation von „Communities“ http://networksciencebook.com/chapter/9



Netzwerke in der Biologie 



Ausfall von einzelnen Knoten 

http://networksciencebook.com/chapter/8









Schematische Darstellung eines 
multipartiten Zitationsnetzwerks



Das Java Simulationsapplet

Java/2009_final/Java Applet/wiap_applet.html


Vergleich des simulierten Artikelnetzwerks 
mit empirischen Daten

Das auf der Artikelebene simulierte Zitationsnetzwerk (Abbildung b) stimmt gut 
mit der in Realität beobachteten Netzwerkstruktur (Abbildung a) überein. In 
Abbildung a sind die Zitationsnetzwerke der Zeitschrift Physical Review D und der 
Datenbank ISI (Institute of scientific Information) aufgetragen.



Zitationsnetzwerks
Big Author-Hubs in Science













Einführung in Teil III

Evolutionäre Spieltheorie 
auf komplexen Netzwerken

Die folgenden Beispiele sind an das Kapitel 9 im 
Buch  M.A.Nowak „Evolutionary Dynamics“
(Kapitel 9: Spatial Games) angelehnt. 



Inhalte vonTeil III  



Wie ich Prof. Nash kennenlernte



3. Weltkongresses der spieltheoretischen Gesellschaft

Im Sommer 2008 hatte ich die 
Möglichkeit meine Ergebnisse zur 
Quantenspieltheorie auf dem 3. 
Weltkongresses der 
spieltheoretischen Gesellschaft in 
Chicago (USA) vorzustellen. Herr 
Prof. John Nash war ebenfalls auf 
der Konferenz und hielt einen 
Vortrag über seine aktuelle 
Forschung .



Zusammenfassung von Teil II 



Zusammenfassung von Teil II 



Aufgenommen 
während des 3. 
Weltkongresses 
der 
spieltheoretischen 
Gesellschaft, 
Sommer 2008, 
Chicago, USA



Aufgenommen 
während des 3. 
Weltkongresses 
der 
spieltheoretisch
en Gesellschaft, 
Sommer 2008, 
Chicago, USA



Prof.Dr.
John Nash
aufgenommen 
während des 3. 
Weltkongresses 
der 
spieltheoretische
n Gesellschaft, 
Sommer 2008, 
Chicago, USA

Am letzten Tag der 
Konferenz sprach ich 
Herrn Nash auf seinen 
Vortrag an und wir 
unterhielten uns - unter 
anderem auch über das 
Einstein-Rosen-Podolsky 
Paradoxon. 



Das Nash-Fest in Sao Paulo (Brasilien, 2010) 

Im Sommer 2008 hatte ich die Möglichkeit meine Ergebnisse 
zur Quantenspieltheorie auf dem 3. Weltkongresses der 
spieltheoretischen Gesellschaft in Chicago (USA) 
vorzustellen. Herr Prof. John Nash war ebenfalls auf der 
Konferenz und hielt einen Vortrag über evolutionäre 
Spieltheorie.

Videos des Workshops unter http//..  



John Forbes Nash 

John Forbes Nash Jr. 
at Princeton university 

in 1949

“2nd Brazilian Workshop of the Game Theory 
Society”  in honor of John Nash (27.7. - 04.08.2010, 
Sao Paulo, Brazil)



Zusammenfassung von Teil II 



Zusammenfassung von Teil II 



Zusammenfassung von Teil II 



Zusammenfassung von Teil II 



Zusammenfassung von Teil II 



Zusammenfassung von Teil II 





Frohe Weinachten und einen guten Rutsch ins neue Jahr


