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Hausaufgabe

* Betrachten Sie das Folgende (2x2)-Spiel:

1. Um welche Spielklasse handelt es sich hierbei?
2. Gibt es eine dominante Strategie?
3. Geben Sie die Nash-Gleichgewichte des Spiels an?



Losung (1)

Es handelt sich um ein Anti-Koordinationspiel, da
a) es keine dominante Strategie gibt.

b) eszwei unsymmetrische Nash-Gleichgewichte in
reinen Strategien und ein gemischtes Nash-
Gleichgewicht gibt:

i.  Reine Nash-Gleichgewichte:
(Strategie 1, Strategie 2) und (Strategie 2 , Strategie 1)

i. ~Gemischtes Nash-Gleichgewicht:
(Strategie 1 mit 20 % , Strategie 2 mit 8o % )



e e

Losung (1)

>. Esgibt keine dominante Strategie bei diesem Spiel,
da wenn Spieler 2 seine Strategie auf ,Strategie 1°
festsetzt ist es fir Spieler 1 ratsam ,Strategie 2“ zu
wahlen und umgekehrt, wenn Spieler 2 seine
Strategie auf ,Strategie 2 festlegt, sollte Spieler 1 die
Strategie ,Strategie 1“ wahlen. (Spieler B aquivalent)
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Losung (111)

Es gibt zwei reine Nash-Gleichgewichte
((Strategie 1, Strategie 2) und

(Strategie 2, Strategie 1), zur Begriindung siehe die
Abbildung der Auszahlungsmatrix auf der vorigen

Seite)

und ein gemischtes Nash-Gleichgewicht bei
(Strategie 1 mit 20 % , Strategie 2 mit 8o % ).
Berechnung des gemischten Nash-Gleichgewichts:
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Losung (1V) E

Berechnung des gemischten Nash—Gleich;ge\O;v chts:

Auszahlungsfunktion des1-ten Spielers: $': S'xS? — R
$(Y)=(7)-xy+4-x-L-y)+1-1-x)- y+2-(1-x)- (1~ y)
=-10-X-y+2-X—-y+2

0% () ‘
OX y=y"

— 15y 20 — y

1 20%
5

*

Da es sich um ein symmetrisches Spiel handelt giltauch X

L1 . 20%
5



- Losung (V)

Grafische Veranschaulichung:

Auszahlung an Spieler B

Auszahlung an Spieler A

Dollar

™ Gemischtes Nash-
Gleichgewicht bei 20%
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Differentialrechnung

(Wie man eine Funktion ableitet)

Polynome lassen sich nach folgender Formel ableiten:

FOg=x
d f(x -
1: ( ) W ( ) — Xn 1
dx
Beispiel:
f (X)=x°
f |(X) =2.-x'=2-X Die Ableitung einer Funktion gibt ihre

Steigung bei gewahltem x-Wert an.




Differentialrechnung
(Weiteres Beispiel)

* Beispiel:

f(x)=x>-8-x+1
fl(x)=3-x*—8




~ Differentialrechnung
(Die partielle Ableitung)

* Beispiel:

e

f(x,y)=-x’-y*+10 fey) :

o 1(xY) SV
OX

0 f(x.y)
oy

't (20) =12
fy (2’1) =—2

1Ex (X1 y) =

f,(x,y)=



MerholunW

Das von dem Mathematiker John Forbes Nash Jr. definierte strategische Gleichgewicht
beschreibt einen Spielzustand, von dem ausgehend kein einzelner Spieler fiir sich
einen Vorteil erzielen kann, indem er einseitig von seiner Strategie abweicht.

Mathematische Definition (W.Schlee):
Eine Strategienkombination s” =(s",...,s"") heifSt Nash-Gleichgewicht, wenn gilt

$'(",s)>$'(s',s) VieA s S

Wobei A die Menge der Spieler,S' die Strategienmenge des i-ten Spielers und 5™ die
gewahlten Strategien der tibrigen Spieler im Nash-Gleichgewicht beschreibt.
Beispiel: Gefangenendilemma

BN s (Ge.Go)--7>-9-5'(sc Ge)

(-7,-7) (1,-9) $°(Ge,Ge)=-72>-9=%°(Ge,Sc)
(-9,-1) (-3,-3) = (Ge,Ge)ist Nash-Gleichgewicht
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/Symmetﬁﬁbedmgun;M

Auszahlungsmatrizen

Auszahlungsmatrix des ersten
Spielers:

1 1
5%1 | el 12
1 1
21 22

- 11 1) ($12’ 2)
- [CEANCHS

Auszahlungsmatrix des
zweiten Spielers:

2 2

%2_ 11 12
R 2
21 22

Symmetriebedingung:
2 2

(A 2 )T [$11 $ 21
2 2

$12 $22

/

$11 $12 ~
=$
j £$121 $122j

Transponierte Matrix
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~—Beispiel: Gefangenendilemma

(Symmetrisches (2x2)-Spiel)

N 2z
B8 7.7 (1,9) -
-(-9,-1) (-3, -3) > :(_1 _3j

Au.szahlungsmatrix des ersten Symmetriebedingung stimmt:
Spielers:

o-(7 1) E SR

‘ symmetrisches Spiel
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(0,0) (3,1)
Kino Alexander und Bettina haben bei ihrem
letzten Treffen nicht genau ausgemacht,
wann und wo sie sich am Samstagabend
treffen wollen. Bettina geht sehr gerne in
das kleine Kino am Stadtrand
Disko (Spatvorstellung, Beginn 23.30 Uhr),
Alexander aber wiirde gerne in die
Diskothek im Zentrum der Stadt gehen.
Kino Keiner von ihnen hat ein Telefon. Bettina
denkt, wird er mir zuliebe ins Kino gehen?
Alexander denkt ahnlich, wird sie mir
% zuliebe in die Diskothek gehen? Beiden
liegt aber viel daran sich am Samstagabend
zu treffen. Der erzielte Nutzen dieses
Spiels kann zum Beispiel wie oben
angegeben quantifiziert werden.

- Kampf der

Geschlechter

Kino

Disko

Disko



(Unsymmetrisches (2x2)-Koordinationspiel)

-
-(1,3) (0, 0) _
-(0,0) (3,1) $:£o 1]

g‘xu.szlahlungsmatrix desersten | Gymmetriebedingung stimmt nicht:
pielers:

@1:(1 o] BT -3 s o)

g 3
‘ unsymmetrisches Spiel




ﬁampf der Geschlechter

(Nash-Gleichgewichte in reinen Strategien)

* Esgibt keine dominante Strategie bei diesem Spiel.

* Esgibt zwei reine Nash-Gleichgewichte:
(Kino,Kino)

1,3) o, o)

0,0)M3,1)
__




Auszahlung an Spieler A

Kampf der Geschlechter

(Nash-Gleichgewicht in gemischten Strategien) D

ollar

fiir den zweiten Spieler (Bettina):

Auszahlungsfunktion des1- ten Spielers (Alexander): $': S'xS? — R
$'(x,y)=1-%xX-y+0-x-(1-y)+0-1-x)- y+3-(1-X)-(L—)
=4.X-y-3:-X—-3-y+3

0% (x,y)
ax y=y

=4y -3=0 = y*:%z75%

Das gemischte Nash-Gleichgewicht fiir Bettina befindet sich bei

*

3
=—=~ (5%
y 4



Auszahlung an Spieler B

Kampf der Geschlechter

(Nash-Gleichgewicht in gemischten Strategien)

Berechnung des gemischten Nash—GleicfigOé%f ts
fiir den ersten Spieler (Alexander):

Auszahlungsfunktion des 2 - ten Spielers (Bettina): $°: S'xS? >R
$2 (X, ¥)=3-X-y+0-x-L—y)+0-1-X)- y+1-1-Xx)-(L— )
=4.-X-y—x—-y+1
0% (%, Y)
oy

. 4Ax-10 x*:%zZS%

o

Das gemischte Nash-Gleichgewicht 1
fur Alexander befindet sich bei b Z ~ 25%
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/mStrategie wiirden Sie spielen?

Gibt es eine dominante Strategie? Geben Sie die Nash-Gleichgewichte an.
[st es ein symmetrisches oder unsymmetrisches Spiel?

- Strategie1 | Strategie2 |Strategie3

Strategie 1 (7 : 7) (7 , 8) (1 ’ 8)
Strategie 2 (8 : 7) (9 , 9) (3 ’ 1)

e (8,1 (1,3) (2,2)



/({tegie 2 , Strategie 2) |

Die Strategienkombination (Strategie 2 , Strategie 2) ist das einzige Nash-
Gleichgewicht und sogar die dominante Strategie dieses symmetrischen Spiels.

- Strategie1 | Strategie2 |Strategie3

Strategie 1 (7 : 7) (7 , 8) (1 ’ 8)
Strategie 2 (8 : 7) (9 ) 9) (3 ’ 1)

e (8,1 (1,3) (2,2)



nnnnnnnn

R

g

......... oA e
A

/mStrategie wiirden Sie spielen?

Gibt es eine dominante Strategie? Geben Sie die Nash-Gleichgewichte an.
[st es ein symmetrisches oder unsymmetrisches Spiel?

- Strategie1 | Strategie2 |Strategie3

Strategie 1 (1 : 3) (2 ; 7) (3 ) 9)
Strategie 2 (2 : 1) (3 s 1) (3 ) 8)

Strategie 3

3,1) (2,1 (5,3)



/({tegie 3, Strategie 3) !

Die Strategienkombination (Strategie 3 , Strategie 3) ist das einzige Nash-
Gleichgewicht dieses unsymmetrischen Spiels. Es gibt keine dominante Strategie.

Strategie1 | Strategie2 |Strategie3

Strategie 1

Strategie 2

Strategie 3




~ Mathematische Uberprifung des

Nash-Gleichgewichts
Behauptung: S [Sueer | Swesies

(S3,S3) ist Nash-Gleichgewicht *™®¢' (1,3) (2,7) 3,9)
Strategie 2 (2 ’ 1) (3 : 1) (3 : 8)
Beweis: SR (3 ’ 1) (2‘ ’ 1) (5 ’ 3)

1-terSpieler: $':S'xS* >R  2-terSpieler: $°:S'xS* >R
$1(53.53)-5>3-%(52,53)  $%(53.53)-3>1-%$%(S3.52)
$1(5353) 5-3 $(S1S3)  $(5353 -3 1 P(s3sy
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/mStrategie wiirden Sie spiele

Gibt es eine dominante Strategie? Geben Sie die Nash-Gleichgewichte an.
[st es ein symmetrisches oder unsymmetrisches Spiel?

-

Stein - (g,0) (1,-1) (-1,1)

Schere (-11) (0,0) (1,-1)

Papier (1-1) (-1,1) (0,0)



- Keln Nash-Gléichgewicht in_=

reinen Strategien!

Es gibt keine dominante Strategie und auch keine Nash-Gleichgewichte in
reinen Strategien. Es ist ein symmetrisches (2x3)-Spiel.

-

Stein - (g,0) (1,-1) (-1,1)

Schere (-11) (0,0) (1,-1)

Papier (1-1) (-1,1) (0,0)



}a/raeh--nu ng des-Nast

gemischten Strategien (I)

Y, 1-— y1
I T
X, (0,0) (3,-1) (-1,1)

x, S (41)  (0,0) (1)

1_ Xl = X2 Papier (1)_1) (_1)1) (O)O)

Auszahlungsfunktion des1- ter Spieler : $': S'xS* >R
$1(X1’X21y1’yz):O'X1’Y1+1'X1'y2+(_1)'X1'(1_ yl_y2)+
(=D X Y 0% Yo +1- % (L= y, -y, )+
+1-(1—x1—x2)-y1+(—1)-(1—x1—x2)-y2+O-(1—x1—x2)-(1— Y1_Y2)
:X1'(1_3'y2)+xz'(3'y1_1)_y1+y2



~——Moglich keiM

inneren Nash-Gleichgewichts

8$1(x1,X2,y1,y2) - - L *_1
0%, Vel Yo (1_ 3-Y, )_O = = 3 33,33%
5$1(x1,X2,y1,y2) - = L *_1
R Byi-1)=0 = y=7~3333%

Auszahlungsfunktion des 1-ten Spielers : -

$1(X1’X2’ Y, Yo) = Xl’(l_?"yz)"'xz '(3-)/1 _1)_ Yi+Y, Stein (0,0) (1,—1) (-1,1)

Das gemischte Nash-Gleichgewicht Schere ( _1,1) (0,0) (1,_1)
befindet sich bei
e Lold Pani
(y]_ ) y21 Y3): (g;g;g} apler (1,_1) (_1,1) (0,0)

Genauso fiir 2-ten Spieler




~ Uberprufung des gemischten, im
Nash-Gleichgewichts (I}

Behauptung:
Das gemischte Nash-Gleichgewicht Tl
befindet sich bei folgender (G, X, (5, ¥5, ¥2))= ((— = —)j
Strategienkombination o3 Jd03
Beweis fiir den 1. Spieler:

Auszahlungsfunktion des1-ten Spielers :

$1(X1’ Xo0 Y1y Y2) = X% '(1_3' y2)+ X '(3' Y1 _1)_ Yi+ Y,

Uberprifung des Nash - Gleichgewi chts:

$1(1’1’E’£) :l(1_3lj+l(3l_])_1+l o 02$1(X1,X2,E,E) oy

3333 3 3D 3 33 343

,%) = X1'£1—3%j+x2 -(3-%—1}—%%:0 vV X, X, €[01]



~ Uberprufung des gemischten, im
Nash-Gleichgewichts (lIl)

Behauptung:
Das gemischte Nash-Gleichgewicht
befindet sich bei folgender ((XI oamaE e )): ((

Strategienkombination

Wl
N
Ngizissasce

Wl
Wl
Wl
Wl
w|

Beweis fiir den 2. Spieler:

Auszahlungsfunktion des 2 - ten Spielers :
$2(X1’ X21 Y1, Y2) =Y '(3’ X, _1)"' Y2 '(1_3' X1)+ X =%,
Uberprifung des Nash - Gleichgewi chts:

P 1 1 ey e
$2 RS, ARG SRS \RY s ARG 3__1 e 1_3_ +___:OZ$2 ey y =
(3333)3(3j3( 3)33 (33y1y2)

Tl 1 Eyadl
$2(§,§,y1,)’z)=yl'(3'§—1j+yz'(1—3’§j+§—§=0 vy.Yy, €[0]]
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“In dieser Vorlesung nicht behandelte

Konzepte der Spieltheorie

Abbildung der besten Antwort
Strategische Aquivalenz von Spielen
Spiele in extensiver Form
Verfeinerung des Nash-Gleichgewichts
Signalisierungsspiele

Bayesches Nash-Gleichgewicht
Kooperative Spiele

,Believe spaces”

,Mechanism design”
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Hausaufgabe

Zwei Lander stehen vor der Entscheidung die Streitkrafte
ihres Landes militarisch, atomar aufzuriisten oder atomar
abzuriisten.

Detfinieren Sie das Spiel.

Beschreiben Sie eine mogliche Situation der Lander und
definieren Sie die dem Spiel zugrundeliegende
Auszahlungsmatrix.

Berechnen Sie die Nash-Gleichgewichte des Spiels. Gibt
es eine dominante Strategie?

Um welche Spielklasse handelt es sich?

Handelt es sich um ein symmetrisches oder
unsymmetrisches Spiel?
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