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Ubungen zur Kosmologie - Losungen zu Blatt 3

Aufgabe 6: Lingenelement auf der Hypersphire S,

(a) 1. Methode
Die Hypersphire S; ist durch die Gleichung

R*=x{+x5+x5 +x; (1)
definiert. Ableiten ergibt
0 = x;dx; + x,dx, + x3dx; + x,dx, 2
bzw. ,
dx? = (x;dx; + xzdfz + x3dx;) 3)
X
4

Nun kann man im euklidischen Lingenelement
dI? = dx? 4 dx? + dx? + dx? )
dx7 eliminieren indem man Gleichung (1) nach x7 auflést und in (3) einsetzt. Damit ergibt sich

(x,dax; + x,dx, + x5dx; )
2, 2 .2
R2— (x5 + x5 +x5)

dI? = dx? +dx3 +dxg + )

X1, %,, X3 lassen sich nun noch in den tiblichen dreidimensionalen Kugelkoordinaten darstellen,
also
x; =psin@cosp, x,=psinOsing, x;3=pcosO. (6)

Dort gilt analog zu Gleichung
pZ:x12+x22+x32. @)
Damit gilt aber auch

1 1
pdp = Ed(/oz) = Ed(xf +x7 +x3) = xdx; + xpdx, + x3dx; ®)

Weiterhin wissen wir, dafl fiir das Langenelement in dreidimensionalen Kugelkoordinaten
dx? +dxg +dxf = dp? + p? (d@2 +sin’© dgbz) )

gilt. Setzt man nun noch die Gleichungen (7) und (9) in Gleichung (5) ein, so ergibt sich

4 = dg? 4 (407 1 sin0 dgh?) 4 £
=dp"+p ( + sin & )+R2—Io2' (10)



(b)

Zusammentfassen des ersten und des letzten Terms ergibt dann die gewiinschte Form des Lingen-

elements

a2 = Rode”
RI—p2

+0? (d@z +5in’© d¢2) (11)

Zweite Methode:

Wir kénnen auch direkt die Parametrisierung der Hyperfliche in 3D-Kugelkoordinaten vorneh-
men. Fiir die obere bzw. untere Hemisphire gilt

pcosdsin®
- | psingsin®
X = pcos® (12)
+,/RI—p2
Die holonomen Basisvektoren sind
cos¢sin® cos @ cos©
; _9dX _| singsin® o sin @ cos©
P dp - cos® > T —sin® |’
Fo/VR*—p? 0 13)
—sin¢sin®
- cos¢sin®
0

Offenbar sind diese Vektoren zueinander orthogonal, so daf} sich in Ubereinstimmung mit

dI? = d3? = dp?b? +dO2 B2 + dp b2 = dp? +07(d0? +dg?sin?@)  (14)

R2—p2

ergibt.

Fiir das Hyper-Hyperboloid (x°)? — X2 = R? ergibt sich
x°dx®—% - d¥ = x%dx® — pdp =0, (15)

wobei (p, #, ¢) wieder Standardkugelkoordinaten fiir X bezeichnen, und damit folgt

2 -
— pdxtdx” = d¥? — (dx®)? = do? <1 - f°—> + p%d(2 = dp?

07 o202 (16)

102+R2

Dies ist in der Tat das Linienelement fiir die Kurve in einer 3D Mannigfaltigkeit mit konstanter
Krimmung x =—1/R.




Aufgabe 7: Scheinbare Helligkeit jenseits des linearen Hubble Gesetzes
Der gemessene Strahlungsfluf$ F eines entfernten Objekts ergibt sich tiber

S -
Die scheinbare Helligkeit m ist (bis auf Konstanten) definiert tiber
m = const—2,5log(F), (18)
und fiir kleine Rotverschiebungen gilt
D~ i<z—1(1+qo)zz+@’(z3)). (19)
2\ 2

Setzt man nun Gleichung (17) in Gleichung (18) ein und absorbiert Konstanten in den ersten Term, so
ergibt sich zunichst
m = const —2,5log(L) + 5log(D)+ 5log(1+ z) (20)

Setzt man nun die Niherung fiir D ein, so erhilt man

LH; 1 2 3
m = const —2,5log — +510g[z+§(1—qo)z +0(z )} 1)
¢

Der letzte Term lafit sich nun noch fiir kleine z Taylor-entwickeln, indem man benutzt, daf log(142) &
+2/1In(10) + O(z?) fiir |z| < 1. Dann ergibt sich schlieflich das gewiinschte Resultat

2

LH 2,5
m= const—2,510g<—20> +5log(z) + — z
c

In(10)

(1—go)+ O(2%). (22)
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