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Ubungen zur Kosmologie - Losungen zu Blatt 4

Aufgabe 8: Verschiedene Formen der FLRW-Metrik

(a)

(b)

Aus Gl. (2) auf dem Aufgabenblatt folgt
dr = de = dr =drd(7). (1)
a(t)
Dies in Gl. (1) auf dem Aufgabenblatt eingesetzt liefert sofort Gl. (3).

Fiir K = —1 (offenes Universum) folgt

x(r)= for dr’ T K2 arsinhr = r(y)=5_;(y)=sinhy. )
Fiir K =0 (flaches Universum) ist
x=7r=S%0)=x 3)
und fiir K = 1 (geschlossenes Universum)
)(:Jordr/\/ll__rz:arcsinr => r(y)=58(y)=siny. 4)
Fiir K = —1 ist der Raumschnitt ¢ = const ein dreidimensionales Hyper-Hyperboloid. Dieses ist

durch die Einbettung in einen fiktiven vierdimensionalen flachen Raum durch
X2 — (x4 x5 +x3)=a’ 5)

definiert und wird in den Koordinaten (y, 3, ¢) gemif}

x4 sinh y sin cos ¢

x; | _ | sinhysindsing ©)
xy | sinh y cos ¢

X4 cosh y

parametrisiert, so dafl y € R .

Fiir die vierdimensionale Raumzeitmetrik ist die Determinante
g =det(g,,) =—a®(t)Sg(y)sin® 9. %)

Koordinatensingularititen liegen also vor, falls zu irgendeinem Zeitpunkt a(¢) = 0 ist und fiir
x=0(und y =nfirK=—1)und fiir § =0, ¢ = =.

Fiir K = 0 liegt ein Euklidischer R vor, und (y = r, ¢, ¢) sind gewdhnliche Kugelkoordinaten.
Esist also y = r € R,. Sowohl fiir K = —1 als auch fir K = 0 sind die Wertebereiche fiir die
Winkel

9e0,x), ¢=[0,2n). 8)



©

(d)

(e)

Koordinatensingularititen liegen bei y =0 vor.

Fir K = 1 handelt es sich um eine dreidimensionale Hypersphire. Thre Einbettung in einen
fiktiven viedimensionalen Euklidischen Raum ist durch die Gleichung

xf—i—xzz—i-xg—i-xf:oz2 ©)

gegeben. In den Koordinaten (y, 9, ¢) lautet die Parameterdarstellung

x4 sin y sin cos ¢
e[ g e
x4 cos y
Die Hypersphire wird offenbar durch die Wertebereiche
ye@m), 9e0m), p=[02m) (1)

bis auf die Flichen y =0, y = 7, ¢ =0 und ¢ = 7 vollstindig abgedeckt.

Radiale Nullgeoditen zeichnen sich dadurch aus, dafl & = const und ¢ = const und dafl entlang
dieser Kurven ds? = 4%(7)(dt? —dy?) = O ist. Das ist offenbar fiir T = &y +const der Fall. Vom
,Koordinatenursprung® y = 0 ausgehende Lichtstrahlen erfiillen die Gleichung mit dem oberen
Vorzeichen, also T — y = const.

Fiir K = —1 und K = 0 sind die Gesamtvolumina der Raumschnitte offenbar unendlich. Fiir
K =1 ergibt sich fiir dr = 0 die dreidimensionale Metrik aus

di? = gjkdqjqu =a’[dy? + Sg(y )(d9* +sin® Fde?)], (12)

und das Gesamtvolumen ist also

T T 2r
vO = f dy f d¢ f dg/det(;)- (13)
0 0 0

Wegen det(g;,) = a’sin? y sin @ folgt
/2
VO = 47m3f dy sin® y = n?a’, (14)
0

wobei wir in (12) S_; () =sin y verwendet haben.
Fiir y = const folgt fiir die entsprechende Zweisphire in den dreidimensionalen Rdumen kon-
stanter Kriimmung aus die Fliche
T 27
A®) :J dd dp a®Sg(y) =4ma’Sg(y). (15)
0 0

Fiir die Hypersphire (K = —1) folgt dabei, daf} die Oberfliche der darin befindlichen Zweisphire
zudchst mit y anwichst (fiir 0 < y < 7/2), bei y = /2 ein Maximum erreicht und dann wieder

bis zu 0 bei y = 7 abfllt.



Wie man sich anhand des analogen Sachverhaltes fiir Kreise auf einer gewohnlichen Kugelober-
flache klar macht, bedeutet dieses auf den ersten Blick verwunderliche Resultat lediglich, daf3
die dreidimensionale Hypersphire ein endlicher geschlossener Raum ohne Rand ist, analog da-
zu wie die Kugelsphire im gewohnlichen dreidimensionalen Euklidischen Raum eine endliche
geschlossene Fliche ohne Rand ist.

Aufgabe 9: Zustandsinderung des kosmischen Substrats mit der Hubble-Expansion

(a) Unter Verwendung von Gl. (11) auf dem Aufgabenblatt und den dort angegebenen Christoffel-

Symbolen erhilt man nach einiger Rechnung

3d(e+P)

D, TH=¢+
7 ¢ P

, D,TW=0 fir je{1,23}. (16)

Die lokale Energieerhaltung besagt also, daf}

gD g (17)
a

ist. Multiplizieren dieser Gleichung mit > ergibt

%(643)-{-1)%43 =0. (18)

(b) Aus ergibt sich fiir nichtrelativistische Staubmaterie, also P =0

) 34
f=_2 (19)
€ a
Durch Integration folgt
In{ — )=-3In| — | = €a’ = €gay = const. (20)
€0 a9
Fiir ultrarelativistische Materie bzw. Strahlung gilt P = ¢ /3 und damit folgt aus
. 4
S, =>eat = eoag = const. (21)
€ a
(¢) Das dreidimensionale Volumenelement ergibt sich aus der Metrik mit d¢ =0 zu
2
dV® = dr d8 dg/—det(g,,) = dr dd dgoa3ﬁ sin 9. (22)
—Kr

(d) Multiplizieren wir also mit r2sin/+/1—Kr2 und beachten, daf} dieser Ausdruck zeitun-
abhingig ist, folgt

U p 0 bow dU=—pdv. (23)
dt dt



(e) Interpretiert man das kosmische Substrat als ideales relativistisches Fluid und entsprechend den
Energie-Impulstensor mit € als Energiedichte und P als Druck, so folgt aus (23) und der allgemei-
nen kalorischen Zustandsgleichung

dU=TdS—PdV, (24)
wobei § die Entropie bezeichnet, dafl fiir die Zustandsdnderung aufgrund der Hubble-Expansion

ds=0 (25)

gilt. Die Zustandsinderung des kosmischen Substrats aufgrund der Hubble-Expansion ist also
adiabatisch. Dies ist wiederum konsistent mit der Annahme eines idealen Fluids, das sich de-
finitionsgemifl zu jedem Zeitpunkt im lokalen thermodynamischen Gleichgewicht maximaler
Entropie befindet, d.h. daf} die Entropie wihrend der hydrodynamischen Strdmung lokal erhal-
ten bleibt.



Aufgabe 10: Zeitentwircklung des Skalenparameters fiir ein strahlendominiertes Universum

(a) Aus der auf dem Aufgabenblatt angegebenen Friedmann-Gleichung fiir A = 0 folgt nach einfa-
chen Umformungen wegen

a’it +Ka* = ?a“ = ?48 = Co2 = const. (26)
(b) Fiir K =0 (flaches Universum) folgt
i 1d ,
ad=Cy = zaa =Cy = a=+4/2Cqt, (27)

wobei wir von der Anfangsbedingung (0) = 0 Gebrauch gemacht haben.

(¢) Fir K = +1 (geschlossenes Universum) fithren wir die angegebene Substitution

a:COsinr]ZZCosin<g>cos<g> (28)

in aus. Daraus folgt zunichst
Cin*cos? psin® 5+ Clsin? n = C3. 29)
Nach einer einfachen Umformung folgt

n= 1 => ﬁ: osinzy = t(r)):Co(l—cosn)ZZCosin2<Q>. (30)
Cysinn dn 2

Driicken wir in sin(n/2) und cos(n/2) vermoge durch ¢ aus, folgt

a(t)=4/t(2Cy—1). (31)

Fiir K = —1 erfolgt die Rechnung vollkommen analog mit der angegebenen Substitution
— C.sinhn=2C.sinh (" 7
a_Cosmh77_2C051nh<2>cos<2> (32)
die Gleichung
de = C,sinhy = t = Cy(coshp—1) =2C,sinh? <Q> (33)
dn 2

Eliminieren wir damit 7 aus (32), folgt

a(t)=14/t(2Cy+1). (34)

Die Losungen fiir alle drei Werte des Kriimmungsparameters lauten demnach gemifl 27),
und
a(t)=4/t(2Cy,—Kz). (35)



(d) Das flache und offene Universum besitzt eine Singularitit bei t+ = 0, denn dann und nur dann
wird 2 = 0 und somit det(g,,,) = 0. Dieses Universum weist also einen Urknall auf und besteht
dann fiir alle Zeiten. Fiir das geschlossene Universum gibt es ebenfalls einen Urknall bei # = 0.
Allerdings wird nach der endlichen Zeit ¢+ = 2C, > 0 ebenfalls 2 = 0, d.h. das geschlossene
Universum kontrahiert fiir ¢ > C, nach anfinglicher Expansion fiir ¢ < C, und kollabiert zur
Zeit t = 2C, erneut zu einer Singularitit (,big crunch®).
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