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Aufgabe 1 (Spin 1/2)
Die Spinmatrizen zum Spin s = 1/2 lauten in der Standarddarstellung, in der sz diagonal

ist,
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Zeigen Sie, dafl diese Spinmatrizen die Kommutatorregeln fiir Drehimpulse
[Saa Sb] = iheabcsc (2)

erfiillen. Dabei bezeichnet €., das sogenannte Levi-Civita-Symbol, das vollstindig
antisymmetrisch unter Vertauschungen der Indizes a, b und ¢ ist und fir das €103 = 1
gilt. In () wird iiber den wiederholten Index ¢ von 1 bis 3 summiert (Einsteinsche
Summationskonvention). Uberpriifen Sie, daf} in dieser Basis das Spinbetragsquadrat
§? ebenfalls eine Diagonalmatrix ist. Was sind die entsprechenden Eigenwerte dieses
Operators?

Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren des Operators s;.

Angenommen, ein Elektron sei mit Hilfe einer Stern-Gerlach-Apparatur so prapa-
riert, daf§ seine sz-Komponente den Wert o3 = +h/2 besitzt. Wie grof ist die Wahr-
scheinlichkeit, daf§ man bei einer Messung der s;-Komponente den Wert o1 = —h/2
erhalt?

Berechnen Sie den unitaren Operator
i
Us(p) = exp (—5¢53). (3

Seien 77 € R? ein beliebiger Einheitsvektor (|7| = 1) und
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die Paulischen Spinmatrizen.

Zeigen Sie, dafl

Uji(p) :=exp <—i§ﬁ5> = 1cos (g) — ine sin <g> (5)



gilt und unitar ist.

Losungshinweise zu (e): Fiir die Berechnung des Operatorexponentials mufl man
die Reihenentwicklung nach Potenzen des Operators benutzen (s. Vorlesung). Dazu
zeige man zunéchst, daf

(7i6)” =1 (6)

gilt. Dann benotigt man noch die Potenzreihenentwicklungen von cos und sin:
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Bemerkung: Uj() entspricht im folgenden Sinne Drehungen im R3. Definiert man
fir Z € R3 den Operator

l

% = &, (8)

so kann man mit Hilfe von Gl. (H) zeigen, dafl

Us(p)XUL(p) = x' = &'6 (9)

mit

2" = (RZ)n + [¥ — (AZ)n] cos ¢ + (7l X ) sin (10)
ist, daf} also #" aus & durch Drehung um den Drehwinkel ¢ um die Drehachse 7 im
Sinne der Rechtehandregel hervorgeht.
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