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Ubungen zur Nichtgleichgewichtsthermodynamik - Blatt 4 - Losungen

Aufgabe: Bremsstrahlung in Materid|

Wir betrachten geladene Brownsche Teilchen in einem Medium, das sich im thermischen Gleichgewicht
befindet. Die Photonenproduktionsrate aufgrund der stochastischen Bewegung der geladenen Teilchen
ist durch die Korrelationsfunktion

I(6.9)= | PRexp(=ig-3){ju(t:3)(0.0)), ()

gegeben (s.u.). Dabeli ist j#(z,%) = [,o(t,i),]_')(t,a_c’)] die Viererstromdichte der elektrischen Ladung, wo-
bei wir natiirliche Einheiten ¢ = 1 und kg = 1 verwenden. Der Erwartungswert bezeichnet das Gibbs-
Ensemblemittel iiber ein thermisches System der Temperatur 7. Die Phasenraumverteilung der Teilchen

soll durch die Fokker-Planck-Gleichung
0f(t,%8)=(—5-V +yV,-5+DA, ) f(t,%,) @)

beschrieben werden.

Zur Berechnung der Korrelationsfunktion bendtigen wir
S8, X, 75 %o, ) = G, X5 X0, T) fo(Xos To)s 3)

wobei wir die Markov-Eigenschaft des der Fokker-Planck-Gleichung zugrundeliegenden Markov-Prozes-
ses verwendet haben. Dabei bezeichnet G die Greensche Funktion der Fokker-Planck-Gleichung, d.h. sie
erfiillt (2) mit der Anfangsbedingung

G(t =0,%,7; %, p) = SO — %) 8T — Ty), 4)
und ,
N m \3/2 mo

fo(Xo, D) =7 <277:_T> exp <_2_To> ®)

die Maxwell-Boltzmann-Gleichgewichtsverteilung mit der riumlich konstanten Teilchendichte 7.

(a) Zeigen Sie, dafl fiir die Fourier-Transformierte G der Greenschen Funktion

61,7, 57, ) f ‘P” YT expliG- T i - 5)C(6,3,5: % 50) ©
X, V3 Xgy Up) = exp(ig -x —1y - ¥ d,7; X0,
0> Yo 0 2P Jps @) plg Y q:Y5 %0 )o

die lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung

3,G+(G+yy)-V,G=—Dy*G 7)

mit der Anfangsbedingung G(t = 0,3, 7; %y, 7) = Gy = exp(—ig - %y + 1y - 7 gilt.
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Lésung: Wir setzen den Fourier-Ansatz (6) auf der rechten Seite der Fokker-Planck-Gleichung
ein. Dann folgt
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Durch partielle Integration folgt schliefSlich

&g &y
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x[=G-V, =5 -V, —Dj?| G(t,4,5: % ).
Schreibt man auch die linke Seite als Fourier-Integral, folgt sofort (7).
Lésen Sie die Gleichung (7).

Anleitung: Verwenden Sie die Methode der Charakteristiken. Dazu fithrt man die neuen Variablen
7 und 7 fiir ¢(7, ) und y(7, n) ein. Einsetzen in (7) liefert dann die

d

dr

X -\ - - - = . ~ A ~o Sy~
G[t(7,7),4,7(T:1); X0, o] = i9,G +5 - V,G =—Dy"G, (10)

wobei der Punkt die Ableitung nach = bedeutet. Koefizientenvergleich mit (7)) liefert dann das Sy-
stem gewohnlicher Differentialgleichungen

{(r,7)=1, y'(T,ﬁ)Zf?Jrﬁ,é:—D?zé (11)
die man mit den Anfangsbedingungen #(t =0,7) =0 und j(tr = 0,7) =7, G|._o = Go(G,7; %0» To)
16st. Aus dieser Losung bildet man dann die Umkehrfunktionen = = ©(¢,), 77 = 7(¢,y) und erhilt
damit die Lésung von (7).

Lésung: Die Kettenregel liefert
G=i3,G+5-V,GL—DyG. (12)
Der Koeffzientenvergleich mit (7) verlangt dann
i=1, §=g+yj, G=—DyG. (13)

Dieses System gewohnlicher Differentialgleichungen, die Charakteristiken-Gleichungen der linea-
ren partiellen DGL 7), 18sen wir mit den Anfangsbedingungen

10,7)=0, §O,7) =7 Gl.og=Gols—s. (14)

Zunichst 16sen wir die Gleichungen fiir # und y unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen:

-

(=1, y(r,m:(mg)expw—% (15)



Dann folgt weiter aus der Gleichung fiir G
G=Gylygerp| D | 7| =enploa 45— (16
0

Dabei sind 4, B und C zunichst Funktionen von t, 7 und 7. Die Anfangsbedingung fiir G ergibt
sich aus der Anfangsbedingung (4) durch Fourier-Transformation zu
éo(@ﬂ Xo» To) = exp(—ig - X +1y - Tp)- (17)

Nun wollen wir die Lésung in Abhingigkeit von den urspriinglichen Variablen ¢ und y anstelle von
7 und 7. Dazu 16sen wir (15) nach 7 und ¢ auf. Wegen ¢ = 7 folgt sofort

-

7(.5) = <§+ §>exp<—yr>— L (18)

Ausfiihren des Integrals in (16) und Einsetzen von (18) fiir 7 liefert nach einigen Umformungen

e
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4
=S iD
B =%, eXp(—yt)—Fq[l—eXp(—Vt)]2 ) (19)

D

C= 2 [1—exp(—2y1)].

(c) Berechnen Sie schliefilich die Korrelationsfunktion , wobei o[ X](t,%) = e (¥—¥'(2)), f(t, X)=
ed(£)8 (% —X'(t)) gilt. Dabei ist X'(¢) die stochastische Trajektorie des Brownschen Teilchens im
Medium.

Hinweis: Da die Gleichgewichtsverteilung fo(Xy, 7y) nicht von X, abhingt, lduft dies letztlich auf
die Berechnung der Integrale

Hoo(tﬁ) =’ d350é(t>67’37: 0; %o = 0, T) fo(Tp),
R3
Hoj(tsg)znjo(t>§):ezj d350”éé(t>5>372059?020’770) o(To)s (20)
R3
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hinaus.
Lésung: Einsetzen von in liefert nach Auswerten der entsprechenden Gauf3-Integrale

Dg*yt—1+exp(—yt)]
2 qLy pi—y
IL,(t,q)=e nexp[— 7 ]x
1 fiir u=v=0, 21)
x { —izzq,[1—exp(—y1)] fir u=0,ve{1,2,3},

2
28 wexp(—yt)— Zrquq, lexp(—yt) =11 fiir u,v € {1,2,3}.



(d) Beweisen Sie (20).
Lé6sung: Es gilt

(1) =¢ | &% (p(e,2)p(0,0) expl—ig-3)

(o(1,7)p(0,0)) = f &3, f &£3, f $3 [ Pafi(t,7 5550, 5)28 G —5)00E) @)
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Setzt man nun (3) ein und fiihrt die Fourier-Transformation bzgl. X aus, erhilt man mit der Fourier-
Darstellung (6)
1%(t,4) =4 , PTG(t,4,5 = 05 %o = 0, ) fo(%)- (23)
R
Die Herleitung der anderen Komponenten des Korrelationstensors erfolgen analog. Man mufl nur

beachten, daf} 9, fiir die Fourier-Transformierte durch —iV, reprisentiert wird.

Bemerkung: Der Bezug zur Bremsstrahlung von geladenen Teilchen in Materie ergibt sich daraus, daf}
fiir den Fall, daf§ das Medium fiir die Bremsstrahlungsphotonen diinn ist, d.h. die Wechselwirkung der
Photonen mit dem Medium vernachlissigt werden kann, die Photonenproduktionsrate durch

N & I@NEGA)
— = D" DNV w=|3],4 24

gegeben ist. Dabei sind €(q, A) zwei beliebige zueinander und zu g orthogonale Einheitsvektoren (trans-
versale Polarisationsvektoren des elektromagnetischen Feldes) und

7% (w, ) :f dtIV*(|t|, §) exp(+icwt) (25)
R

die Fourier-Transformierte der riumlichen Komponenten der Korrelationsfunktion (20). Dabei steht in
|£| als Argument in der Korrelationsfunktion, weil fiir ¢ < 0 die Anfangsbedingung t, = ¢ istund 0 > ¢
dem Argument ¢ in der vorigen Rechnung entspricht. Wir kénnen aber wegen der Translationsinvarianz
des Gleichgewichtszustandes in Raum und Zeit den Fall ¢ < 0 auf den Fall ¢ > 0 zuriickfiihren, denn es
gilt

(7#(£,%)77(0,0)) = (7#(0,0);" (=, —X)).. (26)
Fiir die Fourier-Transformierte entspricht X — —x im Ortsraum ¢ — ¢ im Impulsraum, d.h. wir haben
insgesamt

I (t,q) =¥ (||, g signt). (27)
Wir bemerken weiter, daf§ offenbar IT#” transversal in dem Sinne ist, daf}
3
I +i> g/ TV# =0, ¢, 11" =0 fiir ©€{0,1,2,3} (28)
j=1

ist. Dies ist eine unmittelbare Folge der Stromerhaltung J,j# = 0. Die Photonenrate (24), die wir in
fiir die sog. Strahlungseichung des freien electromagnetischen Feldes,

A°=0, V.A=0, (29)



hingeschrieben haben, eine eichinvariante Grofle ist. Denn Umeichung des Feldes A\, = A, + J, y mit

einem beliebigen Skalarfeld y dndert die €#(g, A) im Impulsraum lediglich um g* y , was wegen (28) keine
Auswirkungen auf die Rate besitzt.

Wir berechnen noch die Fourier-Transformierte (25) fiir

=2

e2nD D
exp(—y|t|>exp[—7?<y|z|—1+exp<—y|z|>>]. 60)
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Dabei haben wir (21) verwendet und, dafl € - ¢ = 0 ist. Die Fourier-Transformation bzgl. ¢ lifit sich na-
tiirlich nicht geschlossen ausfithren. Wir konnen aber den stérenden Teil mit Hilfe der Exponentialreihe
entwickeln. Es gilt

2 00 7] -2\ k
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Mit der durch elementares Ausrechnen gegebenen Fourier-Transformation

2
(,()2+r2

f dt exp(—T'|t| +iwt) = (32)
R

erhalten wir schliefflich

~
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Das Bemerkenswerte daran ist, daf§ dies fiir die Photonenproduktionsrate (24) im Limes cw — 0 zu einem
endlichen Resultat fiihrt. Eine naive Aufsummation des Wirkungsquerschnitts fiir die Bremsstrahlung in
niedrigster Ordnung der QED fiir Mehrfachstreuung im Medium wiirde zu einer Infrarotdivergenz fiih-
ren (Bethe-Heitler-Querschnitt fiir Bremsstrahlung). Die hier durchgefiihrte Rechnung summiert hinge-
gen die Strahlungsanteile, die von vielen Stofen der geladenen Teilchen im Medium herriihren kohirent.
Da zwischen zwei Stoflen eine endliche mittlere Zeit o< 1/y vergeht, kdnnen sich keine Strahlungsan-
teile mit sehr kleinen Wellenldngen ausbilden, weil diese eine Formationszeit 7y, &~ 1/cw besitzen. Fiir
1/ > 1/y wird demnach die kohdrente Aufsummation der Strahlungsanteile relevant und fithrt durch
destruktive Interferenz zu einem endlichen Resultat fiir die Photonenproduktionsrate. Dies ist auch als
Landau-Pomeranchuk-Migdal-Effekt bekannt (vgl. das oben zitierte Paper von Knoll und Voskresensky).

Homepage zu Vorlesung und Ubungen:
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