Theoretische Physik II
fur das Lehramt L3

H. van Hees

14. Mirz 2024






Inhaltsverzeichnis

nhal < hnis 3
[1__Elektrostatik! 11
[L1_Elekerostarische Krafte ... ... ... .. ... 11
(LT Vektorenl . . o v oot e e e e e 11
(.12 DieCoulomb-Kraftl . ......... ... ... ... .. ... .. 14

(1.2 Daselektrostatische Feldl . . . ... ... oo 16
[1.2.1  Beispiel: Elektrischer Dipol| . . ... ... ... 17

[1.2.2  Ladungsdichten und Volumenintegrale|. . . .. ........ ... ... ... ....... 18

[1.2.3  Zylinder- und Kugelkoordinaten|. . . . ... ... ... ... .. L 18

[1.2.4  Beispiel: Homogen geladene Kugell . .. ..... ... .. ... ... ... ... .... 20

[.3  Stromdichten, Ladungserhaltung und Kontinuititsgleichung| ... .................. 22
[1.3.1 Flachenintegrale| . ... ..... ... .. . . 23

[1.3.2  Vektorprodukt (Kreuzprodukt) . ... ... ... ... ... ... . . . . .. 23
[1.3.3  Die Divergenz eines Vektorfeldes und der Gaufische Integralsatz]. . ... ......... 26

[1.4 Das Gauflsche Gesetz fiir das elektrische Feld ... .......... ... ... ... ... .... 28
[1.4.1  Das Spatprodukt] . . . . o v it 30
[L5_ Das elekerostatische Potentiall . . . .. oottt 30
[L5.1 Das Coulomb-Potentiall .. .......... ... ... ... ... 31

[1.5.2 Wegintegrale|. . . . ... ..ot 32
[1.5.3 Die Rotation eines Vektorfeldes . . ......... ... . .. .. i 33

[1.5.4  Der Stokessche Integralsatz] . . .. ..... ... ... ... .. ... ... ... .. .. ... 35
[1L5.5  Das Lemmavon Poincaré] . . . .o oo oo o e e e e e e e e 35

[1.5.6 Lokale Gleichungen der mikroskopischen Elektrostatik| . ... ............... 36

[1.5.7  Visualisierung elektrostatischer Felder| . . . . ... ... ... ... ... ... .... 39

[1.5.8  Beispiel: Potential fiir einen elektrischen Dipol| . .. .......... ... ... ... ... 40

[1.5.9  Energie des elektrischen Feldes|. . . . ...... ... .. . . 41
[1.5.10 Beispiel: System von Punktladungen| . . . ... ... .. . L L 43

(1.6 Die Dirac-8-Distribution und Green-Funktionen|. . ... ........ ... ... ... .. ..... 45
[1.7  Elektrostatik in Gegenwart von Leitern| . . ... ... ... ... 48
[1.7.1 Geerdete leitende Ebenel . . . .. .. ..o 50

(1.7.2  Aufladungsproblem fiirdie Ebene|. . . ... ... ... .. L 52

[1.7.3  Kondensatoren und Kapazitit| . . ... ... ..., 53

8 Dielektrikal. . ... ..o 57



Inhaltsverzeichnis

[1.8.1 Beispiel: Kugelkondensator mit Dielektrikum| . . ... ... ... ... ... ... ..
|1.8.2 Beispiel: Dielektrische Kugel im homogenen E -Feldl ......................
[1.8.3  Beispiel: Feld einer homogen polarisierten Kugel| . . .. ....................
[1.8.4 Die Energiedichte des elektrischen Feldes| . . .. ....... ... .. ... ... ....
[1.8.5  Die Steighdhenmethode zur Messungvon € | . . . . ... ...

2 Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum|

2.1 DasMagnetfeld . . ... .. ..
. te Definition der Einheit Ampere]. . . ... ... o L
2 Alte Definition der Einheit Amp

2.3 Das Ampere-Maxwell-Gesetz] . . . ... ... .

2.4 Das Faradaysche Induktionsgesetz] . . . .. ...... ... . . ... . .

2.5 Lokale und integrale Formulierung der Maxwell-Gleichungen| . ...................
. ektromagnetische Wellen im Vakuum| . . .. ... ... o o o
6 Elek gnetische Wellen im Vak

2.7 SLEinheitenl . . . . o oottt
. ie Energiedichte des elektromagnetischen Feldes| . . ........ ... ... ... ... . ...
8 Die Energiedichte des elek gnetischen Feld

2.8.1  Grundlagen der Kontinuumsmechanik| .. ... .. ... ... .. o L.
12.8.2  Die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes| . . .. ...................

[2.9 Die Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes| . . . ... ................ ... ....

[2.10 Die Drehimpulsdichte des elektromagnetischen Feldes| . ... ........ ... ... ......

[2.11 Die elektromagnetischen Potentiale und Eichinvarianz) . .. ... ... . ... ... ....

2.11.1 Lorenz-Eichung|. . ... ... ... . .
2.11.2 Coulomb-Eichung|. ... ... ... . .
agnetostatik un eichstromkreise
3 Mag ik und Gleich krei
[3.1 Magnetostatik im Vakuuml|. . . ... ...
3.1.1 Unendlichlanger Draht| ... ... ... ... ... . . .. .. . . . . . .
13.1.2 Unendlich langer zylindrischer Leiter] . ... ... ... ... ... ... .. .. ....
[3.1.3  Unendlich lange zylindrische Spule| . . . .. ......... . ... ... ...........
[3.2  Das magnetische Dipolmoment einer Stromverteilung| . ........................
[3.3  Magnetostatik in Materie]. . . . . ..ot
[3.3.1 Para-und Diamagnetikal . .. ........ ... ...
13.3.2  Ferromagnetika und Permanentmagnete] . ... .........................
[3.3.3  Beispiel: Kugelpermanentmagnet| . ... .............iiiiiiin...
B.4_ Gleichstromkreisel . .. ... .
[3.5 Koaxialkabel fiir Gleichstrom und Energietransport| . . ... ........ ... ... .......
B.51 Daselekerische Feldl . ... .. ... ..
3.5.2 DasMagnetfeld . . . . ... ..
[3.5.3  Die Energiestromdichte (Poyntingvektor)[. . . .. ........................
4 Quasistationare Niherung und Wechselstromkreise|

4.1  Quasistationdre Naherung|. . . . . ...

4.2 Selbst- und Wechselinduktivitdten] . . .. .. ... ... .. o

4.3 Einfache Anfangswertprobleme fiir Stromkreise|. . . .. ........ ... ... .. ... ...

4

67
67
70
71
72
73
78
81
82
83
86
88
90
91
93
95

97

97
100
101
103
104
107
107
109
111
115
119
120
121
123



(4.3.1 Abschalten einer gleichstromdurchflossenen Spulef . . . ... ....... ... ... ... 135

4.3.2  RLC-Schwingkreis|. . . .. ... 137

4.4  Wechselstromkreise ... ....... ... ... .. 139
4.4.1 Komplexe Behandlung von Wechselspannungen und -strémen| . ... ........... 139
4.42 Finschalten eines RC-Wechselstromkreises . . .. ......... ... ... ... ..., 141

4.5  Wechselstromkreise im eingeschwungenen Zustand| . . .......... ... ... ... ... ... 142
4.5.1 RL-WechselstromKreis . . . . ..o v v 144
452  RIC-Wechselstromkreis . . . .......... .. ... ... . ... ... ..., 145

4.5.3 RC-Parallelschaltung| ... ....... ... . ... . . .. . 146

4.6 Der Transformatod. . .. ... ... .. ... 146
[5  Elektromagnetische Wellen und Optik| 151
[5.1 Freie elektromagnetische Felder| . . ... ... ... .. . . 151
5.2 Die Fourler-Transformationl. « . « v v v o o o e e e e e e e e e e 156
[5.2.1 Allgemeine Losungen der homogenen Wellengleichungf. . . .. ............... 156
[5.2.2  Fourter-Integrale] . . . . .. ... . 157

[5.3  Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung| . . ... ...... ... ... ... ... ... ... 159
[5.4  Allgemeine Losung der freien Maxwell-Gleichungen|. . . ... ..................... 161
[5.5 Quasiebenes zirkular polarisiertes Wellenpaket| . .. ......... ... . ... ... .... 164
[5.6 Erzeugung elektromagnetischer Wellen| . ... ... .. ... ... ... .. . ... ... 167
5.6.1  Die retardierten Potentialel. . . . ... ... 167

[5.6.2  Jefimenko-Gleichungen|. . .. ...... ... ... . ... ... . ... 172

[5.7 Dipolstrahlung] . . ... ... .. 173
BZ1 DieNahfelded. ... ... ... .. .. ... .. 175

5,72 DieFernfelder. . . . . ... 175
[5.7.3  Der Strahlungsfluss| . .. ... ... .. . . . 176

[5.8  Zeitabhingige Felder in Materie| . . . .. ... oo 176
[5.9 Brechung und Reflexion (Dielektrika)] . ... ... ... . . . . . 177
[5.9.1 Reflexions- und Brechungsgesetz|. . . .. .............................. 178

[5.9.2  Polarisation des Lichtes bei Reflexion und Brechung| . . .. .................. 179
B.93 Totalreflexion] . . ... ... ... 182

O Beugung|. . . . ... e 184
[5.10.1 Das Huygenssche Prinzip| . . . .. ... . . i 185
[5.10.2 Mathematische Losung des Beugungsproblems| .. ....................... 187
[5.10.3 Rechteckige Beugungsoffnung| . ... ... ... .. 191
[5.10.4 Einzelspalt, Doppelspalt, N-fach=Spalt| . . ... ......................... 191
[5.10.5 Geometrische Interpretation der Fraunhoferbeugung| . . ... ................ 194

Bl Wellenleited . ... ..o oo 195
/5.11.1 Allgemeine Wellenleiter] . .. ... ... 195
[5.11.2 Eigenmoden fiir rechteckige Wellenleiter| . . ... ........................ 199
[5.11.3 TEM-Moden beim kreiszylindrischen Koaxialkabel| . ... .................. 202

[5.12 Hohlraumresonatorenl . . . . . .« evv vttt e e e e et e e e e 203



Inhaltsverzeichnis

A Die Differentialoperatoren in krummlinigen Orthogonalkoordinaten|

[A.1 Allgememer Falll .. ... ...
[A.1.1 Gradient eines Skalarfeldes ... ............... .. ... ... .. ..

|A.1.3 Divergenz eines Vektorfeldes| . . .. ........ ... .. ... .. ...
IA.1.4 Laplace-Operator]. . . . .o v v v vttt
[A.2 Zylinderkoordinaten|. . . .. ... ...
[A.3 Kugelkoordinaten| . ... ...... ... .. ...

B Umkehrung von grad und rot und der Helmholtzsche Fundamentalsatz]

B.1_Wirbelfretheit und Potentialfelded . . . . .. ... .. .. . Lo Lol
[B.2  Quellenfreitheit und Wirbelfelder] .. ..............................

[C.1 Kartesische Basen und orthogonale Basistransformationen| . . ... .. .........
[C.2 Rechenregeln fiir das Vektorproduke| . . .. ... . o oL
[C.3 Einige Formeln fiir Differentialoperatoren| . .. ........... ... ... .. ....

[C.4 Sprungdivergenz und Sprungrotation. . . . . . ... ...

[D Gaufl-Integrale]

[D.1 Grundlegende Formeln|. . .. ... .. ... . ... .. ... . . . .
ID.2 Fourier-Transformation der Gauf}-Verteilungl . .......................

¥ oS

209
209
210
211
212
212
213
214

217
217
219
221

223
223
224
225
227

229
229
231

235



Einleitung

Allgemeine Hinweise zur Vorlesung

Dies ist das Manuskript zur Vorlesung , Theoretische Physik II fiir das Lehramt L3“. Ziel der Vorlesung ist
die Vermittlung der grundlegenden Konzepte der klassischen Elektrodynamik. Inhaltlich hat die Vorlesung
die Maxwell-Theorie von Elektrizitit und Magnetismus zum Gegenstand.

Die Maxwell-Theorie basiert auf dem Feldbegriff, der von Faraday qualitativ aus seinen umfangreichen Expe-
rimenten zu Elektrizitit und Magnetismus begriindet wurde. Im Gegensatz zur Newtonschen Gravitations-
theorie, bei der es sich um die Beschreibung der Gravitationswechselwirkungen zwischen massiven Korpern
mittels einer Fernwirkungstheorie handelt, ist das entscheidende Konzept des Feldbegriffes die Lokalitit
von Wechselwirkungen. Das bedeutet, dass die elektromagnetischen Kraftwirkungen auf elektrische gela-
dene Materie aufgrund der Anwesenheit eines sich dynamisch ausbreitenden elektromagnetischen Feldes
stattfinden. Das elektromagnetische Feld wird seinerseits aufgrund von Verteilungen elektrischer Ladun-
gen und Strome erzeugt, und das Ziel dieser Vorlesung ist es, eine griindliche Vorstellung von dem dynami-
schen System aus den Ladungen, stromen und dem elektromagnetischen Feld zu vermitteln.

Die auf Faradays experimentellen Arbeiten beruhende und durch Maxwell theoretisch-mathematisch ausge-
arbeitete Theorie zeigen auch paradigmatisch die Vereinheitlichung von zuvor scheinbar unzusammenhin-
genden Phinomenen. Vor dieser Entwicklung erschienen die Phinomene der Elektrizitit, die sich zunichst
vornehmlich als elektrostatische Phinomene zeigten und des Magnetismus, der sich i.a. durch magnetosta-
tische Phinomene von Permanentmagneten manifestierten. Nicht zuletzt auch mit der technologischen
Entwicklungen, insbesondere der Méglichkeit zur Erzeugung von elektrischem Strom, wurde jedoch der
Zusammenhang zwischen Elektrizitit und Magnetismus, wie die Ablenkung von Kompassnadeln in der Nihe
von elektrischen Stromen durch Oersted, erkannt und auch nach und nach theoretisch beschrieben. Maxwell
hat schlie8lich mit seinen vier Gleichungen die bis heute giiltige Beschreibung aller elektromagnetischen Pha-
nomene gefunden und zugleich vorhergesagt, dass elektromagnetische Wellen existieren missten, die sich
(im Vakuum) mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten. Das fithrte zu der Hypothese, dass Licht elektromagneti-
sche Wellen sind, und in der Tat wurde dies durch Experimente von Hertz, der als erster elektromagnetischen
Wellen erzeugt und nachgewiesen hat, bestitigt. Damit ist auch die Optik zu einem Anwendungsfeld der klas-
sischen Elektrodynamik geworden, d.h. die Maxwell-Gleichungen stellen die Vereinigung dreier grofer zuvor
scheinbar unzusammenhingender Gebiete der Physik dar, nimlich Elektrizitit, Magnetismus und Optik.
Parallel dazu entwickeln wir die bendtigten mathematischen Hilfsmittel der Feldtheorie, also vornehmlich
Vektoranalysis und der Losung der im Zusammenhang mit der Elektrodynamik auftretenden partiellen Dif-
ferentialgleichungen, insbesondere der Laplace- und Poisson-Gleichung in der Elektro- und Magnetostatik
und der Wellengleichung fiir elektromagnetische Wellen.

Ein besonderes didaktisches Problem stellt in der Elektrodynamik die Wahl des Einheitensystems dar. Im
wesentlichen sind heute noch mindestens drei verschiedene Einheitensysteme in der theoretischen Physik
gebriuchlich: Das Internationale Einheitensystem (Systéme Internationale oder SI), Gauf-Einheiten und
Heaviside-Lorentz-Einheiten. Die letzteren sind neben weiteren heutzutage nicht mehr verwendeten elek-
tro- und magnetostatischen Einheitensystemen die historisch zuerst eingefiihrten Einheiten, die auf den in der

7



Einleitung

klassischen Mechanik eingefiihrten Basiseinheiten fiir Lingen, Zeiten und Massen (im SI also Meter, Sekunde
und Kilogramm bzw. in Gauf$- bzw. Heaviside-Lorentz-Einheiten Zentimeter, Sekunde und Gramm) beru-
hen und keine neue Basiseinheiten fiir elektromagnetische Groflen einfiithren. Diese Einheiten sind bei vielen
Theoretikern allein deshalb besonders beliebt, weil sie etwas einfachere Feldgleichungen ergeben und elektri-
sches und magnetisches Feld dieselbe Dimension besitzen. Letzteres ist deshalb in gewissem Sinne ,natiirlich®,
weil in der modernen Formulierung im Zusammenhang mit der Relativititstheorie sich das elektrische und
magnetische Feld als Komponenten eines einzigen relativistischen Feldstirketensors erweisen. Darauf ge-
hen wir aber erst in einer spiteren Vorlesung genauer ein. Der Preis, den man fiir diese Vereinfachung in
der theoretischen Betrachtungsweise ergibt, ist allerdings, dass die elektromagnetischen Groflen komplizierte
Dimensionen und Einheiten erhalten, die im praktischen Gebrauch etwas unbequem sind.

Daher verwenden wir in dieser Vorlesung ausschliefSlich SI-Einheiten, die neben den mechanischen Basis-
einheiten Meter, Sekunde und Kilogramm noch die Einheit Ampere fiir die elektrische Stromstirke bzw.
das Coulomb fiir die elektrische Ladung einfiihrt. Dadurch erhilt man fiir die elektromagnetischen Grofien
relativ einfache Dimensionen, erkauft sich dies aber durch die Einfithrung zweier willkiirlicher ,Konversi-
onsfaktoren® in den Maxwell-Gleichungen, die ,,Permittivitit des Vakuums® ¢, und die ,Permeabilitit des
Vakuums® u,. Wir gehen auf die elektromagnetischen Einheiten im folgenden genau ein. Die Wahl der SI-
Einheiten fiir diese Vorlesung rechtfertigt sich nicht zuletzt auch daraus, dass sie zum einen die gesetzlich vor-
geschriebenen Einheiten fiir das Messwesen darstellen und entsprechend in Technik und Handel international
gebriuchlich sind und zum anderen durch die nationalen metrologischen Institute (in Deutschland ist das die
Physikalisch-Technische Bundesanstalt in Braunschweig) weltweit mit hdchstmdoglicher Prizision bereitge-
stellt werden. Schlie8lich ist deren Verwendung auch in den Schulen in allen Bundeslindern vorgeschrieben
und etabliert.

Uberblick iiber den Inhalt der Vorlesung

In Kapitel 1| behandeln wir die als erstes die Elektrostatik, denn hier haben wir es im wesentlichen nur mit
einem Vektorfeld, dem elektrostatischen Feld und einem Skalarfeld, der Ladungsdichte zu tun. Dies fiihrt
zum einen fiir ein relativ tiberschaubares Teilgebiet den Feldbegriff ein und ermdglicht es zum anderen anhand
von physikalischen Beispielen auch die unbedingt notwendigen mathematischen Grundbegriffe der Vektor-
analysis (also Weg-, Flichen- und Volumenintegrale und die Differentialoperatoren div, grad und rot bzw. den
Nabla-Operator V) méglichst anschaulich zu definieren und gleich auf physikalisch interessante Fragestellun-
gen anzuwenden. Wir schlieflen das Kapitel mit einer einfachen Einfithrung in die Elektrostatik in Materie,
also Leiter und Dielektrika ab.

In Kapitel 2| betrachten wir die Magnetostatik, d.h. die Erzeugung magnetischer Felder durch stationire
Strome sowie aufgrund der Anwesenheit statischer Magnetisierung von Materie (Permanentmagneten). Wir
gehen auch kurz auf die magnetischen Erscheinungen in Materie ein.

In Kapitel [3| behandeln wir dann als praktische Anwendung der quasistationdren Niherung die Beschrei-
bung von einfachen Gleich- und Wechselstromschaltungen aus Widerstinden, Kondensatoren und Spulen.

Kapitel |4 schlief3t schliefilich die Vorlesung mit der Besprechung der einfachsten Lsungen der vollen zeitab-
hingigen Maxwell-Gleichungen und elektromagnetischen Wellen im freien Raum (,Hertzscher Dipol als
Antenne®) und in einfachen rechteckigen Hohlleitern (,Koaxialkabel®) ab.

Konventionen und Notationen

In diesem Skript bemiihe ich mich um eine mdéglichst einheitliche Notation, die eine klare Identifikation der
Groflen schon anhand der entsprechenden Konventionen erlaubt.

So sind geometrische und physikalische Vektorgrofien stets als Symbol mit einem Pfeil bezeichnet, z.B. ©
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fiir die Geschwindigkeit eines Teilchens. Solche Grofien sind unabhingig von der Wahl einer Basis. In dieser
Vorlesung verwenden wir ausschlief}lich kartesische Basen, die durch die Wahl dreier zueinander orthogonale
Einheitsvektoren €,, ¢, und ¢; festgelegt werden. Dabeti sollen diese Einheitsvektoren in dieser Reihenfolge
eine rechtshindig orientiertes Basis bzw. Koordinatensystem bilden, d.h. weist der Daumen der rechten Hand
in Richtung von ¢;, der Zeigefinger in Richtung von ¢é,, so muss der Mittelfinger in Richtung von é; zeigen.
Andernfalls ist die Reihenfolge der Basisvektoren zu dndern oder einer der Basisvektoren umzudrehen. Jeder
Vektor lasst sich dann umkehrbar eindeutig durch die Komponenten bzgl. dieser kartesischen Basis angeben.
Der Geschwnindigkeitsvektor also durch die drei reellen Groflen v; =¢; - 9, d.h. ¥ = vié; + v,6, + v365.
Die drei reellen Groflen ordnen wir auch in Spaltenvektoren (manchmal auch als Zeilenvektoren) des R an.

Y1
Diese bezeichnen wir mit unterstrichenen Symbolen: v = | v,

Y3
Bei Integralen geben wir die Differentiale immer unmittelbar nach dem Integralzeichen und nicht, wie
sonst oft {iblich, ganz am Ende des Integranden an, also notieren wir z.B. [ dx x? = x>/3 + const. Dies hat
den Vorteil, dass man bei jeden Integralzeichen sofort erkennt, bzgl. welcher Variable integriert wird. Wir
notieren Volumenelemente als d*» (entsprechend der skalaren Natur dieser Gréfien also ohne Pfeilchen oder
unterstrichenen Symbolen, obgleich 7 hierbei den Ortsvektor in dem gerade verwendeten Bezugssystem be-
zeichnet). In Flichenintegralen schreiben wir den Flichenelementvektor entsprechend seiner vektoriellen

Natur als d? ]? . Dabei handelt es sich um einen Vektor, der senkrecht auf der Fliche steht und dessen Linge
der Flicheninhalt des entsprechenden infinitesimalen Flichenstiickchens ist. Ebenso bezeichnet in Weginte-
gralen d7 das vektorielle Wegelement entlang der Kurve. Es ist also stets tangential an die Kurve gelegt zu
denken.

Lehrbiicher, Skripte und Zeitschriften

Da die Elektrodynamik zu den traditionellen Inhalten des Physikstudiums im Theorievorlesungszyklus z3hlt,
gibt es unzihlige Lehrbiicher zu diesem Thema. Ich zihle hier nur einige Beispiele auf, die ich auch zur Vor-
bereitung dieses Manuskripts verwendet habe.

Ein sehr schones allgemeines Theorie-Lehrbuch ist [BEK™15]]. Es deckt den gesamten Stoff des Bachelor-
Studiengangs fiir Physikstudierende ab und enthilt daher wesentlich mehr Stoff als wir im dreisemestrigen
Lehramtlerzyklus behandeln konnen. Es ist aber sehr sorgfiltig mit viel Liebe zum Detail aufbereitet und
liefert auch die mathematischen Grundlagen in allerdings sehr knapper Form mit. Ein Nachteil speziell fiir
die Elektrodynamikvorlesung ist allerdings, dass es das Gaufische Mafisystem verwendet.

Ein Klassiker ist die beriihmte sechsbindige Vorlesungsreihe von Sommerfeld. Es ist zwar schon etwas il-
ter aber insbesondere durch die Ausfiihrlichkeit der Rechnungen und die sorgfiltige Behandlung der mathe-
matischen Methoden auch heute noch eines der besten Lehrbiicher der theoretischen Physik, soweit es die
klassische Physik betrifft. Die Quantenmechanik wird in dem Lehrbuch nicht behandelt. Ich empfehle aus
[Som92]] das Studium des hervorragenden Kapitels iiber die Vektoranalysis. Dort werden die Begriffe der
diversen Integraltypen und der Differentialoperatoren recht anschaulich eingefiihrt. In die theoretische Elek-
trodynamik wird in [SomO01]] mustergiiltig (und unter Verwendung der SI-Einheiten!) eingefithrt und durch
viele ausfiihrliche Beispielrechnungen zu interessanten Phinomenen veranschaulicht.

Ein weiteres auch schon etwas ilteres Lehrbuch ist [Wei63]], das ebenfalls SI-Einheiten verwendet. Ein kom-
pakter Klassiker in modernerer Uberarbeitung ist auch [[Joo89].

Ahnlich und mit einer besonders schénen Einfithrung in die Vektoranalysis versehen ist das ebenfalls klassi-
sche Lehrbuch, das in dieser Auflage ebenfalls das SI-Einheitensystem verwendet, [[Sau73]|.

Legendir ist die Lehrbuchreihe von Feynman, die aus seiner Neugestaltung des Grundstudiumslehrgangs fiir
Studierende am Caltech entwickelt hat. Es zeichnet sich vor allem durch einen ungewo6hnlichen didaktischen
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Zugang zur Physik aus und stellt insbesondere die physikalischen Zusammenhinge in den Vordergrund. Trotz
der sehr lebendigen unformalen Sprache ist es allerdings recht anspruchsvoll. Ich empfehle aber, sich das eine
oder andere Kapitel einmal anzusehen, weil es wegen des Feynman-eigenen Stils und der auch heute noch
modernen Herangehensweise an den Stoff alternative Perspektiven auf und ein vertieftes Verstiandnis fiir
die Physik vermittelt. Die Elektrodynamik wird in [[FLSO7]. Das gesamte Werk (auf Englisch) ist kostenfrei
online verfiigbar:

http://wuw.feynmanlectures.caltech.edu/

Ein neueres sehr gutes Lehrbuch, ebenfalls in SI-Einheiten geschrieben, ist [|Gril15]].

Auch im Hinblick auf den Lehramtsstudiengang geschrieben ist das Buch [[HerO7]. Es steht zum kostenlosen
Download im Netz der Goethe-Universitit zur Verfiigung. Der Link findet sich im Literaturverzeichnis.
Explizit fiir den Lehramtsstudiengang an der Uni Hamburg verfasst ist [Sch12]]. Hier empfinde ich allerdings
die Behandlung der Relativititstheorie eher irrefithrend und veraltet, insbesondere die Verwendung des Be-
griffs der sog. ,relativistischen Masse®, was in einem Lehrbuch im 21. Jh. nicht mehr vorkommen diirfte.
Dies trifft allerdings leider auch auf einige andere der bereits genannten Lehrbiicher zu. Leider findet sich
diese veraltete Idee aus der Friihzeit der Relativititstheorie auch in vielen Schulbiichern, aber dies ist erst der
Gegenstand der Vorlesung Theorie ITI im nichsten Semester. Interessanterweise hat Einstein selbst schon sehr
frith vor der Einfithrung des Begritfs der relativistischen Masse gewarnt [|[Oku89,|Oku09].

Ein sehr gutes Buch iiber Experimentalphysik ist der Klassiker ,Gerthsen Physik® [Mes10]]. Die hier zitierte
24. Auflage steht zum kostenlosen Download im Netz der Goethe-Universitit zur Verfiigung. Der Link findet
sich im Literaturverzeichnis.

Fiir die bendtigte Mathematik, also die Vektoranalysis, gibt es gleichfalls unzihlige Lehrbiicher. Eine sehr
schone Gesamtdarstellung fiir den gesamten Stoff des Bachelor-Studiengangs fiir Physiker und andere Natur-
wissenschaftler ist JAHK™15].

Das Buch [[Gro12]] ist speziell als Mathematikbuch fiir die ersten Semester des Physikstudiums konzipiert. Es
steht zum kostenlosen Download im Netz der Goethe-Universitit zur Verfiigung. Der Link findet sich im
Literaturverzeichnis.

Besonders leicht verstindlich und mit Betonung der Anschauung wird die Vektoranalysis auch in [[BK88]|
eingefiihrt.

Die Vektoranalysis kann auch in meinem Manuskript zur Vorlesung ,Mathematische Erginzungen zu Theo-
retische Physik 1“ [[Hee14]] nachgelesen werden.

Last but not least sei die wissenschaftliche Zeitschrift American Journal of Physics (Am. Jour. Phys.) erwihnt,
in der Artikel zu Standard-Physik-Themen und ihrer Didaktik erscheinen. Sie wird von der American Asso-
ciation of Physics Teachers herausgegeben und ist im Netz der GU verfiigbar.
https://aapt.scitation.org/toc/ajp/current

Das europdische Pendant ist das European Journal of Physics (Eur. Jour. Phys.), das aber leider im Netz der
GU nicht zur Verfiigung steht:

http://iopscience.iop.org/journal/0143-0807

All diese Biicher (und wahrscheinlich auch dieses Manuskript) enthalten mehr Stoff als wir in dieser Vorlesung
ausfiihrlich behandeln konnen. Ich hoffe aber, dafl sowohl die Biicher als auch hoffentlich dieses Manuskript
Thnen helfen, nicht nur den Stoff der Vorlesung erfolgreich nachzubereiten sondern auch die Begeisterung fiir
die theoretische Physik und insbesondere die Elektrodynamik zu wecken!

Fiir Hinweise auf Tippfehler, die in diesem Manuskript leider mit ziemlicher Sicherheit vorkommen diirften,
bin ich sehr dankbar! Bitte melden Sie diese direkt an mich oder via e-mail:

hees@itp.uni-frankfurt.de.

Frankfurt, im Friihjahr 2020.
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Kapitel 1

Elektrostatik

Ziel dieses Kapitels ist es, zum Einen in den Themenkreis der elektromagnetischen Phinomene anhand des
einfachsten Falls der Elektrostatik einzufithren und zum Anderen auch méglichst anschaulich das im folgen-
den benétigte mathematische Riistzeug der Vektoranalysis einzufithren (vgl. dazu auch das Manuskript zur
»2Mathematische Methoden fiir Lehramt L3 [Hee18]].

1.1 FElektrostatische Krafte

Qualitativ waren elektrische und magnetische Kraftwirkungen bereits in der Antike bekannt. Der Be-
griff Elektrizitit geht auf die alten Griechen zurtick, die das Phinomen der Reibungselektrizitit an Bernstein
(griech. nAextpv, Elektron) und die entsprechenden Kraftwirkungen kannten. Auch mit magnetischen Er-
scheinungen waren sie aufgrund natiirlich vorkommender Magnetsteine (griech. uayvnt{ Ao, Magne-
tis Lithos) vertraut.

1.1.1 Vektoren

Rekapitulieren wir anhand der nebenstehenden Abbildung den Begriff des
Vektors. Ein Vektor ist in der Physik eine Grofle, die eine Richtung und
einen Betrag besitzt. Beispiele sind Geschwindigkeit und Beschleunigung eines
Punktteilchens, Krifte, die auf ein Punktteilchen einwirken usw. Auflerdem
konnen wir im Euklidischen Raum, also dem Raum, der durch die bekann-
te ,Schulgeometrie® beschrieben wird, Vektoren als Verschiebungen um ei-
ne bestimmte Linge in eine bestimmte Richtung auffassen. Sind zwei Punkte
A und B gegeben, konnen wir den Vektor als einen diese Punkte verbinden-
den Pfeil (mathematisch eine gerichtete Strecke) veranschaulichen, der die Ver-
schiebung des Punktes A in den Punkt B symbolisiert. Wir bezeichnen einen

so durch zwei Punkte definierten Vektor als AB. Wir sehen jedoch 1.a. von
der absoluten Lage der Punkte A und B im Raum (oder in der Ebene) ab und

identifizieren alle aus AB durch Parallelverschiebung hervorgehenden Pfeile mit demselben Vektor
Wir kénnen nun Vektoren addieren. Diesen Begriff macht man sich am einfachsten anhand der oben einge-

fithrten Veranschaulichung von Vektoren als Verschiebungen klar. So beschreibt der Pfeil AB zwischen zwei
Punkten A und B die Verschiebung des Punktes A in den Punkt B. Dabei soll es aber nicht auf die absolute

Lage der Punkte A und B ankommen, so dass ein Pfeil CD fiir zwei Punkte, die so liegen, dass die Strecken AB

"Wie bereits in der Einleitung erdrtert bezeichnen wir basisunabhingige Vektoren und Vektorfelder mit fettgedruckten kursiven
Buchstaben.
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1. Elektrostatik

— — — — -
v, +v,=v,+ v, =AC

Abbildung 1.1: Links: Zur Definition der Addition von Vektoren und geometrischer Beweis des Kommuta-
tivgesetzes. Rechts: Geometrischer Beweis des Assoziativgesetzes fiir die Vektoraddition

und CD parallel sind und die gleiche Richtung festlegen, als gleiche Vektoren identifiziert werden. Anders
ausgedriickt sind zwei Vektoren AB und CD gleich, AB durch Parallelverschiebung mit CD zur Deckung
bringen kann.

Seien nun zwei Vektoren 7, und ¥, gegeben, so konnen wir die entsprechenden Pfeile aneinanderhingen

(vgl. Abb.|1.1|links), d.h. sei 7, = AB mit zwei beliebigen Punkten A und B und ist der dritte Punkt C so

bestimmt, dass 7, = BC ist, dann definieren wir die Summe der Vektoren als 7, 4+ 7, = AC. Man kann nun
leicht nachweisen [[Hee14]], dass stets das Kommutativgesetz, also 9, + ¥, = ¥, + 7, und fiir drei Vektoren
das Assoziativgesetz also (U, + 7,) + U3 = U; + (U, + 73) gilt (vgl. Abb.[1.1]rechts).

In diesem Zusammenhang wird auch klar, was der Fall eines ,Pfeils der Linge Null®, also der Nullvektor

0 = AA bedeutet: Er ist das neutrale Element der Vektoraddition, d.h. es gilt fiir jeden Vektor 4, dass
a+ 0=4d gilt.
Weiter konnen wir nun auch die Addition umkehren, also eine Vektorsubtraktion definieren, indem wir
zu einem Vektor 7 = AB den Vektor —7 = BA definieren. In der Tat entspricht ja eine Verschiebung von A
nach B und dann wieder von B nach A insgesamt der Situation, dass gar keine Verschiebung stattgefunden
hat, entsprechend 4 + (—a) = AB + BA = AA = 0. Die Subtraktion zweier Vektoren ist dann einfach durch
i—b=a+ (—Z) definiert.

23, Schliefllich kénnen wir die Multiplikation eines Vektors mit einem
_ = =%  Skalar (also einer reellen Zahl) dadurch definieren, dass wir fiir einen
gegebenen Vektor 4 den Vektor Az definieren, der fiir A > 0 in die glei-
che Richtung zeigt, aber um den Faktor A linger (falls A > 1) bzw.
kiirzer (falls A < 1) ist und entsprechend fiir A < 0 in die entgegen-
setzte Richtung zeigt. Offenbar gelten dann die Regeln (—1)7 = —a,
(A + A,)7 = 4@+ Ad, AG+b) = A+ Ab und 07 = 0 (5. nebenste-
hende Skizze). Die bisher beschriebenen Rechenregeln definieren, was
Vektoren sind. Die Menge aller Vektoren nennt man einen Vektorraum iiber den reellen Zahlen:
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1.1. Elektrostatische Krifte

Addition von Vektoren

e Fiir drei Vektoren 7;, 7,, 75 gilt das Assoziativgesetz
() +Dy) + T3 = 0, + (T, + T3). (1.1.1)
e Fiir zwei Vektoren 7, und 7, gilt das Kommutativgesetz

61+62:52+61. (11.2)

e Es existiert das neutrale Element der Vektoraddition 0. Fiir jeden Vektor 7 gilt

74+0=73. (1.1.3)
® Zujedem Vektor ¥ existiert das bzgl. der Vektoraddition inverse Element (—7), so dass
7+ (—3)=0. (1.1.4)
Multiplikation mit Skalaren
e fiir Zahlen A;, A, und einen Vektor ¥ gilt das Assoziativgesetz
A (A40) = (A A4,)T (1.1.5)
und das Distributivgesetz
(A +A)0 = A4 94 A,7. (1.1.6)
e fiir alle Vektoren ¥ ist _
05=0 und (—1)7=—3. (1.1.7)

Dann gibt es in der Euklidischen Geometrie noch den Begriff des Winkels. Um die-
sen formal zu erfassen, definieren wir das Skalarprodukt zweier Vektoren @ - 4. In

unserem Modell von Vektoren mit Pfeilen betrachten wir @ = AB und b = AC.
Dannista-b =|d||b|cos[£(a, )], wobei Z(a, b) € [0, ] der Winkel ist, den die die
Vektoren reprisentierenden Pfeile einschlieflen und |4| die Linge des entsprechenden
Pfeils. Ein wichtiger Spezialfall ist die Projektion eines Vektors in eine Richtung. Sei
dazu ¥ ein beliebiger Vektor und @ ein Vektor mit |@| = 1, also ein Einheits- oder
Richtungsvektor. Dann ist o - @ offenbar betragsmiflig die Linge der Projektion
von o in die Richtung von @. Fiir (9, @) € [0, 7r/2) ist offenbar der Wert positiv
fir Z(9,@) = /2 Null und fiir (9, @) € (7r/2, 7] negativ.
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1. Elektrostatik

Das Skalarprodukt erfiillt die Rechenregeln

o Kommutativitit: fiir zwei Vektoren & und & gilt stets
ib=bz (1.1.8)
e Linearitit: fiir drei Vektoren 7, & und ¢ und zwei Zahlen Ais Ay €ER gilt stets
7 (Ab+AE)=Ad- b+ i C. (1.1.9)
e Positive Definitheit: Fiir alle Vektoren 4 ist stets

i-di=at=a*>0 (1.1.10)

und aus 7 - = 0 folgt notwendig @ = 0.

Schliefilich bendtigen wir noch den wichtigen Begriff der kartesischen Basis.

Dazu denken wir uns im Anschauungsraum drei aufeinander senkrecht stehende Einheitsvektoren €,
¢, und ¢; definiert. Gewdhnlich ordnet man sie so an, dass der ausgestreckte Daumen, Zeigefinger und
Mittelfinger der rechten Hand entsprechend in die Richtung dieser drei Vektoren zeigen. Es ist an-
schaulich klar, dass man jeden Vektor ¢ durch drei reelle Zahlen v,, v,, v; durch Linearkombination
aus diesen drei Vektoren eindeutig ausdriicken kann: ¥ = v,€, + v,¢, + v5€;. Nun gilt aufgrund der
Definition der Vektoren ¢; mit j € {1,2,3}

Lo 1 fir j=k,
e.oe,=08;, = 1.1.11
kT Tk {o fiir k. (L1.11)
Man nennt &, das Kronecker-Symbol.
Nun ist offenbar , , ,
Ej-é’:_’j-kavkEk :kZ:’UkEj'Ek :kZ:‘Uijk:‘Uj. (1112)
=1 =1 =1

Das Skalarprodukt zwischen zwei beliebigen Vektoren ldsst sich auch sehr einfach iiber deren kartesische
Komponenten bestimmen:

3

3
VW= Z VjWE; €, = Z VW0 i :vajwj. (1.1.13)

Fiir die Linge eines Vektors folgt daraus sofort

v=13|=V3 7= /o2 + 0+, (1.1.14)

was auch sofort aus dem Satz des Pythagoras’ folgt (wze?)

1.1.2 Die Coulomb-Kraft

Nach diesen mathematischen Vorbereitungen kénnen wir nun mit unserer quantitativen Beschreibung der
elektrischen und magnetischen Erscheinungen beginnen: Quantitativ im modernen physikalischen Sinne
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1.1. Elektrostatische Krifte

wurden die elektromagnetischen Erscheinungen erst ab etwa dem 17. Jh. erfasst. So hat insbesondere 1784
Charles Augustin de Coulomb (1736-1806) mit seinem Drehwaagenexperiment nachgewiesen, dass sich
zwei kugelformige elektrisch geladene rubende Korper nach dem Kraftgesetz

Fox %Ey (1.1.15)
abstoflen bzw. anziehen, sofern sie elektrische Ladungen tragen. Dabei ist €, der Einheitsvektor in Rich-
tung der Verbindungslinie zwischen den beiden Ladungen. Dabei tritt der Begriff der elektrischen Ladung
neben der Masse als zusitzliche fundamentale Materieeigenschaft im Zusammenhang mit den elektromagne-
tischen Erscheinungen auf. Schon friiher erkannten Benjamin Franklin (1706-1790) und Georg Christoph
Lichtenberg (1742-1799), dass im Gegensatz zur Masse die elektrischen Ladungen mit beiderlei Vorzeichen
existieren. Dabei war es einige Zeit strittig, ob es Materie mit beiderlei Ladungen gibt oder nur eine. Heute
wissen wir, dass es in der Tat Teilchen mit positiver Ladung (fiir die uns umgebende Materie die Protonen
bzw. Atomkerne) und negativer Ladung (Elektronen) gibt. Schon vor Coulombs austiihrlichen quantitativen
Messungen hatte man in Analogie zum Newtonschen Gravitationsgesetz postuliert, dass das Kraftgesetz

F=pNzg (1.1.16)

lautet, wobei k ein Proportionalititsfaktor ist, der die Einheit der elektrischen Ladung festlegt. Dabei ist
das Vorzeichen des Richtungsvektors €, so zu wihlen, dass diese elektrostatische Coulomb-Kraft fiir gleich-
namige Ladungen (also g,g, > 0) abstoflend und fiir ungleichnamige Ladungen (also ¢,9, < 0 anziehend
wirkt.

Die Ladungseinheit Coulomb (Einheitenzeichen C) ist im Internationalen Einheitensystem (SI) seit
2019 einfach dadurch festgelegt, dass man der Elementarladung, also der Ladung eines Protons, den
Wert g, = e =1,602176634 - 10~ C zuordnet. Das Elektron besitzt die exakt entgegengesetzte nega-
tive Ladung g, = —e.

Dadurch ist der Proportionalititsfaktor k aufgrund des experimentell bestitigten Coulomb-Gesetzes (1.1.16)
eine messbare Grofle. Fiir SI-Einheiten fiihrt man die Konstante in der Form

k—l

4req

(1.1.17)

ein und nennt ¢, die elektrische Feldkonstante oder zuweilen auch Permittivitit des Vakuums. Man sollte
dabei aber im Auge behalten, dass dies lediglich Namen fiir eine Definition der Ladungseinheit ist, die im SI-
System Coulomb heifit und mit dem Einheitensymbol C bezeichnet wird.

s a

Fiir die elektrische Feldkonstante ergibt sich durch genaue Messungen der Wert

2 C

€o = 8,8541878128(13) - 1072,

(1.1.18)

Dabei ist 1IN = 1kgm/s? (1 Newton) die Einheit der Kraft, und die Ziffern in Klammern geben die
Unsicherheit der letzten beiden Dezimalstellen an.

\.

Kehren wir zum Coulomb-Gesetz zuriick und schreiben es noch etwas ausfiihrlicher auf. Wir le-
gen dazu die absolute Lage der Ladungen fest, indem wir ein kartesisches Koordinatensystem einfiih-
ren, d.h. einen beliebigen Punkt O im Raum (den Ursprung des Koordinatensystems) und drei zueinan-
der senkrechte (orthogonale) Einheitsvektoren ¢; (j € {1,2,3}) definieren. Dann kann man jeden Punkt
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1. Elektrostatik

P im Raum eindeutig durch den Ortsvektor 7 = OP lokalisieren und diesen Vektor wiederum umkehr-
bar eindeutig durch die drei kartesischen Ortskoordinaten x; = €; - 7, wie oben in 1) beschrieben.
A" Dazu seien die beiden Ladungen ¢, und g, bei den durch die Ortsvekto-
F, ren 7, und 7, gegebenen Punkten lokalisiert. Dann ist offenbar die auf

7 g, aufgrund der Anwesenheit der Ladung ¢, wirkende Coulomb-Kraft

nach Grofle und Richtung durch

\1.\
= = 919 Y —7
" y h=1x |71 2—? 2 |71—72|
orfLzb L2 (1.1.19)
- 419 1T
: - dreeq |7 — 7,
o) >,

gegeben.
Mit den kartesischen Komponenten (x4, x5, x;3) und (x5, X5, x,3) konnen wir zunichst die Linge durch

—

|”1_?2| = (?1 _72)2

(1.1.20)
= \/(xll —x1)2 + (10 — %392 + (13 — x3)?

bestimmen (nachrechnen!).
Schreibt man dann noch die Komponenten von Vektoren als Spaltenvektoren des R* (also der geordneten

Tripel reeller Zahlen), kénnen wir die Coulomb-Kraft eindeutig durch den R*>-Vektor]

0q 11— X1
F,= - = 7z | e (1.1.21)
4req[ (e —x1)2 4 (%1 — %99)% + (%43 — %3] X3 — X3

identifizieren.

Diese umkehrbar eindeutige Abbildung zwischen den geometrischen Vektoren (,Pfeilen®) und R*-Vektoren
ermoglicht die Anwendung der Algebra und Analysis mit reellen Zahlen, was diese von René Descartes (1596-
1650) in die Mathematik eingefiihrte Idee der analytischen Geometrie so wichtig fiir die Physik macht.

1.2 Das elektrostatische Feld

Die im vorigen Abschnitt ausgefiihrte mathematische Analyse der Coulomb-Kraft zwischen zwei ruhenden
Punktladungen entspricht nun noch nicht der Idee, dass die Kraftwirkung auf Ladung ¢, lokal {iber den Wert
eines am Ort 7, vorhandenen elektromagnetischen Feldes aufgrund der bei 7, lokalisierten Ladung ¢, beruht.

2Wie in der Einleitung bemerkt, schreiben wir die Spaltenvektoren gebildet aus den Komponenten eines Vektors ¢ als v. Freilich
hingen die Komponenten von der spezifischen Basis ab. Unterstrichene Symbole bezeichnen also basisabhingige Groflen im R>.
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1.2. Das elektrostatische Feld

Dem kann man nun leicht dadurch abhelfen, dass man das elektrische Coulomb-Feld der bei 7, loka-
lisierten Ladung ¢, durch

By =t = (2.1
ey |7 — 7|

definiert. Dann ist in der Tat die Coulomb-Kraft auf die bei 7, lokalisierte Ladung ¢, durch
Fip=q,E(7) (1.2.2)

gegeben, wie ein Vergleich mit (1.1.19) sofort zeigt.

Da Krifte Vektoren sind, konnen wir die Kraftwirkungen von beliebig im Raum an Orten 7, (k €
{2,3,...,n}) verteilten Punktladungen ¢, auf die bei 7, lokalisierte Ladung vermdge (1.2.2) mit dem
Feld

—

n _—)
Em=> "k (1.2.3)
= 4meg |7 — 7]

beschreiben, d.h. das Gesamtfeld ist die vektorielle Summe oder Superposition aus den Feldern aller
Einzelladungen.

1.2.1 Beispiel: Elektrischer Dipol

Einen elektrischen Dipol kénnen wir uns durch zwei entgegengesetzt gleich geladene Punktladungen entstan-
den denken. Wir nehmen an, diese Ladungen Q und —Q (Q > 0) seien auf der x;-Achse eines kartesischen
Koordinatensystems bei z = d /2 bzw. z = —d /2 lokalisiert. Dann ist das elektrische Feld offenbar durch

E(7)= _
(7) <|7—d23/2|3 7 +dé, /2P

gegeben. Wir betrachten nun das elektrische Feld an einer Stelle 7 mit |7| > d. Dann kénnen wir die Aus-

(1.2.4)

e,

driicke in der Klammer nach d entwickeln. Setzen wir F(x) = X /|%|, folgt fiir den ersten Term

> N N d. - N
F(r:l:de3/2):F(r):|:E@F(r—i—eeg,)kzo. (1.2.5)
Nun ist aber (Nachrechnen!)
- e 3 X
OFG+ e8| p= 2 — 25T (1.2.6)
73 45
und damit e dE 3dR.FE 42
FG—de,)2)—FGF+de,j2) =205 25 20677 25 (1.2.7)
7> 73 7> r3
Definieren wir das elektrische Dipolmoment unserer Anordnung aus zwei Ladungen durch
p=Qdé;, (1.2.8)
ist das elektrische Dipolfeld durch
> 3(p-7F)F P
E:L< (p-7)7 _ﬁ>. (1.2.9)
4re, 73 73
Dabei kénnen wir uns d — 0 denken, wobei wir gleichzeitig p konstant halten.
Es ist weiter klar, dass das Feld fiir einen bei 7, lokalisierten elektrischen Dipol entsprechend durch
> 1 (3[p-(F=7))(F7—7 p
E(F)= { L=l =) 7 } (1.2.10)
4reg |7 =70l |7 =7l

gegeben ist.
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1. Elektrostatik

1.2.2 Ladungsdichten und Volumenintegrale

Es ist es klar, dass diese Beschreibung fiir makroskopische Korper sehr kompliziert ist, denn fiir typische
Korper ist die Anzahl der Ladungen von der Groflenordnung der Avogadro-Zahl, die (niherungsweise) defi-
niert ist als die Anzahl Teilchen, die der Anzahl von Atomen in 12 g Kohlenstoff '2C entspricht. Demnach ist
n ~ 10%*. Daher bietet sich eine Kontinuumsbeschreibung an. Man denkt sich dazu den Raum in kleine Teil-
volumina AV aufgeteilt vor, und beschreibt die Ladungsverteilung durch die entsprechende Ladungsdichte.
Fiir ein kleines Volumenelement AV am Ort 7 gibt also AQ = AV p(7) die in diesem Volumenelement
enthaltene Ladung an.
X3 Man kann sich die Volumenelemente z.B. dadurch
definiert denken, dass man den Raum in kleine Qua-
A’y = Ax,Ax,Ax, der parallel zu den kartesischen Basisvektoren ein-

F—7 ﬁ': 8977 teilt. Das Volumen eines jeden solchen kleinen Qua-
- -~ AQ :‘;T((%/TA’;Y/ ders ist' A3r_ :'Axlez.Axy Man kann die Quac‘ler
r auch ,infinitesimal klein® machen. Dann schreibt

X

2 man als Volumenelement d*» = dx,dx,dx;, und
statt der Summe (1.2.3) entsteht im Limes das Vo-
X, lumenintegral

AT
E(?):J @) 77 (1.2.11)
R3

dreq [F—7P

Um mit solchen Volumenintegralen einfacher rechnen zu konnen, bieten sich oft beliebige andere Parame-
trisierungen des Raumes an, also generalisierte Koordinaten ¢g; (; € {1,2,3}), wie sie auch schon in Band 1
tiber klassische Mechanik eingefiihrt wurden, an. Man kann dann Volumenelemente durch Quader in den g;
einfiihren. Wir miissen dann allerdings ausrechnen, wie das entsprechende Volumenelement d*» durch das
Volumenelement d*q = dg,dg,dg; der generalisierten Koordinaten ausgedriickt werden kann.

1.2.3 Zylinder- und Kugelkoordinaten

Wir wollen dies nun fiir die Zylinder- und Kugelkoordinaten ausfiihrlich herleiten.

AS Zylinderkoordinaten definieren wir fiir jeden Ortsvektor 7 durch die in der neben-
stehenden Skizze angegebenen Groflen R, ¢ und z. Der Zusammenhang zwischen
diesen Koordinaten und den kartesischen Koordinaten lisst sich aus der Skizze ab-
lesen. Offensichtlich ist x; = z. Aus den Definitionen der Winkelfunktionen folgt
sofort

Xy Rcos ¢
r=|(x,|=| Rsing |. (1.2.12)
x5 z

Nun denken wir uns durch infinitesimale Anderungen von R, ¢ und z kleine quader-
tormige Volumenelemente definiert. Offenbar werden diese infinitesimalen Quader
von den drei Vektoren

—Rsin
2 cos @ P @
dLR:dRﬁz siggo , dl(/,:d?a—;:d? chsgp ,
(1.2.13)
dr, =dz 5L = d :
2=, T
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1.2. Das elektrostatische Feld

X aufgespannt. Dabei bedeutet d7; die Anderung der Komponenten des Ortsvektors,
5, wenn man nur R um ein infinitesimales Inkrement dR dndert und dabei ¢ und z kon-
SR stant hilt. Das Symbol J7/JR ist die entsprechende partielle Ableitung, d.h. man

7 Sy leitet einfach die Komponenten des Vektors nach R ab und denkt sich dabei ¢ und

x, 2 als Konstanten. Entsprechend verhilt es sich mit d7,, und d7,. Wir kénnen leicht

nachrechnen, dass die drei infinitesimalen Vektoren (1.2.13) paarweise zueinander or-

Xy thogonal sind. Z.B. ist
d7g -d7, = dRdg[cos p(—Rsinp) +sinpRcos ] =0. (1.2.14)

Analog rechnet man dies auch fiir die anderen drei moglichen Kombinationen nach (Aufgabe!). Bei dem durch
die Koordinatenlinien aufgespannten quaderartigen infinitesimalen Volumenelement handelt es sich also tat-
sichlich um einen echten Quader mit zueinander senkrechten Kanten. Das Volumen ist also einfach als das
Produkt der drei Lingen gegeben. Diese Lingen lassen sich aber auch wieder leicht mittels des Skalarproduk-
tes berechnen. Z.B. ist

|d7g| = \/d7R-d7R :dR\/coszg0+sin2g0 =dR. (1.2.15)

Analog erhilt man (Nachrechnen!)
[d7,|=d¢R, [d7,|=dz. (1.2.16)

Das Volumenelement in Zylinderkoordinaten ist also

&r = |d7g||d7, ||d7,| = dRdpdzR. (1.2.17)

Als einfaches Anwendungsbeispiel rechnen wir das Volumen eines Zylinders aus. Sein Radius sei @ und die
Hohe . Wir miissen nun noch die Grenzen fiir die generalisierten Koordinaten tiberlegen: Offenbar ist hier
Re[0,a], ¢ €[0,27] und z € [0, 5]: Damit erhalten wir das bekannte Resultat (Nachrechnen!)

a 27 h a 2
VZYIZJ dRJ dgof dzR:f dR dy hR
0 0 0 0 0 (1.2.18)

:f dR 27hR = ra®h.
0

Wir notieren noch, dass die Zylinderkoordinaten den ganzen Raum abdecken, wenn man den Definitions-
bereich zu R € (0,00), ¢ € [0,27r] und z € R definiert. Entlang der z-Achse sind die Zylinderkoordinaten
nicht eindeutig bestimmt, da dann R = 0 ist und ¢ keinen wohldefinierten Wert besitzt. Man nennt solche
Fille Koordinatensingularititen. Diese zeigt sich auch daran, dass das Volumenelement firR=0

verschwindet.
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1. Elektrostatik

X3 Fiir die Kugelkoordinaten verlduft die Rechnung genau analog. Wir geben nur die
*\ wichtigsten Ergebnisse an. Es ist eine gute Ubung, dies sorgfiltig nachzurechnen. Aus
ey der Skizze lesen wir ab, dass
X; rcosgsind
r=| rsingsind (1.2.19)
r cos¥

X, Sﬂ ,}{ v X, 1St
&= R=rsing  Die drei infinitesimalen Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien
1

X1

cospsint 7 cos ¢ cos ¥
dr =dr | singsind |, dry=dd| rsingcos? |,

cost? —rsind
oY (1.2.20)
—7rsingsind

dr,=dg|( rcosgsind |,
0
erweisen sich wieder als orthogonal zueinander. Die Lingen ergeben sich zu

|dr |=dr, |drg|=ddr, |d1¢|:dgarsim9 (1.2.21)

und schliellich das Volumenelement, das wegen der Orthogonalitit der Koor-
dinatenlinien wieder einfach das Produkt der Lingen (1.2.22) ist,

d&r =drddder?sind. (1.2.22)

Als Beispiel berechnen wir das Volumen einer Kugel vom Radius 4. Offenbar
sind die Integrationsbereiche r €[0,a], ¢ €[0,7r] und ¢ €[0,27]. Damit folgt

47r3

Vicugel = J drf d19 dgpr sind = 54 (1.2.23)

wie man ebenfalls aus der Geometrie weif. Der gesamte Raum durch die Bereiche r € [0, 00), ¢ € [0, 7] und
¢ €[0,27] abgedeckt wird. Entlang der z-Achse, d.h. ¢ =0 und ¢ = 7, sind die Kugelkoordinaten singulir,
denn wie bei den Zylinderkoordinaten ist ¢ wieder unbestimmt. Auch verschwindet dort das Volumenele-

ment (1.2.22)).

1.2.4 Beispiel: Homogen geladene Kugel

Wir betrachten als Beispiel fiir das elektrostatischer Feld einer kontinuierlichen Ladungsverteilung eine ho-
mogen geladene Kugel K, vom Radius 2 mit der Ladungsdichte p, = const um den Ursprung und berechnen

das elektrische Feld mittels der Formel (1.2.11). Aufgrund der Kugelsymmetrie ist fiir den Vektor E (7) als

einzige Richtung der Ortsvektor 7 ausgezeichnet, d.h. es muss E(F)= E . (7)e, sein. Wir konnen also 7 = ré;
setzen, was die Rechnung in Kugelkoordinaten fiir 7’ vereinfacht. Gemif3 (1.2.11) gilt

= =
For- | v IE 1220
K dreq |7 —7/
Nun gilt nach Einfithrung von Kugelkoordinaten fiir 7/
0 sin®’ cos ¢’
r=(0]), 7'=+"sindsing’ |. (1.2.25)
r cost’
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1.2. Das elektrostatische Feld
Im Integral (1.2.24) bendtigen wir die Grofien
(r—r"V=r4r?=2r-v' =r*+r?—2rr"cos¥. (1.2.26)

Setzen wir dies in (1.2.24) ein und beachten, dass gemifl (1.2.22) &*»" = dr’ d&’ d¢’ sin ist, folgt

a bd 2r
. 1
E= i f dr’f d9' | de'rsin®’
4mey Jo 0 0 (r24 712 —2r7r'cos¥)3/2

—r'sin cos ¢’ (1.2.27)

—7"sin®’ sin ¢’
r—7r’cos¥

Durch die Integration iiber ¢’ verschwinden wegen

27 2

dg’cos ¢’ = d¢'sing’ =0 (1.2.28)
0 0

die beiden oberen Komponenten, und die 3. Komponente wird lediglich mit 27r multipliziert, d.h. es gilt

a T . 1
E = &j dr/r/zf d’ sin’
T 2 Jo 0 (r24 72 —27 7' cos ¥ )3/2
0 (1.2.29)
0

r—r'cos?

Als nichstes berechnen wir das Integral iiber . Dazu empfiehlt sich die Substitution # = cos®¥’, du =
—d&¥’ sin®’. Damit wird

f”dﬁ,. & r—7r’'cos?¥ fld r—7r'u
sin = u
0 (7’2+r/2—27’rlcos19/)3/2 1 (7’2+1’/2—27’r’1¢)3/2

u=1

ru—rvr'

224+ r2—2rr'y

(1.2.30)

u=—1

= % [1 + sign(r — r/)].

Dabei erhilt man die Stammfunktion in der zweiten Zeile durch partielle Integration,

f due (o) g () = £ (s g () — f ducf ()g'(u), (1231)

mit
1

/ — 2 7/2— /u 3/2 —
Fa) =417 =2rru) = f) = ey (1.2.32)

g(u):r—r/u = g/(u):—r/.

Im letzten Schritt bei der Berechnung von (1.2.30) haben wir verwendet, dass wegen » > 0 und »’ > 0 sich
tiir den Beitrag fiir » =—1

1 / 1
Lor+r 2 (1.2.33)

r2J(r+r 2 12
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1. Elektrostatik

und fiir den Beitrag fiir » = 1

1 r—7r 1 r—v 1
— =— —sign(r —r 1.2.34
r2(r—¢2  rEr— | 728 ( ) ( )

ergibt.

Setzen wir nun (1.2.30) in (1.2.29) ein, miissen wir fiir das verbliebene Integral {iber 7’ eine Fallunterscheidung
vornehmen. Betrachten wir zunichst den Fall, dass der Beobachtungspunkt 7 auflerhalb der Kugel liegt, d.h.
r > a gilt. Dann ist in (1.2.30) sign(r — r’) =1,da r" €[0,a] ist. Damit folgt fiir diesen Fall

6072 f dr'r?=¢ 3,0;;;2 r>a. (1.2.35)
Nun ist die Gesamtladung
9=poV =po A (1.2.36)
und damit (wegen ¢; =7 /) 3
F=zg—1 -1 7 5, (1.2.37)

“ Ydregr?  dmey 1y
d.h. auflerhalb der Kugel ergibt sich ein Coulomb-Feld einer Punktladung mit der Gesamtladung ¢ der Kugel
im Ursprung.
Innerhalb der Kugel, d.h. fiir » < a gilt

a
E=g¢, fo f dr’r"[1+sign(r —r")]
0

2e 72
for" .t . (1.2.38)
:_’3—’002 dr/r/zz_}’oo -1 37 r<a.
€7 Jo 3eg  Amega

Im Inneren der Kugel ist also das elektrische Feld entsprechend der Kugelsymmetrie ebenfalls radial nach
auflen gerichtet und dem Betrag nach proportional zum Abstand zi, Kugelmittelpunkt.

1.3 Stromdichten, Ladungserhaltung und Kontinuititsgleichung

Wir schieben hier einen Abschnitt ein, der eigentlich nicht zur Elektrostatik gehort, aber die anschauliche
Einfithrung von Fliachenintegralen anhand von durch eine Fliche stromenden Ladungen erleichtert. Dazu
wollen wir die Frage erortern, wie man das grundlegende Gesetz von der Erhaltung der elektrischen La-
dung behandelt. Die Erhaltung der elektrischen Ladung ist ein fundamentales Naturgesetz, das man nicht
aus einfacheren Prinzipien herleiten kann. Wir miissen uns nur dartiber klar werden, wie wir den Sachverhalt
mathematisch beschreiben. Dabei gehen wir von der Kontinuumsbeschreibung der Ladung aus. Im vorigen
Abschnitt haben wir bereits die Ladungsdichte o eingefiihrt, die an jedem Ort angibt, wieviel elektrische
Ladung pro Volumeneinheit dort lokalisiert ist. Jetzt betrachten wir den allgemeinen Fall, dass die Ladungs-
dichte auch zeitabhingig ist. Gegeben sei also p(t, 7). Dieses Feld gibt an, wie sich die Ladungsdichte an jedem
Ort zeitlich verindert.

Um nun die Ladungserhaltung zu beschreiben, denken wir uns irgendein festes (also zeitunabhingiges) Volu-
men V im Raum vorgegeben. Definitionsgemaf3 ist die zu jedem Zeitpunkt ¢ in diesem Volumen enthaltene
Ladung durch

Qult)= fvd%,o(r,?) 13,1

gegeben. Es ist klar, dass sich diese Ladungsmenge i.a. zeitlich verindern wird. Da die Gesamtladung erfah-
rungsgemif? stets strikt erhalten ist, kann diese Anderung nur daher riihren, dass Ladungen sich durch die
Oberfliche dV bewegen.
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1.3. Stromdichten, Ladungserbaltung und Kontinuitdtsgleichung

1.3.1 Flachenintegrale

Offenbar benétigen wir also noch das Stromungsfeld der sich bewegen-
den Ladungen o(¢,7), das die Geschwindigkeit der sich momentan zur
Zeit t in einem kleinen Volumenelement d°» um den Ort 7 befindlichen
Ladungen angibt. Um zu bestimmen, wieviel Ladung in einem kleinen
Zeitintervall d¢ durch die Oberfliche fliefit, miissen wir weiter an jedem
Ort der Oberfliche eine Richtung definieren. Dazu definieren wir Fla-
chen-Einheitsnormalenvektoren 7(7). Diese stehen definitionsgemif an
.. jedem Punkt 7 € dV senkrecht auf der Fliche und weisen aus dem Volu-

dV=dtdf7-n men V heraus. Es sei weiter d?f die Fliche eines kleinen Oberflichenele-
ments an diesem Punkt. Nun flieffen wihrend des infinitesimalen Zeitintervalls d eine Ladungsmenge aus
dem Volumen dV =dt d*f (¢, 7) - 7#(7) durch das Flichenelement (vgl. die nebenstehende Abbildung). Die
entsprechende Ladungsmenge ist offenbar dQ = odV. Demnach ist

dQ =dt d*f p(t,7)3(¢,7) - (7). (1.3.2)

Wir konnen nun die Ladungsbilanz fiir die gesamte Ladungsianderung aufstellen. Wir miissen uns nur noch
tiber das Vorzeichen klar werden. Nehmen wir dazu an, die strémende Ladung sei positiv, also o > 0. Da
7 an jeder Stelle definitionsgemif} nach auflen weist, bedeutet dQ > 0, dass die Ladung aus dem Volumen
herausstromt, und dQ < 0, dass sie in das Volumen hineinstromt, d.h. es ist

dQy = dtdQV(t) =—dQ=—dt df A7) p(t,7)0(¢, 7). (1.3.3)
dt av
Damit gilt
iQv(t):f d&r tp(t,?):—J &F 7, 7). (1.3.4)
dt 1% av

Dabei haben wir den Flichenelementnormalenvektor d? ]? = &?f7 und die elektrische Stromdichte
7(t,7)= p(t,7)3(t, 7) eingefiihrt.

Wir miissen nun nur noch besprechen, wie wir das Flichenintegral konkret berechnen. Dazu denken wir uns
die Fliche durch zwei generalisierte Koordinaten parametrisiert

Z.B. kénnen wir eine Kugel um den Ursprung mit dem Radius 4 durch

acosgsind
7(3,9)=| asingsind |, F€[0,x], ¢€[0,27] (1.3.6)

acost

parametrisieren.

1.3.2 Vektorprodukt (Kreuzprodukt)

Wir miissen nun noch herausfinden, wie wir daraus geeignete Flichenelemente d? ]F berechnen konnen. Wir
stellen uns dazu, dhnlich wie beim Volumenintegral, die Flichenelemente durch die Koordinatenlinien aufge-
spannt vor. An jedem Punkt der Oberfliche haben wir also zwei infinitesimale Tangentenvektoren an diese
Koordinatenlinien

dr, :d%gr(%,%)’ d”zzd%ﬁ”(é]l’%)- (1.3.7)
1 2
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1. Elektrostatik

Wir bendtigen nun eine Rechenvorschrift, aus zwei Vektoren einen zu
dem von diesen Vektoren aufgespannten Parallelogramm senkrecht ste-
henden Flichenvektor zu finden, dessen Betrag der Fliche dieses Paralle-
logramms entspricht. Dies definiert das Vektorprodukt, auch Kreuzpro-
dukt genannt. Sind also ¥, und 7, zwei Vektoren, so gibt 7, X ¥, einen
Vektor an, der senkrecht auf der durch ¥, und 7, aufgespannten Ebene

A=|3,|h=|3,x 3, steht und dessen Linge der Fliche des von ihnen aufgespannten Parallelo-
gramms entspricht (s. nebenstehende Skizze). Wir miissen nur noch eine von zwei mdoglichen Richtungen
des Vektors ¥, x ¥, festlegen. Dies geschieht nach der Rechte-Hand-Regel: Weist der Daumen der rechten
Hand in Richtung von 7, und der Zeigefinger in Richtung von 7,, so gibt der Mittelfinger die Richtung von
U, X U, an. Man macht sich leicht klar, dass aufgrund dieser Richtungsdefinition stets ¥, x 9, = —7,; X 9, gilt.
Das Vektorprodukt ist also antisymmetrisch beim Vertauschen der multiplizierten Vektoren. Weiter macht
man sich leicht klar, dass die Rechenregeln ¥ x 7 =0, % x 0 = 0 und (A9,) X %, = A(F, X %) gelten. Etwas
schwieriger zu zeigen ist, dass auch das Distributivgesetz gilt, also (9, + ¥,) X U3 = 9, X U3 + U, X U5. Aus der
nebenstehenden Abbildung folgt auflerdem, dass fiir den Betrag

0, X9,

[T} X 0| =910, |sin[ £(T,,D,)] (1.3.8)

gilt und dass dies der Fliche des von 7, und 7, aufgespannten Parallelogramms entspricht.
Schliellich bendtigen wir noch die Formel, mit der wir aus den gegebenen kartesischen Komponenten zweier
Vektoren 4 und & das Kreuzprodukt berechnen konnen. Oben hatten wir definiert, dass €, €, und é; in

dieser Reihenfolge ein rechtshindig orientiertes orthonormales Dreibein bilden. Mit dem Vektorprodukt
ausgedriickt heiflt das wegen sin(7t/2) =1, dass

epXe,=¢e;, eXe3=e;, e;Xe =¢ (1.3.9)

ist. Die anderen drei moglichen Produkte ergeben sich aus der Antikommutativitit des Vektorprodukts. Man
kann sich diese Formeln leicht merken, indem man beachtet, dass die beiden letzten Formeln durch ,zykli-
sches Durchschieben® der Indizes 1, 2 und 3 aus der ersten Formel gegeben sind. Wir kénnen nun die gesuchte
Rechenregel durch die reine Fleiflaufgabe finden, das Vektorprodukt auszumultiplizieren. Zunichst gilt

—

U X W = (V1€ + 0,6, + 1363) X (0 €] + w6, + w36;)
= v, w,(€; X &)+ v, w;(€; X &)+ v, w, (&, X &) (1.3.10)
+ 0,56, X &)+ 03w, (& X &) + v;W,(& X &y).
Dabei haben wir verwendet, dass das Vektorprodukt eines Vektors mit sich selbst stets Null ist, also z.B.

8, x & = O ist. Verwenden wir nun (1.3.9) sowie die Antisymmetrie des Vektorprodukts beim Vertauschen
der Faktoren fiir jedes der Vektorprodukte in (1.3.10) und ordnet die Ausdriicke ein wenig um, erhilt man
schlieSlich (Nachrechnen!)

T X © = €,(v, w3 — V3w,) + &(v;w; — vy w;) + 65(V v, — V,7)). (1.3.11)

Wir kénnen dies noch in Komponentenschreibweise notieren

U1 wq D)Wy — V3w,
oxw=\|v |x|w |=|vw—0vw; |. (1.3.12)
U3 wWs VW — VW

Auch diese Formel kann man sich leichter merken, wenn man bemerkt, dass die beiden letzten Kom-
ponenten durch Zyklisches Vertauschen aus dem Ausdruck fiir die erste Komponente entstehen.
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1.3. Stromdichten, Ladungserbaltung und Kontinuitdtsgleichung

Aus dieser Formel fiir das Kreuzprodukt fiir kartesische Vektorkomponenten lassen sich leicht alle wichtigen
Rechenregeln ableiten (Nachrechnen!):

Kreuzprodukt

e fiir zwei beliebige Vektoren ¥ und @ gilt
IXWw=—wXx7, V- (Vxw)=w-(vxw)=0. (1.3.13)
e Linearitat: Fiir beliebige Vektoren 7, 7, und 7 gilt

(A48, + Ayy) X B3 = A, By X B3 + Ay, X . (13.14)

Spatproduktregel

Doppeltes Vektorprodukt

Lie-Algebra-Eigenschaft (Sophus Lie, 1842-1899)

By X (By X B3) + Ty X (By X B)) + By X (B, x B,) =0. (1.3.17)

. J

Fiir die infinitesimalen Flichenelementvektoren folgt also mit (1.3.7)

ar dr

27 _ gz 7 — o
d*f =dr, x dr, =dq,dg, 22 X B

(1.3.18)

Man beachte, dass die Orientierung des Flichenvektors willkiirlich ist und in (1.3.18) von der Wahl der Rei-
henfolge der Parameter ¢, und ¢, abhingt. Bei Anwendungen muss man sich immer klar machen, welche
Orientierung man gerade benétigt.

Als Beispiel berechnen wir die infinitesimalen Flichennormalenvektoren fiir die Kugelflache. Aus folgt
(Nachrechnen!)

acospcosY —asingsin
dr,=d¢( asingcosd |, dr,=dg| acosgsind |. (1.3.19)
—asind 0
Mit erhalten wir dann
acos g cosV —asingsind
dZJ:: diddy ( asingcos® | x| acosgsind
—asind 0
cos sin® ¢ cos@sin (1.3.20)
= dﬁdgmz sing sin’ 9 | = dﬁdgpaz sind | singsind
cosPsin? cos
= d19dgoa2 sindle .
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1. Elektrostatik

Dabei haben wir im letzten Schritt verwendet, dass der Einheitsvektor in Radialrichtung gemif3 (1.3.6) durch

cos@sin
7=/ sinpsind (1.3.21)
cost

&IH

gegeben ist. Wir bemerken, dass die Wahl der Reihenfolge ¢, = ¢, ¢, = ¢ so gewihlt ist, dass die Norma-
lenvektoren, die natiirlich in Radialrichtung zeigen, aus der Kugel herausweisen, entsprechend der Definition
des Oberflichenintegrals in der Ladungserhaltungsgleichung (1.3.4).

Als Anwendungsbeispiel berechnen wir die Oberfliche einer Kugel:

27

OKugel_f d*f = J dd dg0|d2f| J dﬁ dpa?sin @

(1.3.22)
= 27mzj ddsind = 27m2 (—cost)g_o= 47m2,
0

wie aus der Elementargeometrie bekannt ist.

Im Folgenden ist es sehr wichtig, neben Integralbeziehungen wie die Ladungserhaltungsgleichung auch
lokale Formen fiir solche Gesetze zu gewinnen, also statt Integralgleichungen partielle Differentialglei-
chungen, die Bezichungen zwischen Feldern und deren Ableitungen an einem gegebenen Ort 7 (,lokal“) und
einer gegebenen Zeit ¢ angeben. Dies ist auch deshalb besonders wichtig, weil sich mit Differentialgleichun-
gen oft einfacher rechnen ldsst als mit Integralgleichungen. Wir haben oben betont, dass die Ladungserhaltung
allgemein und strikt gilt, insbesondere also auch fiir beliebige geschlossene Volumina V und deren Rand J V.
Wir kénnen nun fiir das Volumen auf der linken Seite von ein beliebig kleines Volumenelement AV
um einen beliebigen Punkt 7 betrachten. Dann konnen wir den Integranden als konstant ansehen, und wir
erhalten auf der rechten Seite

. J N
QAV:AVEIO(LL’Y)' (1323)
Dividieren wir die entsprechende Gleichung (1.3.4) durch AV, so entsteht
d 1 >
—p(t,F)=—— d&*f - j(t, 7). 1.3.24
SAei=—3u | EF e (13.29

1.3.3 Die Divergenz eines Vektorfeldes und der Gauflsche Integralsatz

X3 Wir wollen nun auch die rechte Seite durch einen lokalen Ausdruck na-
hern. Dazu denken wir uns AV als kleinen Quader parallel zu den karte-

Ax,Ax,e, 1 _Ax;  sischen Koordinatenachsen mit 7 und 7 + A7 als ,Diagonalpunkte®. Dann

besteht das Oberflichenintegral aus sechs Flichen, die jeweils parallel zu
den entsprechenden von zwei kartesischen Basisvektoren ¢; und ¢, aufge-

~Ax,Ax,e, Ax,

spannten Koordinatenflichen sind. Betrachten wir als Beispiel die beiden

/ 2 zur x,x,-Ebene parallelen Flichen (mit den in der Abbildung in Magen-
AV = Ax,Ax,Ax,

ta eingezeichneten Flichennormalenvektoren). Diese liefern zu dem Fla-

chenintegral (1.3.24) den Beitrag

Xy

fAF dzf'/.(t’ 7) = Ax; Axyls - [1(2,x1, X9, X5 + Axz) — (£, X1, %), %3)]
1

dj dj
= AxleZAx3a—x33 = A\/a—;3

(1.3.25)
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1.3. Stromdichten, Ladungserbaltung und Kontinuitdtsgleichung

Dabei haben wir verwendet, dass fiir die obere Fliche bei (x{, x,, x;4+Ax;) der aus dem Quader herausweisende
Normaleneinheitsvektor 7 = €; und fiir die untere Fliche bei (x;, x,, x;) umgekehrt 7 = —e; ist. Auflerdem
konnten wir fiir hinreichend kleine Anderung Ax; die Differenz der Stromdichten durch die entsprechende
Ableitung ausdriicken. Schliellich haben wir noch benutzt, dass é; ; = J5 die entsprechende kartesische
Komponente von fist. Wir kénnen dieselbe Uberlegung fiir die beiden anderen Paare von Flichen analog
anwenden. Insgesamt erhalten wir also fiir das Flichenintegral iber den Rand des kleinen Quaders

= > dj dj dj
d2f - :Av< Ly 2224 3>. 1.3.26
LAV /g 3x1 8x2 3x3 ( )

Den Differentialausdruck in der Klammer bezeichnet man als Divergenz des Vektorfeldes ;. Divergenz
heifit es entsprechend der eben durchgefiihrten Uberlegung, dass es die Menge einer Grofie (hier der elektri-
schen Ladung), die pro Zeiteinheit aus einem infinitesimalen Volumen bei vorgegebener Stromdichte (hier
der elektrischen Ladungsstromdichte) herausstromt.

Um Differentialausdriicke wie die Divergenz in (1.3.26) einfacher schreiben zu kénnen, fithrt man den
Nabla-Operator

9
2 dx, Ix, Jxs

ein, wobei d; = d /d x, bedeutet, also die partielle Ableitung nach x, und analog fiir x, und x;. Dabei
wirken die Ableitungsoperatoren auf wirkt nun definitionsgemif3 auf irgendwelche von 7 = (x, x,, x3)
abhingige Feldgrofien.

Die Divergenz in konnen wir damit offenbar als formales Skalarprodukt zwischen dem Nabla-

Operator und dem Vektorfeld ; schreiben

. di 95, djiy =2 - = =
divi==214+ 224 -2 =V.;=V.j. 1.3.28
e ey @iy Gy / 4 ( )

Setzen wir schliefflich (1.3.26) mit der Notation (1.3.28) in (1.3.24) ein, erhalten wir schliellich die

7

Kontinuititsgleichung

%p(t,?)z—ﬁf(t,?) = —divj(¢,7) = %p(t,?)—i—divf(t,?) =0, (1.3.29)

die die Erhaltung der Ladungserhaltung ausdriicke.

.

Auflerdem halten wir fest:

Die koordinatenunabhingige Definition der Divergenz eines Vektorfeldes A gemaf 1) ist
— o = 1 B
divA(7)=V-A7#)= lim — d’f - A, (1.3.30)
( ) ( ) AV—{7} AV IAV f

wobei AV ein Volumen ist, das den Punkt 7 enthilt, und der Limes AV — {7} bedeutet, dass AV
auf diesen Punkt mit dem Ortsvektor 7 zusammengezogen wird.
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1. Elektrostatik

Die Definition der Divergenz (1.3.30) erlaubt nun noch die Herleitung des sehr wichtigen Gaufischen Inte-
gralsatzes. Dazu betrachten wir das Volumenintegral

f & rdivA. (1.3.31)
1%

Dieses Intgral konnen berechnen, indem wir das Volumen in sehr viele kleine (im Limes infinitesimale) Vo-
lumenelemente AV zerlegen. Dann konnen wir wegen der Definition (1.3.30) fiir ein hinreichend kleines
Teilvolumen AV

FrdivA=AVdivA = f &f-A (1.3.32)

AV JAV

schreiben.

Nun summieren wir iiber alle diese Teilvolumina und erhalten

J d&r din:ZJ $f A (1.3.33)
\% AV JIAV

Wie im nebenstehenden Bild fiir zwei Teilvolumina gezeigt, heben sich in der Summe
auf der rechten Seite die Beitrige von den inneren Oberflichen benachbarter Volumenelemente gegenseitig
auf, denn die Flichennormalenvektoren sind ja definitionsgemif3 stets von dem jeweiligen Volumenelement
weggerichtet. In der Summe auf der rechten Seite von Gl. bleibt also insgesamt nur der duflere Rand
des Gesamtvolumens iibrig. Dies liefert schliefSlich den

Gaufischen Integralsatz:

f d%divA’:f &$f A (1.3.34)
14 av

1.4 Das Gauf$sche Gesetz fiir das elektrische Feld

Wir konnen nun als erste der vier Maxwell-Gleichungen das Gaufische Gesetz fiir das elektrische Feld
herleiten. Dazu betrachten wir eine ruhende Punktladung, die wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit in
den Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems setzen konnen. Das Coulomb-Feld lautet

-

E = —. 1.4.1
(7) 4rey r3 ( )

Nun berechnen wir das Oberflichenintegral des elektrischen Feldes (auch als Fluss des elektrischen Feldes
bezeichnet) iiber eine Kugel K, (0) mit Radius 2 um den Ursprung. Dazu kdnnen wir das Oberflichenelement

(1.3.20) verwenden.

S 4 T 2n
@E(Ka):f Pf EG) =12 J dﬁsinﬁf dgmziz:i. (1.4.2)
IK,(0) €0 Jo 0 a €o

47

Betrachten wir nun ein beliebig geformtes Volumen V/, das die Punktladung im Inneren enthilt. Nun existiert
eine Kugel K (0), die ganz in diesem Volumen enthalten ist. Wir wenden nun den Gaufischen Integralsatz
auf das Volumen V/ = V' \ K (0) an, also das Volumen V, aus dem die ganz im Inneren enthaltene
Kugel herausgeschnitten ist. Dann gilt wegen des Gauflschen Integralsatzes

Pf E=| drdivE. (1.4.3)
av’ 4
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1.4. Das Gaufssche Gesetz fiir das elektrische Feld

Durch explizite Berechnung der Divergenz ergibt sich (Nachrechnen)
divE(7)=0, fiir 7 0. (1.4.4)

Da V' den Ursprung nicht enthilt, gilt also
L $f.E=o. (1.4.5)
V/

Nun ist aber der Rand von V’ der Rand von V, also dV, und die herausgeschnittene Kugel K (0). Da das
Flichennormalenelement im Gauf3schen Satz definitionsgemifl immer aus dem Volumen herauszeigt, zeigt
es fiir JK,(0) immer auf den Ursprung hin, also entgegengesetzt wie in (1.4.2). Wir erhalten also aus (1.4.5)

Ozf dzf-E—J dzf-E:f PfE-1, (1.4.6)
av JK,(0) av €
wobei wir uns im letzten Schritt bedient haben. Es gilt also
f PfE=12 (1.47)
av €0

fiir jedes Volumen V/, das die Ladung im Inneren enthilt.

Betrachten wir nun eine kontinuierliche ruhende Ladungsverteilung. Gemif§ (1.2.11) ist dann das elektrische
Feld durch
N~
E(F)= d3r/—’o(r ) 77
R? 4req |7 —7)

(1.4.8)

gegeben. Integrieren wir dies nun iiber eine beliebige Oberfliche JV eines beliebigen Volumens V, und
nehmen wir an, dass wir die beiden Integrationen vertauschen diirfen, bendtigen wir zunichst nur das Integral

-7
)= &f —. (1.4.9)
av 7 —7P
Dies ist aber genau das Feld einer Punktladung ¢ = 47r¢,. Daher zeigt die Betrachtung oben, dass
=/
1= 47t falls Z eV, (14.10)
0 falls 7 ¢V.
Damit folgt das Gauf’sche Gesetz fiir das elektrische Feld in Integralform
=7
j &2f - E :J #1727 if &1 o) = 2 (1.4.11)
av RS dneg € )y €0

d.h. der Fluss des elektrischen Feldes durch die Oberfliche dV eines beliebigen Volumens V' ist
Qy /€q, wobei Qy, die in V enthaltene elektrische Ladung ist.

\.

Wenden wir nun (1.4.11) auf ein Volumen AV um 7 an, und kontrahieren AV auf 7, kdnnen wir unter
Verwendung der Definition der Divergenz eines Vektorfeldes (1.3.30) das Gaufische Gesetz in lokaler (diffe-
rentieller Form) schreiben:

| R
divE(t,7)=—p(t,7). (1.4.12)
€
Wie bereits durch die Argumente der Felder angedeutet, gilt diese Maxwell-Gleichung nicht nur fiir den
oben ausfiihrlich betrachteten statischen Spezialfall sondern generell fiir alle Situationen, also auch fiir zeit-
abhingige Felder.

29



1. Elektrostatik

1.4.1 Das Spatprodukt

A7, %7, Der Vollstindigkeit halber erwihnen wir noch das Spatpro-
dukt, das die Berechnung des Volumens beliebiger Parallel-
epipede oder ,Spate“ erlaubt. Das Spatprodukt ist definiert fiir
drei Vektoren 7;, U, und 75 durch

mitcosp, ¢ = Z(T; X Ty, V3). Aus der Zeichnung wird deut-
lich, dass es vom Betrag her das Volumen des durch die drei
Vektoren aufgespannten Parallelepipeds oder Spats ergibt.
Das Spatprodukt ist offenbar positiv, wenn die drei Vektoren
vol(%,, %, U3) = (¥, X 0,)- Uy = £hF eine rechtshindige und negativ wenn sie eine linkshindige Ba-
sis bilden.
Falls die Vektoren linear abhingig sind, d.h. liegen die Vektoren alle in einer Ebene oder sind sogar alle parallel
zueinander, verschwindet das Spatprodukt. Sind nimlich die drei Vektoren linear abhingig, gibt es Zahlen A,
und A,, so dass 95 = A, 7;+A,7,. Nun ist das Vektorprodukt 9, X 7, ein sowohl zu 7, als auch zu T, senkrechter
Vektor, und das Skalarprodukt mit 75 verschwindet demnach. Nehmen wir umgekehrt an, das Spatprodukt
der drei Vektoren verschwindet, bedeutet dies, dass U5 senkrecht auf 9, x 7, liegt, und das besagt, dass 75 in
der von 7, und 7, aufgespannten Ebene liegt und also wieder 7; = 4,7, + 4,7, gilt. Daraus folgt, dass drei
Vektoren dann und nur dann linear abhingig sind, wenn das Spatprodukt verschwindet.

Fiir die Berechnung von Volumenintegralen ist das Spatprodukt wichtig, wenn man eine Parametrisierung
des Volumens verwendet, fiir die die Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien nicht paarweise senkrecht
aufeinander stehen. Gewdhnlich ordnet man die Parameter ¢;, ¢, und g5 in der Reihenfolge an, dass die
Tangentenvektoren positiv orientiert sind.

Dann ist das (dann positive) Volumenelement allgemein durch das Volumen infinitesimalen Spats ge-
geben, das von den Tangentenvektoren der drei Koordinatenlinien aufgespannt wird

dr _dr\ 97
d&’r =dq,dg,dg < X > :
e dq; dq,) 9q

(1.4.14)

Zur Ubung empfichlt es sich, die Volumenelemente fiir Zylinder- und Kugelkoordinaten bzw. (1.2.22)
nochmals mittels der Formel (1.4.14) zu berechnen! Die jeweilige Standardreihenfolge der Parameter ist fiir
Zylinderkoordinaten (R, ¢, z) und fiir Kugelkoordinaten (7,3, ).

1.5 Das elektrostatische Potential

Aus der Mechanik kennen wir den Begriff der Arbeit. Die Bewegungsgleichung fiir ein Punktteilchen in
einem elektrischen Feld lautet

m¥ = qE(7). (1.5.1)

Wir kénnen nun den Energiesatz herleiten, indem wir diese Gleichung mit 7 multiplizieren und nach der
Zeit integrieren:

2] .o . . 2] .S
f dtnﬁ-?:%72(z2)—%*2(t1):AEkm= f deg7 -EF)=W. (1.5.2)
t b
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1.5. Das elektrostatische Potential

Dabei ist W die am Teilchen verrichtete Arbeit und
Egn=—71"=—0 (1.5.3)

die kinetische Energie des Teilchens.

Wir erinnern uns nun daran, dass der Energiesatz sich besonders einfach formulieren lisst, wenn die Kraft
ein Potential besitzt, d.h. wenn ein skalares Feld ® existiert, so dass

9
E(F)=—Vé=—|(g |® (1.5.4)
2
gilt, denn dann wird
ty . . ty d . . .
W = f dt[—q7 -VO(7)] = qf dt[—aé(r)] =—q[®(7,)—2(7))]. (1.5.5)
b 151

Die Arbeit hingt also in diesem Fall nur von Anfangs- und Endpunkt der Trajektorie des Teilchens ab.
Wir kdnnten die Arbeit also offenbar durch Integration entlang eines beliebigen Weges erhalten, der 7| mit
7, verbindet, und wir miissen nicht notwendig entlang der tatsichlichen Trajektorie des Teilchens integrie-
ren. Wir kommen darauf unten noch ausfiihrlich zuriick. Definieren wir dann als potentielle Energie des

Teilchens

U(7)=q2(7), (1.5.6)

folgt
Eyin(ty) — Eyiy(t) =—[U(7,) = U(7)] (1.5.7)

oder
E(1y) = iin(ty) + U(7y) = Eiiy (1)) + U(7,) = 6(1). (1.5.8)

Dies besagt, dass fiir die Bewegung des Teilchens die Gesamtenergie
&=Eg, +U(¥) (15.9)

erhalten ist. Dabei verwenden wir das Symbol & fiir die Gesamtenergie des Teilchens, um Verwechslungen
mit dem Betrag des elektrischen Feldes £ = |E| zu vermeiden.

Fiir das Potential des elektrostatischen Feldes fithrt man zu Ehren des Erfinders der Batterie Alessandro Volta
(1745-1827) die Einheit V ein: 1V = 1]/C = 1kgm?/(As®). Entsprechend gibt man gewohnlich elektrische
Feldstirken in der Einheit V/m an.

1.5.1 Das Coulomb-Potential

Betrachten wir nun das Coulomb-Feld. Fiir eine Punktladung Q im Ursprung gilt

En=L7-_Q ;

- 3 27"
dreg r>  4meyr

(1.5.10)

Wir wollen nun {iberpriifen, ob fiir dieses Feld ein Potential existiert.

Wir kénnen uns die Arbeit erheblich erleichtern, indem wir die Kugelsymmetrie dieser Ladungsanordnung
ausniitzen. Wir erwarten, dass aufgrund dieser Symmetrie das Potential nur vom Abstand r zur Punktladung,
nicht von der Richtung von 7 abhingt, d.h. wir machen den Ansatz

O(7) = (). (1.5.11)
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1. Elektrostatik

In der Tat folgt fiir den Gradienten mit der Kettenregel

ar
Vo =0(r)| &r | = (r)Vr. (1.5.12)
A

Nun ist, wieder mit der Kettenregel

2 2x,

1 1
Vr=|34 \/xlz+x22+x32: — 2x, | =—r=e,. (1.5.13)
3, 24/ x{ + x5+ x5 2%, r

Also folgt aus (1.5.13)

E(F)=—Vo=—&(r),. (1.5.14)

Durch Vergleich mit ergibt sich
()= 1.5.15
(") 4reqr? ( )

Das Potential ist also bis auf eine irrelevante Konstante durch

<I>(r):—Jdr Q__ @ (1.5.16)

2
dregr?  4meyr

bestimmt. Das bedeutet, dass das Coulombfeld (1.5.10) tatsichlich ein Potential besitzt, das durch das
Coulomb-Potential (1.5.16) gegeben ist.

In haben wir das Feld einer allgemeinen Ladungsverteilung o den Ausdruck

E(?):L{}& ) 77 (1.5.17)

4req |7 —7)?
gefunden. Offenbar gilt (Nachrechnen!)

—) N 1
—f o (1.5.18)
TP

Yl« *l'

Dabei bedeutet der Index r am Nabla-Symbol, dass wir nach den Komponenten von 7 und nicht nach 7/
ableiten. Demnach besitzt jedes elektrostatische Feld ein Potential, das durch

@(?):J @y — L0 (1.5.19)
R3

4req|7 —7/|

gegeben ist.

1.5.2 Wegintegrale

Wir wollen nun noch etwas genauer Wegintegrale betrachten. Wir definieren einen Weg C durch eine Pa-

rametrisierung 7 = 7(A), A € [, 4,]. Dann definieren wir das Wegintegral eines beliebigen Vektorfeldes
durch

f d7 - A(7 f d/l A[FN)]- (1.5.20)
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1.5. Das elektrostatische Potential

Wir haben oben gesehen, dass in dem Fall, dass das Vektorfeld ein Potential besitzt, d.h. gibt es ein skalares
Feld @, so dass A = —V& gilt, so hingt das Wegintegral nur von Anfangs- und Endpunkt ab. Wir wollen
nun umgekehrt annehmen, dass das Wegintegral in diesem Sinne in einem bestimmten offenen Bereich des
Raumes wegunabhingig ist. Dabei heif3t ein Bereich offen, wenn fiir jeden Punkt 7 in diesem Bereich eine
Kugel mit dem Mittelpunkt 7 existiert, die ganz in dem Bereich liegt. Es sei weiter der Bereich so geartet,
dass ein Punkt 7, existiert, so dass es zu jedem Punkt 7 in dem Bereich ein Weg C(7) existiert, der 7, mit 7
verbindet. Dann liegt es nahe, dass das Potential durch

@(7):—[ 47 A7) (1.5.21)
()

gegeben ist.
Um zu sehen, dass dies in der Tat der Fall ist, berechnen wir die partielle Ableitung

(7 + Ax,é,)—®(7)

a%(7)= Alilrgo Ax, (1.5.22)
Nun ist aber wegen (1.5.21)
O(F + Ax,8,)—B(F) = — U d7' - A7) —f d7’ -Z{(?’)} . (1.5.23)
C+0%2,) C)

Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist nun offenbar ein Wegintegral
entlang eines Weges, der 7 mit 7 + Ax, €, verbindet (s. die nebenstehende
Abbildung). Nun kénnen wir Ax, so klein wihlen, dass die entsprechen-
de gerade Verbindungsstrecke ganz in dem betrachteten Bereich liegt. Da

voraussetzungsgemafy Wegintegrale von A in diesem Bereich unabhingig
vom Weg sind, kénnen wir in die eckige Klammer durch das We-
gintegral entlang dieser geraden Verbindungsstrecke parallel zur x;-Achse
ersetzen. Wir parametrisieren diesen Weg C durch 7/(A) = 7 + Aé; mit

Ae[0,Ax,], dh.

Ax, .
<I>(7+Ax1?1)—<1>(7):—f d?’-A(?’):—f dAé, - A(7 + Aé)). (1.5.24)
C 0

Setzen wir dies in (1.5.22) ein, erhalten wir

Pl Axy
N 3Ax1 0

2,8(7) = dAE,-AGF + A8, =—A,(7). (1.5.25)

Ax;=0

Genau analog zeigt man, dass entsprechende Beziehungen auch fiir die partiellen Ableitungen nach x, und x;

gelten, d.h. wir haben mit (1.5.22) insgesamt

A=—V0. (1.5.26)
1.5.3 Die Rotation eines Vektorfeldes
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1. Elektrostatik

geschlossener Weg: C, — C, Wir wollen nun ein lokales Kriterium fiir die Wegunabhingigkeit von

Wegintegralen fiir Vektorfelder finden. Offenbar liegt Wegunabhingigkeit
vor, wenn fiir jeden geschlossenen Weg C in dem betrachteten Bereich

f d7-A=0 (1.5.27)
C

gilt (vgl. die nebenstehende Skizze).

Einen solchen geschlossenen Weg konnen wir nun als Randkurve
irgendeiner Oberfliche F auffassen, d.h. es sei C = JF. Wir legen
dabei die Orientierungskonvention wieder mittels einer Rechte-
Handregel fest: Zeigen die gekriimmten Finger der rechten Hand in
Richtung der Orientierung der Randkurve dF, so weist der Dau-
men in Richtung der Flichennormalenvektoren.

Es sei nun ein Vektorfeld A(7) gegeben. Dann definieren wir ein neues Vektorfeld rot A(7), die Rotation des
Vektorfeldes durch den folgenden Grenzwert:

\.

Sei AF ein kleines Flichenstiick um die Stelle 7 mit Randkurve d F. Die Fliche und die Randkurve sei-
en gemifl der eben beschriebenen Rechte-Handregel orientiert, und sei 7 der Flichennormalenvektor
bei 7. Dann gilt

wobei AF — {7} bedeuten soll, dass man das Flichenstiick auf den Punkt 7 unter Beibehaltung des
Flichennormalenvektors 7 auf7 kontrahiert.

irotd(F)= lim —— | d7-4, (15.28)
AF—>{?}AF IAF

Man kann nun diese Vorschrift fiir 7 = ¢; mit ;j € {1,2,3} anwenden, wobei die ¢; wieder ein rechtshindiges
kartesisches Basissystem bilden sollen. Als Flichenstiicke wihlen wir dann Rechtecke parallel zu den Koordi-
natenebenen. Nehmen wir z.B. ein solches Flichenstiick parallel zur x;x,-Ebene, ist 72 = &; (s. Skizze unten),

so dass
N x,+Ax, , , ,
€3 'rOtA: N Ax {f de[Az(xl +AX19x2,X3)_A2(x19x27x3):|
e (1.5.29)
x+Ax;
_f dx{[Al(x{,xz+Ax2,x3)—A1(x{,x2,x3)}.
X1
X Fiir AF — 0 konnen wir
é-rotA= Ax, Axy[3 A7) — A, (F
= QA7) — A7)
Ax,
Durch zyklisches Vertauschen der Indizes erhilt man insgesamt (Nachprii-
fen!)
L [T HA;— A4,
T\ rotA= 3A,— 3.4, |. (1.5.31)
X glAZ - 32A1
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1.5. Das elektrostatische Potential

Mit dem Nabla-Operator konnen wir dies auch in der Form (Nachrechnen!)
rotA=V xA (1.5.32)

notieren.

1.5.4 Der Stokessche Integralsatz

Wie aus der Definition der Divergenz sich unmittelbar der Gauf8sche Integralsatz ergeben hat, kénnen wir
jetzt den

Stokesschen Integralsatz formulieren:
f Ef rotV=| d7-V. (1.5.33)
A dA

Wie oben definiert, muss man dabei bei der Orientierung der Flichennormalenvektoren auf der linken
und der Randkurve auf der rechten Seite die Rechte-Hand-Regel beachten.

Um dies zu zeigen, muss man nur entsprechend der nebenstehenden Skiz-
ze die Fliche in viele kleine Flichenstiicke unterteilen und auf jeder dieser

Flichenstiicke die Definition der Rotation (1.5.19) anwenden:

—

J dzf-rot\;:AAjﬁ~rot V(f)
& (1.5.34)

:J d7 - V.
INA;

Bei der Summe iiber alle Flichenstiicke heben sich die Wegintegrale tiber
die inneren Linien weg, weil diese jeweils zweimal in entgegengesetztem Sinne durchlaufen werden, und es
bleibt nur das Wegintegral iiber den Rand der Gesamtfliche tibrig. Im Limes beliebig feiner Unterteilung der

Flichenstiicke ergibt sich aus (1.5.34) fiir die linke Seite wieder das Flichenintegral und die rechte Seite ist
stets das Wegintegral iiber den Rand der Fliche, womit der Integralsatz von Stokes bewiesen ist.

1.5.5 Das Lemma von Poincaré

Wir konnen nun die lokale Bedingung, dass ein Vektorfeld ein Potential besitzt, formulieren. Es muss dazu
tiir jede geschlossene Kurve C notwendig (1.5.27) gelten, d.h. gemifd der Definition der Rotation (1.5.28), dass

notwendig

—

rotA=V xA=0 (1.5.35)

gelten muss.

Das wird auch durch diquifferentialausdrﬁcke fiir den Gradienten und die Rotation in kartesischen Koordi-

naten klar. Ist nimlich A = —V® mit einem Skalarfeld ®, so ist aufgrund der Vertauschbarkeit der zweiten
Ableitungen
2 a,® 33,0 — 3,5, 0
rotA=—rotgrad®=—|J, | x| &4® |=—| 49,2—9, 3% |=(0]. (1.5.36)
3 e 36,2 — 3,0, 0
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1. Elektrostatik

Abbildung 1.2: (a) Einfach zusammenhingendes Gebiet: Man kann jede geschlossene Kurve stetig zu einem
Punkt zusammenziehen, wobei sie die blau schraffierte Fliche tiberstreicht, die die Ausgangskurve als Rand
besitzt, und somit der Stokessche Integralsatz wie in gezeigt anwendbar ist, um zu zeigen, dass We-
gintegrale iiber das Vektorfeld A entlang aller geschlossenen Kurven verschwinden, so dass folglich die We-
gintegrale iiber offene Wege nur vom Anfangs- und Endpunkt dieser Wege, nicht aber von der spezifischen
Form der entsprechenden Kurven, abhingen. (b) Mehrfach zusammenhingendes Gebiet: Hier ist ein roter

Zylinder aus dem Definitionsbereich von A herausgeschnitten. Dort kénnen z.B. A und/oder rotA Singulari-
titen besitzen. Dann lisst sich jedenfalls die blaue Kurve nicht mehr stetig innerhalb des Definitionsbereichs
des Feldes bzw. dessen Rotation zusammenziehen, d.h. wir kdnnen auch keine Fliche mit der vorgegebenen
Kurve als Rand mehr finden, auf die wir den Stokesschen Integralsatz anwenden kénnten. Damit muss, selbst
wenn die Rotation iiberall im mehrfach zusammenhingenden Definitionsbereich verschwindet, das Integral
entlang des geschlossenen Weges nicht notwendig verschwinden, und Integrale tiber offene Wege hingen i.a.
von der spezifischen Form des Weges ab. Entsprechend gibt es dann i.a. auch kein Skalarpotential, das im
ganzen mehrfach zusammenhingenden Definitionsbereich definiert ist.

Das Lemma von Poincaré besagt nun, dass auch umgekehrt aus rotA = 0 in einem einfach wegzu-
sammenhingenden Bereich folgt, dass ein Potential existiert.

Ein Bereich heifit dabei einfach wegzusammenhingend, dass man jede geschlossene Kurve innerhalb des Ge-
bietes stetig auf einen Punkt zusammengezogen werden kann. Eine solche Prozedur tiberstreicht aber dann

fiir jeden geschlossenen Weg C eine Fliche F mit JF = C (s. Abb. . Damit folgt aber aus rot A mit dem

Satz von Stokes

fd?-ﬁ: d?-ﬁ:fdzf-rotz?{:o, (1.5.37)
C JdF F

d.h. das Wegintegral von A entlang einer beliebigen geschlossenen Kurve C verschwindet und gemif unserer
obigen Betrachtung existiert damit ein Potential @, so dass A = —grad .

1.5.6 Lokale Gleichungen der mikroskopischen Elektrostatik

Wir kénnen nun die lokalen mikroskopischen Feldgleichungen fiir elektrostatische Felder formulieren.
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1.5. Das elektrostatische Potential

Die lokale Form des Gaufschen Gesetzes fiir das elektrische Feld lautet gemifd

L. .
divE=V.E=—p, (1.5.38)
€0

und aus der Existenz eines Potentials fiir das elektrische Feld folgt notwendig

rot E =V x E =0. (1.5.39)

Mit dem Lemma von Poincaré folgt, dass (zumindest fiir einfach wegzusammenhingende Gebiete) ein Poten-
tial ® existiert, so dass _ .
E=—grad®=—V9. (1.5.40)

Setzt man dies in (1.5.39) ein, folgt fiir eine gegebene Ladungsverteilung erfiillt also ® die Poisson-Gleichung
(Siméon Denis Poisson, 1781-1840) fiir das Potential

= 1
divE = —divgrad® =—A® = —p. (1.5.41)
€
Wir haben auch oben mit (1.5.19) bereits die Losung fiir diese Differentialgleichung gefunden
=/
aF)= [ &r—LT) (15.42)
R} 4rteo|7 — 7|

~ a

Wir bemerken noch, dass man auch
divgrad® = A® =V .Vé = 326 + 32 + 3} (1.5.43)

schreibt. Der so definierte Differentialoperator A heifit Laplace-Operator (Pierre Simon Laplace,
1749-1827). Die Poisson-Gleichung kann also auch in der Form

N o (1.5.44)
€

geschrieben werden.

Wir kénnen diese Gleichung oft auch viel einfacher als tiber die Integration (1.5.42) 16sen, indem wir (1.5.44)
direkt integrieren. Das trifft insbesondere auf Ladungsverteilungen hoher Symmetrie zu. Betrachten wir als
Beispiel die homogen geladene Kugel.

Es ist also

. o fiur r=|7|<a,
= = 1.5.45
PP =p(r) {O fir r>a. ( )

Aufgrund der Kugelsymmetrie des Problems bietet es sich an, Kugelkoordinaten zu verwenden und anneh-
men, dass das Skalarpotential nur von r = |7| abhingt. Wie in (A.3.8) gezeigt, lautet dann die Gleichung
(1.5.44)

AD(r)=——=—[r®(r)]=——p(7). (1.5.46)

Betrachten wir zuerst den Fall » > 4. Dann ist p(r) = 0 und folglich

2 C
%[7@(7}]:0 = %[ﬂb(r)]:q = r®(r)=Cir+C, = <I>(r):C1+72, (1.5.47)
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1. Elektrostatik

wobei C,; und C, Integrationskonstanten sind, die wir noch bestimmen miissen; C; ist physikalisch irrelevant,
da das Potential nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist, und die physikalisch relevante GrofSe das
Feld E = —V@ ist. Es ist allerdings bequem, zu fordern, dass ®(r) — 0 fiir » — oo ist. Damit ist C; = 0;
C, ergibt sich aus dem Gauflschen Gesetz. Integrieren wir das elektrische Feld tiber eine Kugel mit Radius
7o > a, ist in deren Inneren die Gesamtladung enthalten, d.h. es gilt

.. 4
f d&*f -E= Q mit Q= —n/ooa3. (1.5.48)
aK‘fo (O 3
Nun ist aber gemif}
= > . C
E=—V¢=¢ —. (1.5.49)
r

Fiir die Kugel ist d? ]F = dpdd r?sin9é, und damit

N 21 T
f dzf-E:J dgof dﬁrzsim?rz%:MrCzég
IK,, 0 0 r

€0

(1.5.50)
= C2 = Q .
4re,
Fiir r > a haben wir also ein Coulombfeld wie mit einer Punktladung Q im Ursprung:
3 3
sr)=—2 P Fog Qg Pt (1.5.51)
dregr  3egr 4reyr? 3eqr?
Nun betrachten wir den Fall » < 4. Dann lautet (1.5.47)
192
2 ra(r)] =L (1.5.52)
r dr? €0
Zweimaliges Hochintegrieren liefert (Nachrechnen!) dann
C/
B(r)=—L2924Cl+ 2 (r<a). (1.5.53)
6¢, r

Da wir fiir < a eine kontinuierliche Ladungsverteilung haben, muss das Potential fiir » = 0 wohldefiniert
sein. Daher ist C; =0 zu setzen:

@(7)2_57072+C{ (r <a). (1.5.54)
0

Weiter sollte das Potential bei » = a stetig sein, d.h. es folgt mit (1.5.51)

3 2
S B N o i AN o Yy iy (1.5.55)
6¢, 3¢, 2¢,

so dass wir schliefilich fiir das Potential

6%(342 —r?) fir r<a,
°=1fe_ o o, . (1.5.56)
3egr T 4megr
und fiir das elektrische Feld
- - R '%_), fir r<a,
E=—Vd=—¢, 0= 05 (1.5.57)
Lot — e. fir r>a
3egr? 4reyr? €y

erhalten. Wie zu erwarten, stimmt dies mit (1.2.37) und (1.2.38) iiberein, denn esist e, =7 /7.

38



1.5. Das elektrostatische Potential
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Abbildung 1.3: Aquipotentialflichen und elektrisches Feld einer Punktladung Q > 0. Fiir die Aquipotential-
linien wird C in dquidistant gewihlt. Da E = —V@ ist, ist das elektrostatische Feld stets in Richtung
des grofiten Gefilles gerichtet, also in der Richtung entlang derer C am schnellsten abnimmt, d.h. je dichter
die Aquipotentialflichen in einem solchen Konturplot sind, desto grofier das elektrische Feld. In diesem Bild
geben die Pfeilchen die Richtung des elektrischen Feldes an. Der Betrag E ist durch die Farbe der Pfeilchen
angegeben. Das dreidimensionale Bild ergibt sich durch Rotation um die z-Achse.

1.5.7 Visualisierung elektrostatischer Felder

Ein anschauliches Bild fiir das Potential und das entsprechende elektrostatische Feld ergibt sich durch die
Betrachtung der Flichen konstanten Potentials, die sogenannten Aquipotentialflichen

®(7) = C = const. (1.5.58)

Fiir jedes Potentialniveau C ist dies die implizite Beschreibung einer Fliche, entlang derer das Potential con-
stant ist.
Setzen wir nun eine Kurve 7 = X(A), die auf der solchen Aquipotentialfliche mit fest vorgegebenem C ver-
liuft, ein und bilden die Ableitung nach A, folgt aus der Kettenregel

d dx - dx -

B[FN)]=C > —B[F(N)]= = . VE[F(N)] = —— . E

0 =4 (1.5.59)

Das bedeutet, dass das elektrische Feld tiberall senkrecht auf der auf der Aquipotentialflichen verlaufenden
Kurve steht, denn dX/dA ist der Tangentenvektor an die Kurve.

Da dies fiir beliebige solcher Kurven gilt, steht somit das elektrische Feld in jedem Punkt stets senkrecht
auf der diesen Punkt enthaltenden Aquipotentialfliche.

Ein einfaches Beispiel ist das Coulomb-Feld. Das Potential ist

(1.5.60)
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Abbildung 1.4: Aquipotentialflichen und elektrisches Feld fiir einen Dipol mit Dipolmoment p = p¢, im
Ursprung. In diesem Bild geben die Pfeilchen die Richtung des elektrischen Feldes an. Der Betrag von E ist
durch die Farbe der Pfeilchen angegeben. Das dreidimensionale Bild ergibt sich durch Rotation um die z-
Achse.

Die Aquipotentialflichen sind in diesem Fall offenbar durch » = const gegeben. Sie sind also Kugeln mit
Mittelpunkt am Ort der Punktladung. Das elektrische Feld ist

-

Fe—vo- Q2 T (1.5.61)
4rreq 13

also in der Tat radial gerichtet und damit orthogonal zu den Aquipotentialflichen.
In diesem Fall besitzen das Potential und das elektrische Feld eine Singularitit am Ort der Punktladung. Sie
ist eine Quelle (Q > 0) bzw. Senke (Q < 0) des elektromagnetischen Feldes.

Man kann auch die Feldlinien definieren, die definitionsgemif} die Linien sind, deren Tangenten in
jedem Punkt 7 in Richtung des elektrischen Feldes E(7) an diesem Punkt weisen. Dort wo sich Punkt-
ladungen befinden, enden die Feldlinien.

1.5.8 Beispiel: Potential fiir einen elektrischen Dipol

Wir haben oben in Abschnitt[1.2.1das Feld eines elektrischen Dipols aus dem Limes fiir zwei entgegengesetzt
gleiche Punktladungen fiir verschwindenden Abstand hergeleitet. Es ist klar, dass wir auch das dazugehorige
Potential auf diese Weise berechnen kénnen. Wir iibernehmen die Bezeichnungen aus Abschnitt[1.2.1} Dann
ist klar, dass das Potential einfach die Summe aus den beiden Coulomb-Potentialen fiir die Ladungen ist, also

. Q 1 1
0] = — . 1.5.62
(7.d) 47eg <|7—d33/2| 7 +433/z> (1.5.62)
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1.5. Das elektrostatische Potential

Dies entwickeln wir wieder bis zur ersten Ordnung in d

de(7,d)|  Q de-7

7, d)=d(7,d =0)+d ——~ =
(r3 ) (7’ )+ Bd d:o 47'[60 7_3

+ 0(Qd?). (1.5.63)

Lassen wir wieder d — O gehen, wobei p = Qdé; = const gehalten wird, erhalten wir schliefSlich fiir das
Potential eines Punktdipols

-

L PT
o(7)= Pt (1.5.64)

Das elektrische Feld ist in Ubereinstimmung mit (1.2.10)

E:—%‘I)— !

= m[3(;7; F)F—rp]. (1.5.65)
0

1.5.9 Energie des elektrischen Feldes

In diesem Abschnitt wollen wir uns tiberlegen, inwiefern ein elektrostatisches Feld Energie besitzt. Dazu
fragen wir nach der Gesamtenergie, die wir bendtigen, um eine vorgegebene Ladungsverteilung po(7) zu pré-
parieren.

Dazu betrachten wir zunichst den entsprechenden Fall fiir eine Anzahl von Punktladungen Q; (7 € {1,...,N}),
die wir uns an den Stellen 7; angeordnet denken. Wir berechnen nun die gesamte Arbeit, die wir bendtigen,
um die Punktladungen nacheinander aus dem Unendlichen an die jeweils vorgegebenen Orte zu bringen. Of-
fenbar benétigen wir keine Arbeit, um die erste Ladung Q, aus dem Unendlichen an die Stelle 7, zu bringen.
Diese Punktladung erzeugt nun das elektrische Coulomb-Feld

= = = Q _ Q7 —7y)

E\(7)==V;®,(7)=—V; =

(1.5.66)

Dabei haben wir benutzt, dass wir das Coulomb-Feld aus dem entsprechenden Coulomb-Potential herleiten
konnen.

Die Arbeit, die man benétigt, um die Ladung Q, aus dem Unendlichen an ihren Ort 7, zu beférdern, ist nun
vom Weg C unabhingig, da die Kraft aus einem Potential ableitbar ist. Nun gilt fiir die potentielle Energie
der Ladung Q, (wobei wir den Nullpunkt der potentiellen Energie ins Unendliche verschoben denken) (vgl.
den entsprechenden Beweis in Abschnitt

W, =— f &7 - QuE\(7) = + j 47 - Q,V%,(7)
C C
2,0,

N 4”€o|72—71|.

(1.5.67)
= Qz‘I’1(7z)

Die Punktladung Q5 muss sich nun durch das Feld beider Ladungen Q, und Q, bewegen. Dabei addieren sich
die potentiellen Energien aufgrund der Bewegung im Feld von Q; und Q,, d.h. wir erhalten fiir die gesamte
potentielle Energie der drei Ladungen

QR QW

W, =W, + — T
’ 2 dreo|rs— 7| Ameg|Ts—T7,)

(1.5.68)
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1. Elektrostatik

Auf diese Art kdnnen wir weiter argumentieren, um schlief8lich fiir die gesamte potentielle Energie in
der Ladungsanordnung

@
W, _ = — 1.5.69
N 2471'6 |r—r| = 47‘[6 |r —7. ZQZ ] ( )
0 0 ] 176]
zu erhalten.
Dabei ist 9
® ()= —L— (1.5.70)
] 4req|7 — rj|

das Coulomb-Potential aufgrund der Anwesenheit der Ladung Q;. Dabei ist die Einschrinkung i # ; bei der

Summation {iber alle Ladungspaare wichtig, weil die Selbstenergie der Punktladung, also W (selbst) =Q,;%,(7,)
ein sinnloser Ausdruck ist, da der Nenner hierbei Null wird.

Fiir eine kontinuierliche Ladungsverteilung kénnen wir nun (1.5.69) naiv in der Form
W=~ f $r J &y LR (1.5.71)
R3 R3

4req|T—7

schreiben. Dabei haben wir aber die Einschrinkung, dass keine Selbstenergien mit einbezogen werden sollen,
nicht berticksichtigt. Dies ist aber physikalisch nicht relevant, da wir nur eine Konstante zur potentiellen
Energie hinzugefiigt haben. Sind allerdings Punktladungen involviert, ergibt sich das eben besprochene Pro-
blem, dass diese Konstante divergiert. Wir konnen diese Divergenzen abziehen, da die potentielle Energie
einer Ladungsverteilung ohnehin nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist.

Wir kénnen nun aber (1.5.71) als Feldenergie interpretieren, d.h. durch die Arbeit, die wir verrichtet
haben, um die Ladungsverteilung aus dem Unendlichen in die durch p(7) gegebene Konfiguration zu
bringen, kann als die Energie des dadurch entstandenen elektrischen Feldes interpretiert werden.

Dazu bemerken wir, dass das Volumenintegral iiber 7’ das elektrostatische Potential dieses Feldes ist, d.h. wir

konnen (1.5.71) in der Form

1
W=— f &’ o(7)®(7). (1.5.72)
2 )
Nun verwenden wir das Gaufische Gesetz in Differentialform, also div E = e/ €o:
W= &reF)divER). (1.5.73)
2 e

Aufgrund der Produktregel gilt (Nachrechnen durch Verwendung kartesischer Koordinaten!)
div(E®) = ®divE + E - grad® (1.5.74)

bzw.
odivE = div(E®)—E - grad® = div (E®) + E>. (1.5.75)

Setzen wir dies in (1.5.73) ein, konnen wir auf den ersten Ausdruck den Gauflschen Integralsatz anwenden.
Dabet ergibt sich ein Oberflichenintegral im Unendlichen. Wir nehmen an, dass die Ladungsverteilung nur
auf ein endliches Gebiet beschrinkt ist, so dass dieser Beitrag wegfillt. Damit erhalten wir schliefSlich

W= G—OJ LrEAF). (1.5.76)
2 )
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1.5. Das elektrostatische Potential

Diese Gleichung lisst nun die feldtheoretisch motivierte Annahme zu, dass
w(7) = %Ez(?) (15.77)

die Energiedichte des elektrischen Feldes darstellt.

\.

Dies konnen wir an dieser Stelle nur als Postulat hinnehmen, denn wir haben ja eigentlich nur fiir das
Integral iiber die gesamte Ladungsverteilung hergeleitet und durften daher den Oberflichenbeitrag aufgrund
des ersten Terms in unter Verwendung des Gauflschen Integralsatzes in weglassen. Integriert
man hingegen nur tiber ein beliebiges Teilvolumen V' unterscheidet sich die darin enthaltende Feldenergie
aufgrund der Interpretation von als Energiedichte des elektrischen Feldes in der Tat gerade um den
entsprechenden Oberflichenterm. Wir erhalten namlich bei Integration iiber ein endliches Volumen

wy, =2 f d%fz(?):—@f PrE(7)- grad ®(7). (1.5.78)
2 )y 2 )y

Dabei haben wir £ = —grad ® verwendet. Mit (1.5.74) konnen wir dies wieder in einen durch ein Volumen-
integral gegebenen Anteilen und einen Oberflichenbeitrag, indem wir auf die totale Divergenz wieder den
Gauflschen Integralsatz anwenden, schreiben. Es ergibt sich, wieder unter Verwendung des Gauflschen Ge-

setzesdivE =V -E = o/ € (Nachrechnen!)

1 o 7 2o

W{/:—f d3r,o(r)<1>(r)—€—of d&f - E(7)®(7), (1.5.79)
2)v 2 Jav

d.h. W}, unterscheidet sich von dem aufgrund der Uberlegung, die zu (1.5.72) gefiihrt hat, eben durch den

Oberflichenterm. Dies ist aber andererseits auch irrelevant, da nur die Gesamtenergie eine physikalisch in-

terpretierbare Bedeutung besitzt, insbesondere beim Energieerhaltungssatz. Wir werden dies im nichsten

Kapitel noch genauer diskutieren, wenn wir im Vollbesitz der Maxwell-Gleichungen sind.

1.5.10 Beispiel: System von Punktladungen

Zum Abschluss der Elektrostatik im Vakuum wollen wir noch zeigen, dass die Interpretation als Ener-
giedichte fiir ein System von Punktladungen bis auf die divergierende Selbstenergie zum korrekten Resultat
fihrt. Dabei geniigt es, den Spezialfall von nur zwei Ladungen Q; und Q, zu betrachten, und wir
konnen das Koordinatensystem so wihlen, dass 7, = 0 ist, d.h. die Ladung Q, sitze im Ursprung des Koor-
dinatensystems. Um die divergierende Selbstenergie zu vermeiden, regularisieren wir die Ladungsverteilung
dadurch, dass wir statt Punktladungen kleine endlich ausgedehnte homogen geladene Kiigelchen mit Radius

a betrachten. Dann gilt wegen (1.5.57) fiir die entsprechenden Felder

E = %3 . fir 74 (1.5.80)
! gl‘:—r; = 435‘0773 fir r>a,
2 %_072) fir r<a, (15.81)
T\ S = fir > B
Dabet ist ; 3
P1= F(ig, o= 47_(3:3. (1.5.82)
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1. Elekrrostatik
Die Gesamtenergiedichte ist nun
€ - - € - - - -
w= 5°(E1+E2)2: ?O(E12+E22+2E1 -E,). (1.5.83)

Die ersten beiden Terme fithren zu den Selbstenergiebeitrigen. Es gentigt, den ersten Term auszurechnen,
denn fiir den zweiten erhilt man offensichtlich das analoge Resultat. Aus (1.5.81) folgt mit Kugelkoordinaten
fiir die Selbstenergie der ersten Ladung

W, =— |:f drf dt? dgor sind
18¢,

f drf d19 dg&smz? ]

Die Winkelintegrationen ergeben offenbar einfach den vollen Raumwinkel 47t (Nachrechnen!) d.h. (Nachrech-

nen)
2% [ (@ o0 6
VVH:—P1 [J drr4+J drd—i|
9, LJo P r2

44571'/0% 3Q12
N 15¢, _207'5604'

(1.5.84)

(1.5.85)

In der Tat divergiert dieser Ausdruck, wie zu erwarten, fiir 2 — 0. Fiir die zweite regularisierte Ladung folgt
genauso

3Q;

Wy = ——.
2 207eqa

(1.5.86)

Fiir den gemischten Term kdnnen wir @ = 0 setzen, denn dieser Beitrag sollte endlich sein. In der Tat gilt

W, = eof &rE, -E,. (1.5.87)
R3

Nun ist fiir « — 0 gemif} (1.5.80) und (1.5.81)

W, = %J @y 0= (1.5.88)
R3

1672¢, 37 —7,)3

Nun bietet es sich an, die x;-Achse in Richtung von 7, zu legen und dann Kugelkoordinaten einzufiihren.
Dann ist 7 - 7, = r r, cos ¥ und folglich (Nachrechnen!)

WlZZ%J dﬁf drsind r—rycos?
8 0 (

ey r2+4 77 —2r7ycos )/ (1.5.89)
_QQ f i sing = -aQ
877.'607’2 0 477:6072

Damit wird, wenn wir wieder Q, an eine beliebige Stelle 7, setzen, so dass dann 7, durch 7, — 7, zu ersetzen

1st
Q,Q,

W=W,+Wy,+W,= (Q1 +Q)+ PIURER-AE (1.5.90)
meo|7 — 7,

207
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1.6. Die Divac-8-Distribution und Green-Funktionen

Dies stimmt bis auf den regularisierten Selbstenergiebeitrag mit (1.5.67) iiberein, und in der Tat ist wie zu
erwarten die Selbstenergie unabhingig von 7, und 7,, so dass wir diese Konstante fiir alle physikalischen
Probleme einfach weglassen konnen. Man nennt dies Renormierung der Feldenergie. Dann erhalten wir

QR

W, ZW—WM—sz:Wu:m-
ol"1 2

ren

(1.5.91)

In der Tat liefert also die Annahme, dass die Dichte der Energie des elektrischen Feldes ist, bis auf
einen (divergierenden) konstanten Selbstenergiebeitrag die korrekte Wechselwirkungsenergie zwischen zwei
Punktladungen (und entsprechend durch Summation tiber ggf. mehr vorhandene Ladungspaare auch fiir ein
beliebiges System von ruhenden Punktteilchen) wie die direkte Berechnung dieser Wechselwirkungsenergie.
Wir haben bei unserer Berechnung der regularisierten Selbstenergie auch gesehen, dass fiir kontinuierliche La-
dungsverteilungen die Selbstenergiebeitrige endliche Konstanten sind und also auch im Endresultat belassen
werden konnen, denn alle physikalisch relevanten Groflen sind von additiven Konstanten im Potential un-
abhingig. So sind z.B. die Krifte auf die Teilchen aufgrund der elektrostatischen Coulomb-Wechselwirkung
(Nachrechnen!)

.- - 7 —7
Fi==V;W, :_V1W:Q1Q2 L,
4reg |1 —7

QlQZ 72_71 _ T

4reg |72_71|3 o

(1.5.92)

wie es sein muss!

1.6 Die Dirac-&-Distribution und Green-Funktionen

Es ist klar, dass Punktladungen im Sinne der klassischen Elektrodynamik Idealisierungen fiir endlich ausge-
dehnte makroskopische Korper sind, die man im betrachteten physikalischen Problem als ,klein“ ansehen
kann. Mathematisch betrachtet stellen Punktladungen im Zusammenhang mit den partiellen Differential-
gleichungen der Feldtheorie Singularititen dar. Um mit solchen Singularititen einfacher arbeiten zu konnen,
haben die Mathematiker die Theorie verallgemeinerter Funktionen entwickelt, die auch Distributionen
genannt werden. Wir betrachten hier die fiir die Feldtheorie wichtigste Distribution, die Dirac-8-Distribu-
tion (Paul Adrien Maurice Dirac, 1902-1984).

Wir kdnnen uns die Idee veranschaulichen, indem wir versuchen, eine Ladungsdichte p, fiir eine einzelne
Punktladung Q zu definieren. Es ist klar, dass das im tiblichen Sinne scheitern muss, denn stellen wir uns eine
Ladungsverteilung vor, die aus genau einer Punktladung Q im Ursprung des Koordinatensystems besteht,
so verschwindet definitionsgemif} in jedem noch so kleinen Volumen, das die Punktladung nicht enthilt,
die Ladung. Machen wir also um einen Punkt 7 # 0 das Volumen beliebig klein, ist p(7) = 0. Versuchen
wir andererseits die Ladungsdichte im Punkt 7 = 0 zu bestimmen, wird die Ladungsdichte unendlich, denn
in jedem noch so kleinen Volumen, das 7 = 0 enthilt, bleibt die Ladung immer Q. Wir beschreiben diese
singulire Ladungsdichte mit Hilfe der Dirac-&-Distribution

o(7) = Q8. (1.6.1)
Sitzt die Ladung nicht im Ursprung des Koordinatensystems, sondern am Ort 7, gilt
o(7) = Q87 —7y). (1.6.2)

Mathematisch ist allerdings damit die &-Distribution noch nicht ordentlich definiert. Um zu einer Definition
zu gelangen, wie wir sie auch in der Physik benétigen, verwenden wir (1.5.42) fiir (1.6.2). Es ist klar, dass wir
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1. Elektrostatik

das Coulomb-Potential fiir eine Ladung Q am Punkt 7, erhalten wollen, d.h. wir verlangen
8(7) = j $r— syt Q (1.6.3)
R 4req|T —7| 4rreq|r — 7o)

Dies fithrt uns auf die Definition der §-Distribution als Funktional. Ein Funktional ist dabei eine Abbildung,
die eine Funktion auf eine reelle (je nach Anwendung auch komplexe) Zahl abbildet. Wir definieren also fiir
die 8-Distribution fiir eine beliebige Funktion f durch

fw &r'8OGF —F)f(7) = f (7). (1.64)

Es ist klar, dass wir auf diese Art auch eine &-Distribution fiir Funktionen von nur einer Variablen im Sinne
dieser Funktionalidee definieren konnen, d.h.

fR dx f(x)8 (x —xp) = f(xg)- (1.6.5)

Fiir Distribution definieren wir nun, dass Rechenregeln bzgl. Integralen wie fiir gewohnliche Funktionen
gelten sollen. Eine weitere wichtige Distribution ist z.B. die Heavisidesche Einheitssprungfunktion (Oliver
Heaviside, 1850-1925)

0 fir x<x,

O(x —xg) = { (1.6.6)

Das ist zunichst einmal eine gewdhnliche auf R\ {x,} definierte Funktion. Wir kénnen sie aber sehr einfach
auch als Distribution auffassen. Offenbar ist nimlich

f dxf(x)@(xo—ac):JwO dx f(x). (1.6.7)
R —00

Bilden wir nun die Abbleitung, folgt (Vorausgesetzt f ist stetig)

i J dx f(x)O(xg—x) = f(xg)- (1.6.8)

Jetzt behandeln wir die Sprungfunktion, als wire sie eine differenzierbare Funktion. Das ist sie ja auch fast
tiberall, denn fiir x # x, ist offenbar

d@( ):—i@(xo—x):O fir x# x,. (1.6.9)
dx, x

1 fir x> x,.

An der Stelle x, ist ©(x, — x) (als Funktion von x) betrachtet nicht definiert und damit erst recht auch nicht
differenzierbar. Wir konnen aber eine Ableitung im Sinne von Distributionen definieren, indem wir in
so tun, als sei © stetig differenzierbar. Dann kénnen wir auf der linken Seite einfach die Ableitung und Inte-
gration vertauschen und partiell integrieren. Dann erhalten wir

d
3 | @Rt == [ axfiog; de —2)

f dx f(x) dx —x)
= —f(x)O(xy— x)[*2, + f dx f/(x)0(x, — x)
= —F(x)O(xy— x)[*2, + J dx f(x

=—f(x)0(xg—x)[;5 %% + f (xo)-
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1.6. Die Divac-8-Distribution und Green-Funktionen

Nun nehmen wir weiter an, dass f iiber ganz R integrierbar sei, d.h. es muss notwendig f(x) — 0 fiir x — o0
gelten. Wir haben oben auch vorausgesetzt, dass f tiberall stetig differenzierbar ist. Jedenfalls folgt damit

J dxf(x) @(xo—x fx) = f dx f(x)S (x — xp). (1.6.11)

Fassen wir nun die Ableitung der Einheitssprungfunktion als Distribution auf und definieren zwei
Distributionen als gleich, wenn sie fiir alle ,hinreichend gutmiitigen Testfunktionen f die gleichen
Integrale (im Sinne von Distributionen) ergeben, finden wir

d

1 —O(xg—x) =8 (x —xp). (1.6.12)
Xo

Dabeti ist klar, dass diese Ableitung eine Verallgemeinerung der tiblichen Ableitung von Funktionen
im Sinne von Distributionen ist.

Wir bemerken weiter, dass wir
SOUF —7") = 8 (x —x])S(x, — x7)8 (x5 — x3) (1.6.13)

schreiben kénnen, damit (1.6.4) erfiillt ist.

Eine wichtige Anwendung von Distributionen ist die Green-Funktion (George Green, 1793-1841) des Ope-
rators —A. Dazu schreiben wir (1.5.42) in der Form

o(7)=| &r /G(r—r)’o(?/). (1.6.14)

R3 €o

Es ist klar, dass hier

GG—7)=—— 1.6.15

R (1.6.15)

eine iiberall bis auf 7 = 7’ definierte Funktion von 7 ist. Sie taucht aber in (1.6.14) in einer Form auf, dass

wir sie wieder als Distribution betrachten diirfen. Nun erinnern wir uns daran, dass wir (1.6.14) als Losung

der Poisson-Gleichung (1.5.44) lesen kénnen. Wir wenden also den Laplace-Operator auf (1.6.14) an. Dann
finden wir

_nay =20 - L} P80z )20

€0

) (1.6.16)
/ L o)
:f &£r [—AG(7—7")] .
R3 €o
Vergleichen wir wieder die Distributionen unter den beiden Integralen, folgt
—AG(F—7)= —A% =80F 7). (1.6.17)
4rt|r —7/|

In gewisser Weise ist G als Distribution betrachtet die Umkehrung des Differentialoperators —A. Man
nennt in diesem Zusammenhang G auch die Green-Funktion des Operators —A.

Physikalisch betrachtet ist diese Green-Funktion das elektrostatische Potential einer Punktladung der Grof3e
€o- Wir werden in den nichsten Abschnitten diese Green-Funktion fiir kompliziertere Randwertprobleme
der Elektrostatik in Gegenwart von Leitern bzw. Dielektrika verallgemeinern.
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1. Elektrostatik

Wir kénnen die Green-Funktion des Operators —A auch rein mathematisch ohne die obige physikalisch mo-
tivierte Argumentation herleiten. Dazu definieren wir die Green-Funktion durch die Differentialgleichung

—AG(7#)=80)7). (1.6.18)

Da aufler fiir 7 = 0 die 8-Distribution verschwindet, ist die rechte Seite der Gleichung rotationssymmetrisch.
Wir diirfen also annehmen, dass die Green-Funktion nur von r = |7| abhingt, d.h. wir machen den Ansatz
G(7) = g(r). Mit dem Laplace-Operator in Kugelkoordinaten (A.3.8) erhalten wir fiir » # 0 (Nachrechnen!)

Urg('=0 > [rg()]'=0 = g(r)=C; + 2 (1619

mit Integrationskonstanten C; und C,. Um diese Integrationskonstanten zu bestimmen, verlangen wir g(r) —
0 fiir r — oo. Die Begriindung dafiir ist, dass wir nur eine Lsung von bendtigen, um die Poisson-
Gleichung in der Form zu l6sen. Das elektrostatische Potential ist dabei nur bis auf eine addi-
tive Konstante bestimmt, und es ist sinnvoll zu verlangen, dass ®(7) — O fiir » — 0 ist, und das ist mit unserer
Forderung an g der Fall. Damit ist also in C, =0 zu setzen. Um auch C, zu bestimmen, integrieren
wir tiber die Kugel K, um den Ursprung mit einem beliebigen Radius a. Mit Hilfe des Gauf3schen
Integralsatzes ergibt sich

f &r8C(r f &rAg(r) f dzf Vg(r (1.6.20)
Nun ist R N
%g(r):g%r)%r:ig/(r):—Cz%. (1.6.21)
r r
Weiter ist in Kugelkoordinaten entlang der Kugeloberfliche » = a (vgl. [Heel8]])
d2j7: ddde T 2sind (1.6.22)
a
und damit ,
—J dzf-%g(r):+C2J dd dysin® =4rC,. (1.6.23)
K, 0 0
Aus folgt daraus, dass C, = 1/(47) sein muss, d.h.
g(r)=G(7)= L (1.6.24)
4ty

1.7 Elektrostatik in Gegenwart von Leitern

Wir nehmen nun an, dass sich neben zeitunabhingigen Ladungsverteilungen auch leitende Korper im Raum
befinden. In der Elektrostatik verlangen wir nun nicht nur die Zeitunabhingigkeit der Ladungsverteilungen
und des elektromagnetischen Feldes sondern auch das Verschwinden von Stromverteilungen, d.h.

j=o. (1.7.1)

Innerhalb von Leitern gilt nun das Ohmsche Gesetz (s. Abschnittsect.3.4)

d

j=0F (1.7.2)

mit der Leitfihigkeit o des Leiters.



1.7. Elektrostatik in Gegenwart von Leitern

Medium 1 Medium 1

itz Va4

Medlum 2A]

Abbildung 1.5: Zur Herleitung der Randbedingungen fiir das elektrische Feld.

Das bedeutet, dass wegen in der Elektrostatik das Innere von leitenden Korpern feldfrei sein
muss, d.h. _ _
E=—V¢(7)=0, 7e€V\3IV, (1.7.3)

wobei V das von einem Leiter erfiillte Gebiet ist.

.

Wir benétigen nun noch Randbedingungen an das elektrische Feld entlang des Randes V' der Leiter bzw.
entlang der Flichenleiter F. Wie wir gleich sehen werden, kann es entlang dieser Flichen zu Unstetigkeiten
des Feldes und des Potentials kommen. Deshalb miissen wir hierzu die Integralform der elektrostatischen
Maxwell-Gleichungen in der Umgebung dieser Flichen verwenden.

Betrachten wir zunichst im linken Bild in Abbildung|[1.5]den rot eingezeichneten Integrationsweg und wen-
den den Stokesschen Satz auf das elektrische Feld an, wobei wir uns d — 0 denken. Dann folgt aus V x E =0

J d7-E=AlT-(E,—E,)=0, (1.7.4)
C

wobei 7 ein beliebiger Einheitstangentenvektor entlang der Grenzfliche ist.

Das bedeutet, dass die Tangentialkomponenten von E entlang der Fliche stetig sind miissen. Dies gilt
offenbar fiir jede Grenzfliche zwischen zwei Medien.

Nehmen wir nun an, dass das Medium 2 der Leiter und Medium 1 das Vakuum ist, folgt, dass die Tangen-
tialkomponenten entlang der Begrenzungsfliche des Leiters auf beiden Seiten verschwinden miissen. Wegen

E=—V¢ folgt
[Vh= —¢ —0, (1.7.5)
d.h. die Richtungsableitung entlang einer beliebigen Tangentialrichtung der Grenzfliche verschwindet. Das

bedeutet aber, dass ¢ entlang der Randfliche von Leitern d V und auch entlang von Flichenleitern F konstant
sein muss, d.h.

Oberflichen von Leitern und Flichenleiter sind Aquipotentialflichen.

Wenden wir uns schlief$lich dem kleinen zur Begrenzungsfliche parallelen quaderformigen Volumen zu (Abb.
rechts). Integration von {iber dieses Volumen, liefert fiir d — O nur dann einen Beitrag, wenn sich auf
der Oberfliche eine Flichenladungsdichte o, befindet. Auf die linke Seite wenden wir den Gauf3schen In-
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1. Elektrostatik

tegralsatz an. Dann erhalten wir nach Kiirzen durch die infinitesimale Fliche A f

(EG)—Ex7)] = ~0o(7) fir 7€dV baw. F. (1.7.6)
€0

Sy

Die Normalkomponente des elektrischen Feldes weist also entlang der Oberfliche des Leiters JV
bzw. des Flichenleiters F einen Sprung auf, der der auf dieser Flichenladungsverteilung entlang der
Oberfliche des Leiters entspricht.

Wir kénnen also zwei grundlegende Randwertaufgaben unterscheiden: Fiir Leiter ist dies meist die Dirichlet-
Randbedingung: Bei vorgegebener Ladungsverteilung im Aufieren eines leitfihigen Volumens V' oder im
Aufleren und Inneren eines leitfihigen Hohlraums muss fiir das elektrostatische Potential gelten

1
Ap=—— (1.7.7)
é(7)=const fir 7€dV. (1.7.8)

Anschaulich ist klar, dass die Randbedingungen dadurch zustandekommen miissen, dass bei Vorgabe der La-
dungsverteilung sich die im Leiter frei beweglichen Ladungen aufgrund der elektrostatischen Krifte so ver-
schieben miissen, dass sich die insgesamt zwischen diesen Ladungen und der auflen angebrachten Ladung im
statischen Fall ergebenden Krifte gegenseitig autheben, d.h. es wird auf der Oberfliche eine Flichenladungs-
dichte induziert. Man spricht dabei auch von Influenzladungen.

Physikalisch muss man noch die vorgegebene Gesamtladung auf der Oberfliche berticksichtigen oder man
betrachtet die homogene Randbedingung fiir ,,geerdete Leiter”

geerdeter Leiter:  ¢(7)=0 fir 7e€dV. (1.7.9)

Wir betrachten im folgenden zunichst nur geerdete Leiter.

Im allgemeinen ist ein solches Problem recht schwierig zu 16sen.

Formal geniigt es, die Losung G(7,7) fiir eine vorgegebene Einheitspunktladung an jedem Punkt
7’ zu finden. Dies ist dann offenbar die Green-Funktion fiir das Dirichletsche Randwertproblem,
denn dann gilt

A, Gp(7,7)==80F =7), V¥ #3IV:Gp(F,7)|scav =0 (1.7.10)

Dann ist

am:lfdﬁ@ﬁjwﬁﬂ (17.11)
€q JR3

offenbar eine Losung des Dirichletschen Randwertproblems mit homogenen Randbedingungen (1.7.10).
Weiter kann auch noch die auf einer gegen ihre Umgebung isolierte leitende Fliche (bzw. Grenzfliche eines
leitenden Korpers) befindliche Gesamtladung vorgegeben sein (,Aufladungsproblem®). Dann sind entspre-
chende quellenfreie Zusatzfelder bzw. -potentiale zu addieren bzw. zunichst ein freier Wert fiir das entlang der
Fliche konstante Potential anzunehmen und dann anhand der vorgegebenen Gesamtladung zu bestimmen.

1.7.1 Geerdete leitende Ebene

Das einfachste geschlossen 16sbare Beispiel ist eine unendlich ausgedehnte Ebene, die gemaf3 unserer Konven-
tion, dass das elektrostatische Potential fiir auf endliche Gebiete beschrinkte Ladungsverteilungen im Un-
endlichen verschwinden soll, notwendig der oben betrachteten Dirichletschen Randbedingung gentigt. Wir
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5 T T T T 100

z (cm)
E| (cm™)

Abbildung 1.6: Greensche Funktion fiir die Ebene fiir Dirichletsche Randbedingungen. Die Pfeile deuten das
Richtungsfeld des entsprechenden elektrischen Feldes an und deren Farbe gibt die Feldstirke wieder.

wihlen die xy-Ebene eines kartesischen Koordinatensystems als diese Ebene und suchen die Green-Funktion
Gp(7,7’) des Dirichlet-Problems, d.h. das Potential einer in 7’ befindlichen Einheitspunktladung.

Befinde sich zunichst die Einheitspunktladung im oberen Halbraum, d.h. sei z’ > 0. Beschrinken wir uns fiir
den Aufpunkt ebenfalls auf z > 0, diirfen wir im unteren Halbraum beliebige fiktive Ladungsverteilungen
anbringen, um die Randbedingung zu erfiillen, also G (7,7’) =0 fiir z =0, und dies gelingt offenbar, indem

wir diese sog. virtuelle Spiegelladung mit Q =—¢ bei (x{, x5, —x3) anbringen. Damit haben wir nimlich
1 1 1
Vz,2/>0: Gu(7,7)=—| —— — —— 1.7.12
p(7.7) 4 \ |7 =7 |r—7"| ( )

mit 7" = (x{,x,—x}), denn dann ist fiir z =0
(7 =7) = (v = 21)" + (5, =)+ (=) = (F = 7)". (1.7.13)

Es ist also in der Tat die Dirichlet-Randbedingung erfiillt. Freilich diirfen wir die fiktive Spiegelladung nicht
in die Berechnung des Potentials fiir x; < O einbeziehen. Da fiir x; < 0 offenbar

fiir x;<0, x;>0 = Gp(7,7)=0 (1.7.14)

eine Losung ist, die die Randbedingungen erfiillt, ist damit das Problem fiir alle x; > 0 gelst. Die Losung fiir
x5 < 0 erfolgt vollig analog, d.h. wir erhalten insgesamt

1 1 1 : =/ (] / . /
E(W_w__m) mit 7= (6,0 7x) i xx >0,

(1.7.15)
0 fir xjx; <O.

Gp(7,7) = {

Wir bemerken, dass G (7,7’) = Gp(7/,7) ist, d.h. die Green-Funktion fiir das Dirichlet-Randwertproblem
tiir die Ebene ist symmetrisch unter Vertauschung von ,,Quell- und Aufpunkt*.

Wir besprechen nun die der Green-Funktion entsprechende Losung fiir eine Punktladung Q, die bei 7’ lo-

kalisiert ist. Das Potential ist dann offenbar QG (7,7")/€o. Wir kénnen nun mittels (1.7.15) auch die auf
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der Ebene influenzierte Oberflichenladungsverteilung berechnen. Betrachten wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit den Fall x; < 0. Dann ist

Q (P Y\ g
E(F)= —ngG(7, )= | e <—|?—7f|3 _|7—7"|3> fir x; >0, (1.7.16)
€0 0 fir x;<0.
Betrachten wir in (1.7.16) den oberen Halbraum als Region 1, ist 72 = +¢;, und es folgt
/
pe
0 (7) = Es[ (%), %5, %3 =07)] = — Qs (1.7.17)

27eq[(x— x{)2 +(x, — xé)2 + x§2]3/2 '

Verwendet man das GaufSsche Gesetz und den Gauf3schen Integralsatz mit dem oberen oder unteren Halb-
raum als Integrationsbereich, erhilt man sofort die totale influenzierte Ladung zu —Q, was man natiirlich
auch leicht durch direkte Integration von (1.7.17) tiber die gesamte x,x,-Ebene verifiziert.

1.7.2  Aufladungsproblem fiir die Ebene

Das Aufladungsproblem fiir die unendlich ausgedehnte leitende Ebene ist problematisch, da man aus Symme-
triegriinden zu der Influenzladungsverteilung der Geerdeten Platte nur eine homogene Oberflichenladungs-
verteilung hinzufiigen kann, ohne die Bedingung, dass die Ebene eine Aquipotentialfliche sein muss, zu ver-
letzen. Dies entspricht dann aber immer einer unendlichen Gesamtladung. Freilich stellt diese Betrachtung
lediglich eine vereinfachte Fassung des Problems fiir eine endliche leitende Fliche dar, wobei die unendlich
ausgedehnte Fliche eine Niherung fiir Raumbereiche ist, die in der Nihe des Inneren der Platte, also nicht
zu nah am Rand, liegen.

In diesem Sinne miissen wir also nur das Feld einer homogen geladenen Fliche hinzufiigen. Dies gelingt
zunichst nur fir das elektrische Feld und nicht fiir das Potential, da das entsprechende Integral fiir letzteres
divergiert. Fiir das Feld erhalten wir mit der konstanten ,externen® Flichenladungsdichte o,

7—(x{,x£,0)

E(7)=-—"C | dx{dx;] : 1.7.18
(7) 4req e 12 |7 —(x1,,x5,0)]3 ( )
Substituieren wir in diesem Integral (y;,7,) = (x — x{, x —x}), ergibt sich
= Oex (1572,%3)
E(7)=— j dy,dy (1.7.19)
4rreg Jge 2 (i +y; +x37)?

Es ist klar, dass die Integrale iiber die x;- und x,-Richtung verschwinden, da die Integranden antisymmetrisch
sind. Es bleibt also die x;-Komponente zu berechnen. Dazu bendtigen wir das Integral

1
OF +5 +x/%

I(x;)= JRz dy,dy, (1.7.20)

Dazu fiihren wir Polarkoordinaten fiir (y,,7,) ein. Mit dem entsprechenden Flichenelement d*f = RdRd¢
erhalten wir

*° R
I(x;)=2 dR———M—
(x3) ”L (R2 4 x2)3/2
o (1.7.21)
) —1 27
=27 — = —
(R2+x)V2 |y |xs]

52



1.7. Elektrostatik in Gegenwart von Leitern

Dies in (1.7.19) eingesetzt, ergibt schliefSlich

E(r)= Text sign x; €. (1.7.22)
2¢,

Freilich lasst sich auch dieses abschnittsweise homogene Feld durch ein Potential ausdriicken:

- Oex
oo (F) == 3. (1.7.23)
0

Die allgemeinste Losung fiir das Potential einer leitendenden unendlich ausgedehnten Ebene ist also

=/
¢(7) = d37’GD(7,7/)P(7 )_ Text |y . (1.7.24)
R3 (o 2(0

1.7.3 Kondensatoren und Kapazitit

Im einfachsten Fall sind Kondensatoren der einfachsten Bauart einfach zwei Leiter, die durch einen Isolator
getrennt sind. Hier betrachten wir zunichst den Fall, dass der Isolator das Vakuum ist. Kondensatoren mit
einem Dielektrikum zwischen den Leitern behandeln wir im nichsten Abschnitt.

Kugelkondensator

X3 Als einfachstes exakt [3sbares Beispiel betrachten wir den Kugelkondensa-
tor, der aus einer inneren leitenden Vollkugel (oder Kugelschale) mit Radi-

@ x; us a, und einer dufleren leitenden Kugelschale mit Radius a, > a, besteht.

Wir nehmen an, die Leiter seien anfangs ungeladen und werden nun an

-\ eine Spannungsquelle angeschlossen, d.h. zwischen den Leitern sei eine
x, fest vorgegebene Potentialdifferenz ®(a,)—®(a,) = U gegeben. Aus Sym-

J metriegriinden erwarten wir, dass das elektrische Feld radial gerichtet ist.
Ist U > 0, weist es vom inneren Leiter nach auflen, d.h. der innere Lei-

ter tragt an seiner Oberfliche eine positive Ladung Q > 0 und wegen der

Ladungserhaltung der duflere die entsprechend entgegengesetzte Ladung

—Q < 0. Es ist klar, dass im Inneren der inneren Kugel, also fiir » < 4,

w L das Feld verschwindet. Im Zwischenraum r € (a,,4,) muss die kugelsym-
u metrische Losung der Poisson-Gleichung gelten. Bis auf eine irrelevante
additive Konstante ist
O(r)= Q , 1 E(aga,). (1.7.25)
4megr

Fiir » > a, ist die Losung immer noch radialsymmetrisch. Da aber die Gesamtladung im Inneren einer jeden
Kugel um den Ursprung mit Radius @ > a, verschwindet, ist das AufSere der Anordnung feldfrei, d.h. es ist
®(r) = const. Damit das Potential bei » = 4, stetig ist, gilt also

&(r)=

= =const fir 7>a,. (1.7.26)
4rmeqa,

Ebenso konnen wir fiir » < 2, argumentieren. Auch dort verschwindet das elektrische Feld, und wegen der
Stetigkeitsbedingung an das Potential gilt dort

O(r)= Q =const fir 0<7r<aq. (1.7.27)
4meqa,
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Vorgegeben war nun die Potentialdifferenz U, d.h.

U = 0(a,)— 0(ay) = —2 <l—l>—&ﬂ. (1.7.28)

dreg \ay a, drey aqa,

Damit ist der Zusammenhang zwischen Ladung und vorgegebener Spannung bestimmt:

4
Q=% cu. (1.7.29)
ay—ay

Die Proportionalititskonstante zwischen Kondensatorladung und Spannung

_ 4meqaya,

C= (1.7.30)

a)—aq

heifdt Kapazitit des Kondensators. Sie gibt an, wieviel Ladung man auf den Leitern des Kondensators
durch Anlegen einer Spannung U an den Kondensator speichern kann. Die Einheit ist offenbar

[C]:%:%:: F. (1.7.31)

Man nennt die Einheit der Kapazitit zu Ehren Michael Faradays (1791-1867) Farad.

\. .

Es ist klar, dass die Verschiebung der Ladung durch die angelegte Spannungsquelle Arbeit erfordert, die in
Form der Feldenergie im Kondensator gespeichert ist. Das elektrische Feld ist gemif3 des oben berechneten
Potentials (Nachrechnen!)

0 fir 0<r<q

E=—Vd= e, fir 4 <r<a (1.7.32)
0 tir r>a,.

Die Energiedichte ist gemif3 (1.5.77)
0 fir 0<r<ay,
_ Sz Q? ..

w = ?E = W fur ﬂl <r< ﬂz, (1-733)

0 tir 7 >a,.

Um die Gesamtenergie zu erhalten, miissen wir dies tiber den ganzen Raum integrieren. Das geht natiirlich
am bequemsten mittels Kugelkoordinaten (Nachrechnen!)

a, T 27 QZ
W= d%w(?):f drf dﬁf dpsind————
R3 a 0 0 3277.'260 r2

_ @ <1 1>_ Q’ “z_ﬂl_Qz_EUz.

8meq

(1.7.34)

a;  4a

 8mey aja, 2C 2

Plattenkondensator

Wir kénnen auch wenigstens niherungsweise den aus zwei parallelen Metallplatten bestehenden Kondensator
behandeln. Dazu denken wir uns die zwei Platten in einem gegentiber deren Abmessungen kleinen Abstand
d voneinander parallel zur x,x,-Ebene angeordnet vor. Die eine Platte sei bei x; = 0, die andere bei x; = d
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positioniert. Dann kdnnen wir, solange wir das elektrische Feld nicht zu nah am Rand der Platten betrachten,
rechnen, als ligen zwei unendlich ausgedehnte Platten vor. Dann hingt das Potential aus Symmetriegriinden
nur von x; ab, und die Poisson-Gleichung lautet (abgesehen von den Platten, die auf die Spannung U = ®(x; =
0) —®(x3 = d) > 0 gebracht seien und auf denen sich demzufolge Flichenladungen Q bzw. —Q befinden)

" (x;) =0 = ¥(x3) = cx;. (1.7.35)

Dabei haben wir eine additive Konstante willkiirlich gewihlt. Die Integrationskonstante ¢ wird durch die
Forderung ®(d) = —U bestimmit, so dass sich schliellich

%x3, 0<x;<d (1.7.36)

ergibt. Fiir x; > d und x; < 0 ist der Raum fiir unendlich ausgedehnte Platten offenbar wieder feldfrei, so
dass insgesamt

P(x;) =—

0 fiir x, <0,
O(x;)={ —Ux;y/d fiir 0<x;<d, (1.7.37)
-U fir x;>d
ist. Das elektrische Feld ist demnach
0 fir x;<0,
E=—V&= %*3 fir 0<x;<d, (1.7.38)

0 fir x;>d.

Die Flichenladungsdichte ergibt sich nun wegen aus den Diskontinuititen von 7 - 8E = +é;- 8 E
(dabei gilt das obere Vorzeichen fiir den Sprung bei x; = 0, das untere fiir den Sprung bei x; = d (vgl. die
nebenstehende Skizze).Damit sind die entsprechende Flichenladungsdichten
U U

_fii oy =d)= __Eil (1.7.39)
sind. Wir haben also tatsichlich das Kondensatorproblem fiir unendlich ausgedehnte Platten gelost. Fiir endli-
che Platten gilt die Losung niherungsweise, wenn die Plattenabmessungen sehr grof§ gegeniiber dem Abstand
sind.

Seien die Querschnittsflichen der Platten beide A, dann gilt fiir die Ladung des Kondensators (wir
nehmen wieder die positiv geladene Platte bei x; = 0), und wir erhalten fiir die Kapazitit des Platten-
kondensators 0 - y y
€0 €0 €0
=y T d (1.7.40)

Zylinderkondensator

Als letztes Beispiel fiir einen niherungsweise berechenbaren Kondensator betrachten wir den Zylinderkon-
densator aus zwei leitenden konzentrischen Zylindern mit Radien 2, und @, > 4, parallel zur x;-Achse. Un-
tersuchen wir zunichst den Fall unendlich langer Zylinder. Wir rechnen natiirlich in Zylinderkoordinaten.
Das elektrische Feld verschwindet offenbar wieder fiir 0 < R < 4, und fiir R > a,. Im Zwischenraum zwi-
schen den beiden Leitern ist das Potential offenbar aus Symmetriegriinden nur von R abhingig. Da dort keine

Ladungen vorhanden sind, folgt mit
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Dies konnen wir einfach schrittweise integrieren:

Oe(RI®)=0 = Jpd = % = ®(R) =, 1n<§>, (17.42)
a)

wobei wir die zweite Integrationskonstante so gewihlt haben, dass ®(R = a,) = 0 ist. Es sei nun wieder
®(a,) —®(a,) = U > 0. Demnach ist

U
GG=——" 1.7.43
' g/ 7
Demnach ist das Feld gemif} (A.2.4)
0 fir 0<R<ay,
~ = U - ..
E=—V®={ prorer fir a4, <R<a,, (1.7.44)
0 fir R>a,.

Die Flichenladungsdichte am inneren Leiter ist wieder durch den Sprung von EbeiR= a, gegeben:

g=—% 5 =0 (1.7.45)
a €
Es folgt wegen (1.7.43)
U=, <‘2> (1.7.46)
€0 a1
Fiir einen endlichen Zylinderkondensator der Hohe A ergibt sich schliellich niherungsweise (Nach-
rechnen!)
27th 27ch
o= o= 2P oy oo 2P (1.7.47)
2mah In(a,/a,) In(a,/a,)

Beliebiger Kondensator

Offenbar gilt nun ganz allgemein fiir zwei irgendwie als Kondensator angeordnete Leiter der Zusammenhang
Q=CU. (1.7.48)

La. konnen wir die Kapazitit C aber nicht berechnen, wenn die Geometrie der Leiter zu kompliziert ist, um
das elektrostatische Randwertproblem zu l6sen. Wir wollen aber noch zeigen, dass die Formel tiir die
im Kondensator gespeicherte Energie allgemein gilt. Dazu miissen wir uns nur vergegenwirtigen, dass man
den Kondensator durch Transport von Ladungen von der Spannungsquelle auf die Leiter aufladen muss. Ist
der Kondensator bereits auf die Spannung U aufgeladen, benétigt man die Energie

dW =dQU, (1.7.49)

um eine weitere kleine positive Ladung dQ von der negativ geladenen auf die positiv geladene Platte zu brin-
gen. Da die elektrostatische Kraft eine konservative Kraft ist, ist es dabei egal, auf welchem Weg die Ladung
dabei tatsichlich bewegt wird. Verwenden wir nun (1.7.48) in (1.7.49) und integrieren, erhalten wir schliefilich
fiir die gesamte
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im Kondensator gespeicherte Energie

W = f Q’Q Q—z_%UZ, (1.7.50)

also tatsichlich (1.7.34), wie beim Kugelkondensator tiber die Energiedichte des elektrischen Feldes hergelei-
tet.

1.8 Dielektrika

Wir betrachten nun die Elektrostatik in isolierenden Medien, die man auch Dielektrika (Einzahl: Dielek-
trikum) nennt. Um eine qualitative Vorstellung von den Vorgingen in einem Dielektrikum in einem elektro-
statischen Feld zu gewinnen, machen wir uns klar, dass die uns umgebende Materie aus Atomen aufgebaut ist.
Jedes Atom besteht aus einem positiv geladenen Atomkern, der aus Protonen und Neutronen besteht, und
negativ geladenen Elektronen. Die Protonen tragen eine positive Elementarladung e = 1,6021766208-10~1* C
und die Elektronen eine negative Elementarladung. Ein Atom ist insgesamt elektrisch neutral, d.h. sind im
Kern Z Protonen enthalten, ist es von Z Elektronen umgeben. Die genaue Beschreibung von Atomen, Mo-
lekiilen und der aus ihnen aufgebauten makroskopischen Materie (Festkorper, Fliissigkeiten, Gase) erfordert
die Quantentheorie. Die klassische Elektrodynamik berticksichtigt die makroskopische Materie nur im Sin-
ne einer effektiven phinomenologischen Beschreibung, die aber im Rahmen der Quantentheorie auch aus
den mikroskopischen Gesetzen durch Mittelung iiber sehr viele mikroskopische Teilchen hervorgehen. Die
entsprechenden Eigenschaften der makroskopischen Materie werden dann durch bestimmte ein Material cha-
rakterisierende Groflen beschrieben. In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit Permittivititen isotroper
Medien.

Ein elektrisch nichtleitendes Material besteht also aus positiv geladenen Atomkernen und Elektronen und ist
insgesamt elektrisch neutral, und alle Ladungstriger sind fest untereinander gebunden d.h. legt man ein elek-

trisches Feld E an, werden die Atomkerne wegen der elektrischen Kraft Fy . = ZeE ein wenig in Richtung

des Feldes und jedes Elektron wegen der Kraft Fgy.,., = —eE in die entgegengesetzte Richtung verscho-
ben. Wir nehmen dabei an, dass diese vom auflen angelegten elektrischen Feld hervorgerufenen Krifte relativ
zu den inneratomaren Bindungskriften sehr klein sind, d.h. im Fall eines Isolators brechen diese Bindungen
nicht auf, und es fliefdt auch kein elektrischer Strom. Durch die Verschiebung der Ladungen gegeneinander
entsteht aber ein zusitzliches Feld. Insgesamt ist die Ladungsverteilung elektrisch neutral, d.h. in der Materie
entsteht bei Mittelung iiber Volumenelemente, die klein gegeniiber den typischen Anderungen der makro-
skopischen Groflen (wie die hier betrachteten makroskopischen elektrostatischen Felder) sind, jedoch auch
mikroskopisch grof§ sind, dass viele Atome oder Molekiile des betrachteten Materials in thm enthalten sind,
eine kontinuierliche Verteilung elektrischer Dipolmomente.

Wir erinnern uns, dass das Dipolfeld sich aus zwei entgegengesetzt gleichen Punktladungen in grofler Entfer-
nung von diesen Ladungen ergibt. Das elektrische Feld haben wir in durch eine entsprechende Rech-
nung hergeleitet. Man kann dieselbe Uberlegung auch fiir das entsprechende Potential anstellen (Ubung!). Es
ergibt sich fiir einen einzelnen Dipol der Stirke p am Ort 7/ das Potential

-

o(7)=——L— V= L (1.8.1)
4rey |7 —7|

Fiir das durch die Polarisation eines kontinuierlichen Materials hervorgerufene Potential finden wir daher

R P(# 1
By, (F)=— d3r’4(7 ). (1.8.2)
R? ney |77
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Dabei gehen wir natiirlich davon aus, dass der Korper in Wirklichkeit auf ein endliches Volumen begrenzt ist.

Auflerhalb dieses Volumens ist die Dipolmomentendichte P = 0. Wir kénnen nun (1.8.2) umformen, so dass
sich die Dipolverteilung als Ladungsverteilung uminterpretieren lisst. Offenbar gilt nimlich (Nachrechnen!)

_1'5(;/)_% 1 :1_5(7/)-%/ 1 —6/-< P(7") >_ div’P(7") (1.8.3)

=71 =1 \F=71) " =

Setzen wir dies in (1.8.2) ein, konnen wir auf den ersten Term den Gauf3schen Integralsatz anwenden. Da die
Materie nur auf ein endliches Volumen begrenzt ist und die Integration tiber den gesamten Raum erstreckt
wird, verschwindet das entsprechende Oberflachenintegral, d.h. wir erhalten schliefilich

. _di /13’ =/
q’Mat(V)=f &y T (C). (1.8.4)
R dreq|r — 7|
Dies ist aber die Losung fiir das elektrostatische Potential einer Ladungsverteilung
Prtae(F) = —div P (7). (1.8.5)

Das gesamte Feld setzt sich nun aus dem externen elektrostatischen Feld, das durch irgendwie verteilte freie
Ladungen erzeugt wird und dem entsprechenden Gauflschen Gesetz

.= 1 -
leEext = 6_/Ofrei<r) (1.8.6)
0

geniigt, und dem Feld aufgrund der durch dieses externe Feld hervorgerufenen Polarisation der Materie (1.8.4),
das wegen (1.8.5) die Gleichung

divE. (7)== oyu(7) = ——div B(F) (1.8.7)
€o €o
erfillle. Fiir das gesamte Feld gilt demnach
=P T 1 - -
div E(7) = div [ (7) + By (7)) = — [ or(7)—divP(7)]. (1.8.8)
0

In der makroskopischen Elektrodynamik fithrt man nun das sog. dielektrische Verschiebungsfeld

-

D(7)= e,E(7)+ P(7) (1.8.9)

ein.

\. J

Dieses erfiillt wegen (1.8.8) das Gaufische Gesetz

divD(7) = pi(7). (1.8.10)
Da weiter elektrostatische Felder aller Art stets Potentialfelder und also wirbelfrei sind, gilt auch in Materie

rot E(7) = 0. (1.8.11)

Wir kdnnen nun das modifizierte Gleichungssystem (1.8.10) und (1.8.11) nicht mehr ohne weiteres 15sen,

da wir es nun mit den beiden Feldern D und E zu tun haben. Von D kennen wir nur die Divergenz und
von E nur die Rotation. Auflerdem ist es aufgrund unserer obigen Betrachtung zur Entstehung des Beitrags
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der Polarisation der Materie zum elektrischen Feld klar, dass diese beiden Felder miteinander verkniipft sein
miissen. Die genaue Verkniipfung hingt von der spezifischen Art des Materials ab.

Im folgenden betrachten wir den einfachsten Fall, dass die Materie als isotrop angesehen werden kann, auch
wenn sie sich in einem dufleren elektrischen Feld befindet. Das impliziert gewohnlich, dass dieses Feld nicht
allzu stark sein darf. Isotropie bedeutet nun, dass das Material auch nirgends eine bevorzugte Richtung im
Raum auszeichnet. Die einzige bevorzugte Richtung ist durch das gesamte makroskopische elektrische Feld
E gegeben. Demnach muss auch die Polarisationsdichte P in diese Richtung zeigen.

Wir kénnen also davon ausgehen, dass es eine i.a. ortsabhingige Funktion y gibt, so dass
P(7) = y(7)eE(7) (1.8.12)

gilt. Dabei ist y,(7) eine dimensionslose (warum?) Materialgrofle, die man elektrische Suszeptibilitat
nennt. . -
Um diese Uberlegung etwas einfacher zur Berechnung der Felder E und D anwenden zu konnen,

verwenden wir (1.8.12) in (1.8.9):

-

D:eo(l-i—)()E:eE:eoerelE. (1.8.13)

Dabei heifit € Permittivitit in Materie. Die Grofle €,; = €/ey = 1+ y ist dimensionslos und heifSt
entsprechend relative Permittivitit.

Wir bemerken, dass aufgrund der obigen Uberlegungen fiir die hier betrachteten gewdhnlichen isotropen
Materialien y >0, d.h. € > ¢ ist.

Zusammen mit der Materialgleichung (manchmal auch konstitutive Gleichung der Materie ge-
nannt), kénnen wir nun die Felder aus den vorgegebenen freien Ladungsverteilungen p; vermittels der Glei-
chungen (1.8.10) und (1.8.11) bestimmen.

Haben wir es mit diskontinuierlichen Anordnungen verschiedener Dielektrika oder Dielektrika, die ans Va-
kuum angrenzen oder auch Situationen, wo zusitzlich noch leitende Materialien vorhanden sind, zu tun,

bené&tigen wir Randbedingungen. Diese berechnen sich wieder mit Hilfe der Abbildungen|[1.5/durch Anwen-
dung des Gaufischen Integralsatzes auf (1.8.10) bzw. des Stokesschen Integralsatzes auf (1.8.11).

Das Resultat ist, dass die Normalkomponente des Verschiebungsfeldes an der Grenzfliche um evtl. vor-
handene freie Flichenladungsdichten springt und die Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes
stetig sind:

Dabei bedeuten 51 und 52 die Werte von D entlang der betrachteten Fliche, wenn man sich einmal
vom Medium 1 und das andere mal vom Medium 2 her an diese Fliche annihert. Entsprechend sind
die Bezeichnungen fiir E.

Wegen (1.8.11) existiert fiir E freilich wieder das elektrostatische Potential. Im Gegensatz zu Leitern sind
jedoch Begrenzungsflichen zweier Dielektrika, bzw. zwischen Dielektrikum und Vakuum i.a. keine Aquipo-
tentialflichen.
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1.8.1 Beispiel: Kugelkondensator mit Dielektrikum

Technisch wichtig sind Dielektrika fiir Kondensatoren. Denn hier kann das Einbringen von Dielektrika zwi-
schen den Platten zu einer je nach Material recht erhebliche Erh6hung der Kapazitit fithren im Vergleich
zum gleichartig gebauten Kondensator ohne Dielektrikum, d.h. man erhilt bei gleicher Bauweise grofSere
Kapazititen, ohne dass man die Flichen der Leiter vergroflern oder den Abstand verringern muss.

Wir betrachten als exakt zu 16sendes Problem wieder den Kugelkondensator. Wie in Abschnitt ist das
Potential und das elektrische Feld zwischen den Leitern wieder durch die radialsymmetrische Lsung

c1 o

o(r) = , E=—Vo(r)=

= fir a,<r<a, (1.8.15)
dregr

e
4regr? "
gegeben, wobei ¢, eine vorerst noch unbestimmte Integrationskonstante ist (wir haben den Faktor 47te, aus
Bequemlichkeitsgriinden hinzugefiigt). Uberall sonst ist E = 0 und ® = const. Die Konstante ¢; bestimmt

sich nun aus dem Sprung der Normalkomponenten von D = ¢E (fiir a; <r <a,). Belag ist

ec €,el€
o= sz L= o (=2 (1.8.16)
4ma;  Amega;  4mag €rel
Damit wird
a,—a
U:@(al)—qmz):&#. (1.8.17)
dre aqa,

Die weiteren Schritte sind vollig analog wie bei den Rechnungen ausgehend von (1.7.28).

Der einzige Unterschied ist, dass tiberall statt der Vakuumfeldkonstanten ¢, nun € steht. Insbesondere
ist also die Kapazitit

(: = _f_(:;ac =€

€o

C

vac*®

(1.8.18)

rel

Offenbar gilt dies nicht nur fiir den Kugelkondensator sondern fiir beliebige Anordnungen der beiden
Leiter.

1.8.2 Beispiel: Dielektrische Kugel im homogenen E-Feld

Als ein weiteres einfaches Beispiel betrachten wir eine homogene dielektrische Kugel mit Delektrizititskon-
stante € = €4¢€ | vom Radius 2 um den Ursprung, die sich in einem homogenen elektrischen Feld £ = E, =
E,é; = const befindet. Da hier keine dufleren Ladungsverteilungen vorliegen, gilt

V.-D=0, VxE=0, (1.8.19)

Die Randbedingungen sind die Stetigkeit der Tangentialkomponenten von E an der Kugeloberfliche, also in
Kugelkoordinaten von Eg und E,, und die Stetigkeit der Normalkomponente von D an der Kugeloberfliche
also von D, .. Im Unendlichen muss das elektrische Feld dem angelegten elektrischen Feld entsprechen:

E > Eg,. (1.8.20)

r—00

Wegen der zweiten Gl. (1.8.19) besitzt E ein Potential
E=-Va. (1.8.21)

60



1.8. Dielektrika

Fiir r — oo folgt aus (1.8.20)
@ = _on3 - _Eor COS 19. (1.822)

r—0Q0

Wegen D = ¢E und ¢ = const sowohl im Inneren als auch im Auferen der Kugel, gilt iiberall

AD =0, (1.8.23)
und legt den Ansatz
®(7)=A(r)cos + B(r) (1.8.24)
nahe. Mit folgt
AD(7) = [laf(m)—%]cosﬁ+ l3,2(rB)o. (1.8.25)
r r r

Offenbar miissen der Koeffizient vor cos® und der winkelunabhinge Term jeweils fiir sich verschwinden.
Das liefert

1.93(“4) — %A =0, la,Z(rB) =0. (1.8.26)
r r r

Um die erste Gleichung zu [8sen, fithren wir die Ableitung aus:

2 2
AT+ ZA — —A=0. (1.8.27)

r r

Mit dem Ansatz A(r) = r* erhilt man A =1 oder A = —2 (nachrechnen/). Damit ist
C
A(r)=S+Gyr, (1.8.28)
r

wobei C; und C, Integrationskonstanten sind. Sie sind fiir das Innere der Kugel, also fiir » < a, und fiir das
Auflere, also fiir » > a verschieden.

Integriert man auch die zweite Gleichung von (1.8.26), erhilt man auf analoge Weise

C
B(r)==+¢C,. (1.8.29)
7

Betrachten wir zunichst den Punkt » = 0 im Bereich » < 4. Da dort keine Singularititen im Potential sein
konnen, folgt
C1:C3:O = A<(r):C2<T, B<(7’):C4<. (1.830)

Fiir » > a folgt aus der Bedingung (1.8.22)

C C
Cpo=—Ey, Cpo=0=A(r)= %—Eor, B.(r)= % (1.8.31)

Aus der Stetigkeit des Potentials bei » =4, d.h. A_(a) = A_ (a) und B_(a) = B. (a) ergibt sich weiter

C C
Cyea= ﬁ —Fpa, C,_= % (1.8.32)

SchliefSlich miissen wir noch die Stetigkeit von D, = €¢E, erfiillen, also € E_,(a) = E. ,(a). Nun ist wegen
(1830 und (1.8.31)

2C C
E.,=—3%=—C,_cos?, E_, :< ;> +Eo>cosz9+%. (1.8.33)
r

<r
pe
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Abbildung 1.7: Aquipotentiallinien (rot) und elektrisches Feld einer homogenen dielektrischen Kugel in ei-

nem dufleren homogenen elektrischen Feld. Die Pfeile geben die Richtung des E-Feldes an, und deren Farbe

charakterisiert |E|.

Die Stetigkeitsbedingung verlangt also

e .C _2Ce E,, C,_=0
| z<—7+ o G =0

Zusammen mit (1.8.15) folgt daraus nach einiger Rechnung (nachpriifen!)

€ 1—1 3
C,_ =0, C,_= rel E ﬂ3, C, ——
4< >= 5 e 0 2< 2tey
Damit ergibt sich fiir das Potential schliefflich
3 3
«=— Eyrcos =— Eyxs,
2+ €rel 2+ €rel
—1 3 —1 3
o = Sl 724 r |Eycos§ = Crel 4—on3 — Eyx;
2+6re1 r2 2+€rel r’
undamit fiir das elektrische Feld
F=—So.=—F
- — 5
= = 2+ €rel
= (érel - 1)d3EO -

E = —€<I>> =E,+ (3x;% —1%8;)

(2 + érel)‘r5

(1.8.34)

(1.8.35)

(1.8.36)

(1.8.37)

Im Inneren der Kugel fiihrt die Polarisation also auf ein um den Faktor 3/(2+¢ ;) abgeschwichtes homogenes

elektrisches Feld, d.h. die Polarisation im Dielektrikum ist

3€O(€re1 _
2+ €rel

1) =
)E

I_5< = €q(€ —1)E< =
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Damit kann man das Feld im Inneren der Kugel auch in der Form

(1.8.39)

ausdriicken.

Im Auferen der Kugel ergibt sich die Uberlagerung aus dem urspriinglich angelegten elektrischen Feld Eo
und dem Feld eines im Mittelpunkt der Kugel lokalisierten elektrischen Dipolmoments

€1

24€

D= 4reqa’ Eqe;. (1.8.40)

rel

Dies entspricht natiirlich dem gesamten Dipolmoment der Kugel, also

9 LT
P :J &$rb.=4P_. (1.8.41)
v 3
Die Grofie .
—1
oo |Pal _ € dmendd (1.8.42)
|EO| 2+ €rel

bezeichnet man auch als die Polarisierbarkeit des Dielektrikums.

1.8.3 Beispiel: Feld einer homogen polarisierten Kugel

Wir nehmen an, wir hitten eine homogen polarisierte Kugel mit Radius 2 und Mittelpunkt im Ursprung.
Dies lisst sich mit Hilfe sogenannter Elektrete realisieren. Ein Elektret ist dabei ein dielektrisches Material,
das auch ohne dufieres Feld eine permanente Polarisation aufweist. Der Name wurde von Oliver Heaviside
(1850-1925) in Anlehnung an das Wort Magnet fiir das analoge Phinomen, dass ferromagnetische Stoffe ein
permanentes magnetisches Dipolmement besitzen konnen, eingefiihrt. Elektrete lassen sich z.B. dadurch her-
stellen, dass man eine dielektrische Substanz wie bestimmte Sorten Wachs schmilzt und einem elektrischen
Feld aussetzt. Dadurch werden diese Fliissigkeiten polarisiert, wie bei den oben beschriebenen gewdhnlichen
Dielektrika. Lisst man das geschmolzene Wachs erstarren, bleibt die Polarisation fiir eine ganze Weile auch
ohne anliegendes dufleres Feld bestehen, insbesondere wenn man die Materialien in Metallfolien verpackt
und damit von der weiteren Einwirkung elektrischer Felder abschirmt, die die Polarisation wieder zerstoren
konnen.

Gegeben sei also eine homogen polarisierte Kugel mit Radius 4. Es ist also

-

P(X)=Pe&O(a—r). (1.8.43)
Dies entspricht gemif$ einer Ladungsdichte

p(z):—%-ﬁ: %é\(a—r). (1.8.44)
r

Dabei haben wir verwendet, dass gemif} (1.6.6) 3, 0(a — ) =—38(a — ) ist.
Fiir das elektrostatische Potential folgt die Poisson-Gleichung

ABF)=—L (%) = Y VP cos ¥ Sla—r). (1.8.45)
€ €T €0
Dies legt den Ansatz
®(X)= f(r)costd (1.8.46)
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nahe. Mit Hilfe des Laplace-Operators in Kugelkoordinaten ergibt sich aus
2 P
(rf)' —Zf=—"28(a—r). (1.8.47)
r €0

Fiir » # a ist die rechte Seite der Gleichung 0, und die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist (nach-
rechnen!)

B
f(r)=Ar+—. (1.8.48)
r
Fiir r < a kann es keine Singularititen geben, und fiir » — oo muss f — 0 streben, d.h.

fr)=Ar, L()=" (18.49

Bei r =a muss f stetig sein, so dass
B=Ad’. (1.8.50)

Integration von (1.8.47) iiber ein infinitesimales Intervall (¢ — 0", + 07) liefert (nachrechnen!)

=at0t B . P P
(rfY SNy =S R Y S N P (1.8.51)
r=a—0t a? €0 3eq
und damit N _
Prcos® P-7 Pa? a’P-7
& (3)= SN N 9= . 1.8.52
<) 3¢, 3¢, >(%) 3egr? 3eqr3 ( )
Es folgt
- > J
E<(x):—V<I><(x):—3—P,
€
} R 10 (1.8.53)
E.(R)=—Vo_(3) = 3(pe - 7)F — por?
>(x> >(x 471607'5 pe 7‘)7 Per ]
mit 4
Pe= %4313 —VP. (1.8.54)

Im Inneren der Kugel hat man also ein homogenes elektrisches Feld und im Aufleren das Feld eines Dipols
im Mittelpunkt der Kugel mit dem Gesamtdipolmoment p, = V P.

1.8.4 Die Energiedichte des elektrischen Feldes
Wir kénnen nun auch die Feldenergiedichte im Medium bestimmen. Die Anderung der Feldenergie aufgrund

einer Anderung & p; der freien Ladung ist offenbar auch in Materie

SW=| d&rdp@, (1.8.55)
R3

wo ® das Potential des elektrischen Feldes ist, d.h. E = —V®. Nun gilt aber & pf=divé D und durch die
Umformung, die wir bereits im Vakuum zur Herleitung von verwendet haben, fithrt auf

SW=| d&rE-SD. (1.8.56)
R}
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1.8. Dielektrika
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Abbildung 1.8: Aquipotentiallinien (rot) und elektrisches Feld einer homogen polarisierten Kugel. Die Pfeile
geben die Richtung des E-Feldes an, und deren Farbe charakterisiert |E|.

Fiir unsere isotropen Medien ist 8 D = ¢S E und folglich

SW=| d&reE-SE. (1.8.57)
R3

Da ¢ in dem von uns betrachteten Fall eines schwachen Feldes nicht von E abhingt, gilt (bis auf eine irrelevante
Konstante)

w=| &$riE (1.8.58)
w2

Die Energiedichte des elektrischen Feldes im Dielektrikum ist somit durch

w= %Ez —-D.E (1.8.59)

N | —

gegeben.

Man kann mit Hilfe dieser Energiebetrachtungen die Kraftwirkungen auf Dielektrika bestimmen. Eine gute
allgemeine Darstellung der entsprechenden Theorie findet sich in [Wei63]]. Wir wollen hier nur ein schénes
Beispiel betrachten.
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1. Elektrostatik

1.8.5 Die Steigh6henmethode zur Messung von ¢

Die Permittivititen von Fliissigkeiten lassen sich auf sehr ele-
gante Weise recht genau mit Hilfe der Steigh6henmethode
messen. Dazu betrachten wir einen sehr langen Zylinderkon-
densator, der teilweise in die Fliissigkeit eintaucht und auf einer
konstanten Spannung U gehalten wird (s. Skizze).

Fiir die im Kondensator gespeicherte Feldenergie gilt auch bei
Anwesenheit von Dielektrika (1.7.50), denn diese Gleichung ha-
ben wir fiir eine gegebene Kapazitit eines Kondensators berech-
net, unabhingig davon, wie diese Kapazitit zustande kommt.
Fiir unseren Fall kénnen wir uns den Kondensator zusammen-
gesetzt denken aus dem Anteil, der mit der Fliissigkeit geftillt
ist (Permittivitit ey ., und dem mit Luft gefiillten Teil, fiir den
wir in guter Naherung die Vakuum-Permittivitit ¢, annehmen
diirfen. Demnach ist mit (wobei wir wieder tiberall €, durch €4¢ ., zu ersetzen haben) (Nachrechnen!)

2me,

C = Criigsigkeic T Crufe = m[(ﬂa —1)z+h]. (1.8.60)
2/ 4
Damit 1st wegen (1.7.50)
2
Feld €rel z . 8.
2 In(a,/ay)

Auflerdem ist aber auch noch die Gravitationskraft der Erde auf die Fliissigkeit zu beriicksichtigen. Eine
infinitesimale Schicht der Fliissigkeit die sich in der Hohe von 2’ zu z’+dz’ erstreckt, besitzt die entsprechende
potentielle Energie

dW, ., =dmgz' =dz'p,, n(a3 —a?)z, (1.8.62)

grav

wobei p,, die Massendichte der Fliissigkeit und das Volumen der infinitesimal dicken Fliissigkeitsschicht zwi-
schen den Zylindern dV = dz’n(a3 —a?) ist. Dies ergibt integriert

7

Wera =5 omlas —ai)z?. (1.8.63)
Wir haben also, wenn sich die Fliissigkeit aus der Gleichgewichtslage z um eine virtuelle Hsheninderung & z
andert

neoU?

SW, v 1. .\
In(a,/a;)

tot

= 3 Wrag + W, (61— 18z + 7p,, (a5 —ai)zd z. (1.8.64)

Diese Anderung muss von der Spannungsquelle aufgebracht werden, d.h. es ist

(1.8.64)

59 2me,U?
sW, =UsQ=8cy? B T (15, 5w (1.8.65)

o In(a,/a,)

Setzen wir also (1.8.64) und (1.8.65) gleich, ergibt sich nach einfachen Umformungen (Nachrechnen!) die elek-
trische Suszeptibilitdt der Fliissigkeit

€

2 2
l=y.= ’Mln<‘2>. (1.8.66)

rel 2
U a,
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Kapitel 2

Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum

Nachdem wir uns nun anhand der Elektrostatik zum Einen die Vektoranalysis als das wichtigste mathemati-
sche Hilfsmittel zum Studium der Elektrodynamik erarbeitet haben, wollen wir in diesem Kapitel die voll-
stindigen Maxwell-Gleichungen motivieren. Sie stellen die bis dato giiltige Beschreibung fiir alle mit Elek-
trizitit und Magnetismus zusammenhingenden Phinomene dar, soweit keine quantentheoretischen Effekte
berticksichtigt werden miissen.

Wir beschrianken uns hier auf die fundamentale ,,mikroskopische® Theorie und fithren die effektive Beschrei-
bung der Felder in Materialien verschiedener Art erst in den folgenden Kapiteln ein, Zhnlich wie wir es im
vorigen Kapitel fiir die Elektrostatik in Anwesenheit von Leitern und Dielektrika getan haben.

Es sollte klar sein, dass man die Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik nicht auf irgendeine Art logisch
herleiten kann. Sie stellen vielmehr die fundamentalen Gleichungen zur Beschreibung der elektromagneti-
schen Phinomene dar und sind letztlich als abstrakt-mathematische Zusammenfassung des Erfahrungsschat-
zes der Experimentalphysiker zu sehen. In der Tat geht schon der Feldbegriff auf experimentelle Beobachtun-
gen zuriick, den insbesondere Michael Faraday (1791-1867) aufgrund langjihriger experimenteller Arbeit
intuitiv entwickelt hat. Darauf aufbauend hat James Clerk Maxwell (1831-1879) seine mathematische Be-
schreibung entwickelt, allerdings nicht in der heute gewohnten Form unter Verwendung der Vektoranalysis.
Diese wurde im Zusammenhang mit der theoretischen Physik unabhingig voneinander von Josiah Willard
Gibbs (1839-1903) und insbesondere in Anwendung auf die Maxwell-Theorie von Oliver Heaviside (1850-
1925) entwickelt. Auf Heaviside geht auch die heutige Formulierung der Elektrodynamik zuriick, wie wir sie
in dieser Vorlesung behandeln.

2.1 Das Magnetfeld

Erfahrungsgemifd gibt es zwei Quellen fiir Magnetfelder: Zum Einen kennen wir die Permanentmagneten.
Zum Anderen bewirken aber auch elektrische Strome bzw. Stromdichten Magnetfelder. Auf mikroskopi-
scher Ebene weisen die Elementarteilchen (also Leptonen und Quarks) neben einer elektrischen Ladung auch
ein magnetisches Dipolmoment auf. Ferromagnetische Stoffe wie z.B. Eisen, Nickel und Kobalt sind nun
Materialien, in denen sich die elementaren magnetischen Dipolmomente der Elektronen tiber makroskopi-
sche Bereiche, die Weifdschen Bezirke in eine Richtung ausrichten und zu makroskopischen Verteilungen
von Magnetisierungen addieren. Ein volles Verstindnis dieser mikroskopischen Zusammenhinge ist nur
im Rahmen der Quantenmechanik moglich. Wir konnen aber die makroskopische Magnetisierung ebenso
wie die elektrische Ladung im Sinne einer effektiven klassischen Beschreibung hervorragend im Rahmen
der klassischen Elektrodynamik behandeln. Qualitativ lassen sich Magnetfelder z.B. mit Ferromagneten wie
Kompassnadeln nachweisen. Sie sind im wesentlichen magnetische Dipole, die sich in Richtung von Magnet-
feldern (u.a. auch des Magnetfeldes der Erde) ausrichten.
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2. Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum

Zunichst ist die Phinomenologie der durch elektrische Strome hervorgerufenen Magnetfelder einfacher zu
behandeln, so dass wir dies in diesem Kapitel zuerst tun wollen. Entdeckt wurde der Zusammenhang zwi-
schen elektrischen Stromen und dem Magnetismus durch Hans Christian Oersted (1777-1851), der als Erster
beobachtet hat, dass sich Magnetnadeln in der Nihe von stromdurchflossenen Leitern wie in einem durch Per-
manentmagneten hervorgerufenen Magnetfeld ablenken lassen. Auf André-Marie Ampéere (1777-1836) geht
die erste quantitative Beschreibung dieses Phinomens fiir stationire Strome (also zeitlich konstante Strome)
zuriick. Dabei hat sich herausgestellt, dass Magnetfelder Wirbel um die sie erzeugenden elektrischen Strome

bilden.

Um die Magnetfeldstirke zu quantifizieren, betrachten wir wie beim elektrischen Feld die Kraftwirkung
auf geladene Teilchen. Es zeigt sich, dass Magnetfelder nur dann eine Kraft auf die Punktladung ausiiben,
wenn sie sich bewegt. Quantitativ ist fiir ein vorgegebenes Magnetfeld B(t, 7) die Kraft auf eine Punktladung
g am Ort 7 durch

- -

Frag =90 X B(t,7) (2.1.1)

m

gegeben.

Ist auch ein elektrisches Feld vorhanden, Uberlagern sich elektrische und magnetische Kraft vektoriell,
d.h. die vollstindige Lorentz-Kraft, also die Kraft auf eine Punktladung aufgrund der Anwesenheit
eines elektromagnetischen Feldes ist durch

F=q[E(t,7)+ 7 x B(t,7)] (2.1.2)

gegeben, wobei 7 der Ort der Punktladung zur Zeit ¢ ist. Dies zeigt wieder das Prinzip der Lokalitit:
Elektromagnetische Krifte auf eine Ladung werden durch das elektromagnetische Feld am momenta-
nen Ort der Ladung bewirkt.

Ampere hat nun bei seiner quantitativen Untersuchung festgestellt, dass
Magnetfelder um einen geraden stromdurchflossenen Leiter umgekehrt
proportional zum senkrechten Abstand des betrachteten Punktes und pro-
portional zur Stromstirke sind. Die Richtung ist wieder durch eine Rech-
te-Handregel gegeben: Streckt man den Daumen der rechten Hand in

~

Richtung der Stromdichte ;im stromdurchflossenen Leiter, zeigen die ge-
kriimmten Finger in Richtung des durch diese Stromdichte bewirkten Ma-
gnetfeldes (vgl. die nebenstehende Abbildung).

o4

Diese ziemlich komplizierten geometrischen Verhiltnisse hat nun Ampere

in eine mathematisch recht tibersichtliche Form gebracht. Wir betrachten
zundchst nur stationdre Strome, d.h. wir nehmen an, die Stromdichten und entsprechend auch das Magnet-
feld, seien zeitunabhingig. Um die Ampereschen Beobachtungen zu quantifizieren, stellen wir uns einen sehr
langen zylindrischen Draht mit Radius 4 in Richtung der x;-Achse eines kartesischen Koordinatensystems
vor, der von einem zeitlich konstanten Strom I durchflossen wird. Der Symmetrie dieses Problems gemaf3
beschreiben wir dies am einfachsten in Zylinderkoordinaten (s. Anhang[A.2).

Damit konnen wir nun den Fall des stromdurchflossenen zylindrischen Drahtes leicht erfassen. Die Strom-
dichte kénnen wir als konstant {iber den Leiterquerschnitt annehmen. Die Kreisfliche ist 7a? und folglich
die Stromdichte durch

() =8, ~0l—F) 213

gegeben. Ampere zufolge ist dann das Magnetfeld an jedem Punkt mit R > a (also auflerhalb des Drahtes) in
Richtung von ¢, gerichtet und betragsmiflig proportional zum Strom / (also zur Ladung, die pro Zeiteinheit
durch die Querschnittsfliche des Leiters fliefit) sowie umgekehrt proportional zum senkrechten Abstand R
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2.1. Das Magnetfeld

zum Draht. Mit der Permeabilitit des Vakuums .y, die wieder einen Konversionsfaktor des SI-Einheiten-
systems ist, und die wir gleich im nichsten Abschnitt aus der gesetzlichen Definition der Einheit A = C/s,
wonach 1 Ampere der Strom ist, bei dem pro Sekunde ein Coulomb Ladung durch die Querschnittsfliche
des Leiters flief3t, exakt angeben werden:

ol -

B(F)=1 "%, R>a (2.1.4)

Um eine allgemeine lokale Gleichung fiir statische Magnetfelder zu finden, leiten wir nun fiir den eben be-
handelten Spezialfall das Amperesche Durchflutungsgesetz her. Wie beim Gaufischen Gesetz fiir das elek-
trische Feld betrachten wir aber zunichst dessen Integralform.

Berechnen wir dazu das Wegintegral des Magnetfeldes (2.1.4) entlang eines beliebigen Kreises K parallel zum
Magnetfeld (s. die obige Skizze). Wir kénnen ihn mit dem Winkel ¢ parametrisieren. Der Radius sei b > a.
Dann ist der Kreis durch

bcosg
r=\bsing |, ¢€[0,2r] (2.1.5)
%0

parametrisiert. Offenbar ist dann (Nachrechnen!)

dr .
und damit , ,
=B Foodr opol o el (7
d7-B= dp— —e¢ =" do =u,l. 2.1.7

Dies ist das Amperesche Durchflutungsgesetz fiir den Spezialfall einer Kreislinie. Wir nehmen nun

an, dass dies fiir das Wegintegral von B entlang einer beliebigen geschlossenen Linie C und eine belie-
bige Fliche A mit JA = C gilt, d.h.

d7 - B =y,l,. 2.1.8)
JdA

Dabet ist I, der Strom, der durch die Fliche A fliefit.

\.

Um einer lokalen Form des Durchflutungsgesetzes naher zu kommen, driicken wir noch die rechte Seite durch
ein Integral aus. Es liegt nahe, den Gesamtstrom durch die Fliche A als Flichenintegral der Stromdichte ;
auszudriicken. Dabei wird sich auch die manchmal etwas heikle Frage nach der Vorzeichenwahl fiir den Strom
kldren, die ja willkiirlich ist und von der Orientierung der Fliche abhingt. Offenbar muss man in
die Orientierung der Fliche A irgendwie iiber die Orientierung, also den Durchlaufsinn, der geschlossenen
Randkurve d A fixieren. Dies geschieht wie beim Stokesschen Integralsatz wieder durch die Rechte-
Hand-Regel:

Richtet man die gekriimmten Finger der rechten Hand in Richtung des Durchlaufsinns der Randkurve

JdA, so sollen im Flichenintegral iiber die Stromdichte 7 die Flichennormalenvektoren in Richtung
des Daumens zeigen.

In unserem Fall haben wir den Kreis im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen. Entsprechend der Rechte-Hand-
Regel muss also in diesem Fall der Flichennormalenvektor auf die Kreisscheibe immer in Richtung von €,
weisen.
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2. Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum

Jedenfalls konnen wir mit dieser Vorzeichenkonvention das allgemeine Durchflutungsgesetz in der
Form

f d7'§:Hof RF T =y 2.1.9)
JdA A

schreiben. Zur Ubung rechne man das Flichenintegral fiir unser Beispiel mit dem Draht nach.

\.

Nun kénnen wir wieder eine lokale Form, also eine Form als partielle Differentialgleichung finden, indem
wir die Fliche sehr klein um einen vorgegebenen Punkt 7 wihlen. Dann kénnen wir die rechte Seite in der
Form

o [ &FF= i} 2.1.10
AA

auswerten. Dabei ist AA der Flicheninhalt und 7 der entsprechend der Rechte-Hand-Regel orientierte Nor-
maleneinheitsvektor. Erinnern wir uns an die Definition der Rotation eines Vektorfeldes (1.5.28), wonach

- = 1 -
n-rotB= lim — dr-B (2.1.11)
AA—0 AA IAA

ist. Fiir das Flachenintegral auf der rechten Seite von (2.1.9) erhalten wir wegen (2.1.10)

I &Efj=7-]. 2.1.12
Amg ) S i=R (2.1.12)

Da dies fiir beliebige Flichenelemente AA und entsprechend beliebige Einheitsvektoren 7 gilt, erhalten
wir die differentielle Form des Ampéreschen Durchflutungsgesetzes:

rotB=V x B = ‘u; (2.1.13)

2.2 Alte Definition der Einheit Ampere

Wir kénnen uns nun der bis 2019 giiltigen Definition der Einheit Ampere zuwenden. Der definierende seit
2019 ungiiltige Gesetzestext lautete:

»1 A ist die Starke des zeitlich konstanten elektrischen Stromes, der im Vakuum zwischen zwei parallelen, un-
endlich langen, geraden Leitern mit vernachlissigbar kleinem, kreisformigem Querschnitt und dem Abstand
von 1 m zwischen diesen Leitern eine Kraft von 2- 107" Newton pro Meter Leiterlinge hervorrufen wiirde.

Wir konnen daraus den dadurch festgelegten Wert der Konversionskonstanten (Permeabilitdt des Vakuums)
(al

) bestimmen. Das Magnetfeld ist durch (2.1.4) gegeben. Wir bendtigen nun nur noch die Kraft, die pro
Langenelnhelt auf den zweiten bei R = b = 1 m parallel gespannten mit ebenfalls dem Strom 7 = 1A durch-
flossenen Leiter flieft. Diese Kraft ist offenbar durch fiir Punktladungen gegeben, indem wir uns den
Strom aus kontinuierlich verteilten mit der Geschwindigkeit ¥ = ve, bewegten Ladungen denken. Die Strom-

dichte ist 7: pve, und entsprechend
dF =d’rpvé, x B (2.2.1)
die Kraft auf eine infinitesimale Ladung dg = &’ p. Andererseits ist aber pvé, = ;, und da der Draht als

beliebig diinn angenommen wird, kdnnen wir j = const entlang des Leiterquerschnittes annehmen, d.h. es
ist j =1/(ra?)é, und d°r = dl ma®. Damit wird aber
al al
GFodire, s gl
2" b ¥ 2ﬂb
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2.3. Das Ampere-Maxwell-Gesetz

Die in gleicher Richtung vom Strom I durchflossenen Drihte ziehen also einander an (daher das Minuszei-
chen). Betragsmiflig ist somit die Kraft pro Langeneinheit fiir / = 1A und b = 1 m dem Gesetzestext nach

= alt)
dF N 1A%
—|=2.107=2=_"0 223
d/ m 27-1m ( )
Folglich ist
p'gadt) =47 10_7%. (224)

Die etwas willkiirliche Wahl des Zahlenwertes fiir die besagte Kraft pro Lingeneinheit war historisch bedingt,
wollte man doch moglichst bequeme Umrechnungen zwischen althergebrachten Einheiten fiir die Stromstar-
ke im sog. magnetostatischen Einheitensystem und andererseits bequeme Zahlenwerte in den Anwendungen
erreichen. In der Tat ist 1 A eine typische Groflenordnung tiir Strome, wie sie alltdglich im Stromnetz auftre-
ten.

Die moderne seit 2019 giiltige Definition der Einheit Ampere besprechen wir in Abschnitt

2.3 Das Ampere-Maxwell-Gesetz

Wir wollen nun das Amperesche Durchflutungsgesetz fiir allgemeine zeitabhingige Situationen verallgemei-
nern. Wir konnen uns dazu bereits der differentiellen Form der Gesetze bedienen, was sich als sehr bequem
erweist. Betrachten wir also das Durchflutungsgesetz (2.1.13). Es ist relativ leicht zu bemerken, dass es fiir den
Fall zeitabhingiger Felder nicht korrekt sein kann, weil es der Ladungserhaltung, d.h. der Kontinuititsglei-
chung widerspricht. Bilden wir nimlich vom Durchflutungsgesetz die Divergenz, erhalten

WIr

divrotB = podivf. (2.3.1)

Schreiben wir die linke Seite mit dem Nabla-Operator, erhalten wir
V- (V x B) = pydiv;. (2.3.2)

Wire V ein gewohnlicher Vektor, wire sofort klar, dass die linke Seite verschwindet. Dass dies tatsichlich der
Fall ist, rechnen wir schnell in kartesischen Koordinaten nach. Es ist nimlich

V(¥ xB)=0(6,B; — 3,B,) + (3B, — I B;) + &5 (0, B, — 9, By). (2.3.3)

Betrachten wir den ersten Term, sehen wir, dass ein sehr Zhnlicher Term mit umgekehrtem Vorzeichen auch
im zweiten Term auftaucht, nimlich z.B. 9, d,B;— Jd,J, B;. Nun zeigt es sich, dass es in der Tat auf die Reihen-
folge der partiellen Ableitungen nicht ankommt, wenn alle Ableitungen stetige Funktionen sind, wovon wir
hier und im Folgenden stets ausgehen. Wir erhalten also schlielich aus (2.3.3), dass fiir ein beliebiges Vektor-
feld in der Tat V - (V x B) = 0 ist. Damit folgt aber aus ein Widerspruch zur Kontinuititsgleichung,
denn es ist

div; =0#£-3,p, 2.3.4)

wenn p zeitabhingig ist. Im statischen Fall tritt also kein Widerspruch auf, wie es ja auch aufgrund der ex-
perimentellen Faktenlage gemifl Ampére sein muss. Allerdings ergibt sich ein Widerspruch falls die Felder,
hier insbesondere die Ladungsdichte, zeitabhingig ist.

Hier kommt nun die wichtigste Erkenntnis Maxwells im Zusammenhang mit der Elektrodynamik ins Spiel.

So wie das Gaufische Gesetz (1.4.12) den Zusammenhang zwischen dem elektrischen Feld und seiner Quelle,
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2. Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum

der Ladungsdichte p, beschreibt, sollte auch eine Verallgemeinerung des Durchflutungsgesetzes die Strom-
dichte als Quelle fiir das Magnetfeld beschreiben. Wir benétigen also auf der linken Seite des Durchflutungs-
gesetzes noch einen Ausdruck mit den Feldern, der die Diskrepanz zur Kontinuititsgleichung der Ladungs-
erhaltung behebt. In der Tat ist klar, dass dies offenbar durch

rot B — #0508:5 = ,uof (2.3.5)
gewihrleistet ist. Bilden wir nimlich die Divergenz dieser Gleichung, erhalten wir wegen divrot B =0

Gehen wir wieder davon aus, dass die Zeit und Ortsableitungen allesamt stetig sind, konnen wir auf der linken
Seite die Zeit- und Ortsableitungen vertauschen, d.h. wir erhalten zusammen mit dem Gauf3schen Gesetz fiir

das elektrische Feld
—peo A divE = —Ugd,p= uodivy = dp+ div; =0, (2.3.7)

also die Kontinuititsgleichung. In der Tat erweisen sich alle Folgerungen aus Maxwells Erginzung des sog.
Verschiebungsstroms ju,¢,d, E als konsistent mit allen Beobachtungen elektromagnetischer Phinomene, und

das Maxwell-Amperesche Gesetz
rot B— pgegd,E = ,u07 (2.3.8)

ist eine weitere fundamentale Maxwell-Gleichung der Elektrodynamik.

Schlieflich fragen wir nach dem Gauf3schen Gesetz fiir das Magnetfeld. Man konnte nun annehmen, dass es
analog zur elektrischen Ladung auch magnetische Ladungen (auch magnetische Monopole genannt) gibe.
Dann wiirde man vermuten, dass analog zum Gauflschen Gesetz fiir das elektrische Feld auch eines fiir das
magnetische Feld der Art

divB £ ko, (2.3.9)

mit einer die Einheit dieser hypothetischen magnetischen Ladung definierenden Konversionskonstanten k
gilt. Dabei wire p,,,, die magnetische Ladungsdichte. Es zeigt sich jedoch, dass trotz einiger Versuche, solche
magnetischen Monopole zu finden, offenbar stets p,,,,, = O ist. Versucht man z.B. magnetische Monopole her-
zustellen, indem man einen Permanentmagneten in der Mitte zwischen Nord- und Siidpol zersigt, scheitert
man, denn man erhilt nicht zwei einzelne entgegengesetzte Magnetladungen sondern stets zwei Permanent-
magneten mit jeweils Nord- und Stidpol.

Wir halten also als weiteres fundamentales Naturgesetz und eine weitere Maxwell-Gleichung
divB =0, (2.3.10)

fest, was die Nichtexistenz magnetischer Monopole beschreibt.

2.4 Das Faradaysche Induktionsgesetz
Es fehlt uns nun nur noch eine fundamentale Maxwell-Gleichung, und das ist das Faradaysche Induktions-
gesetz. Es geht auf die fundamentale Beobachtung Faradays zuriick, dass mit zeitlich verinderlichen Magnet-

feldern stets elektrische Wirbelfelder einhergehen.
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2.5. Lokale und integrale Formulierung der Maxwell-Gleichungen

Die genaue Untersuchung zeigt, dass dieser Sachverhalt durch die letzte verbliebene Maxwell-Glei-
chung

rotE = —é’té (2.4.1)

beschrieben wird, d.h. die zeitliche Anderung des magnetischen Feldes entspricht bis auf das Vorzei-
chen dem Wirbel des elektrischen Feldes.

Es ist klar, dass dies mit der Rotationsfreiheit des elektrischen Feldes im elektrostatischen Fall kompatibel
ist, da ja dann voraussetzungsgemaf3 alle Stromdichten und damit auch das Magnetfeld verschwinden. Die Ro-
tationsfreiheit des elektrischen Feldes gilt gemaf$ sogar noch im allgemeineren stationiren Fall, der
dadurch definiert ist, dass alle relevanten Feldgrofien zeitlich konstant sind. Es konnen dann insbesondere
zeitunabhingige Stromdichten und entsprechend zeitunabhingige Magnetfelder vorhanden sein. Fiir zeitu-
nabhingige Felder verschwinden aber die Zeitableitungen, und folglich ist dann gemif3 E tatsichlich
wirbelfrei. Wir beschiftigen uns mit dem Spezialfall dieser Magnetostatik im nichsten Kapitel.

Eine typische Anwendung zur experimentellen Demonstration des Faradayschen Induktionsgesetzes ist durch
eine rubende Leiterschleife oder Spule mit einem Strommessgerit realisiert, durch die man einen Permanent-
magneten bewegt. Aufgrund der zeitlichen Anderung des Magnetfeldes kommt es zu einem Stromfluss, weil
das elektrische Wirbelfeld entlang des Leiters eine Kraft auf die in diesem enthaltenen frei beweglichen La-
dungen (in metallenen Drihten sind dies stets Elektronen) austibt und dadurch einen Stromfluss bewirke.
Dies wird gewdhnlich durch die integrale Form des Faradayschen Induktionsgesetzes beschrieben. Dazu
integrieren wir tiber eine Fliche A, die die Leiterschleife als Rand d, besitzt. Hinsichtlich der Orientie-
rung der Flichennormalenvektoren und der Randkurve soll wieder definitionsgemaf3 die Rechte-Hand-Regel

gelten. Dann folgt aus dem Stokesschen Integralsatz (1.5.33)

f d?-E:—f &2f .38 (2.4.2)
JA A

Solange die Leiterschleife und damit die irgendwie gewihlte Fliche A mit der Leiterschleife als Rand J A rubt,
konnen wir das Flachenintegral und die Zeitableitung vertauschen.

~ )

Dann erhalten wir

&= d?-E:—ideﬁE:—éB. (2.4.3)
JA dt J4

Dies besagt, dass die elektrische Ringspannung & oder elektromotorische Kraft, die im Falle einer
Leiterschleife einen Stromfluss bewirkt, durch die negative Zeitableitung des durch diese Schleife hin-
durchtretenden magnetischen Flusses

@E(t):LdZﬁE (2.4.4)

gegeben ist.

2.5 Lokale und integrale Formulierung der Maxwell-Gleichungen

Wir haben nun die vier Maxwell-Gleichungen anhand einiger grundlegender Beobachtungstatsachen plausi-
bel gemacht. Wir konnen freilich die Maxwell-Gleichungen nicht logisch irgendwie herleiten, denn es handelt
sich um grundlegende Naturgesetze, die sich nur durch quantitative Beobachtung der entsprechenden Pha-
nomene und mathematische Analyse erschlieflen lassen. Aus theoretischer Sicht konnen wir die Maxwell-
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2. Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum

Gleichungen nun einfach als Grundpostulate der Elektrodynamik zusammenstellen und verwenden, um
moglichst viele elektromagnetische Phinomene mit ihrer Hilfe zu beschreiben. Die vier Maxwell-Gleichun-
gen sind das Gaufische Gesetz fiir das elektrische Feld (1.4.12), das Ampére-Maxwellsche Durchflutungsgesetz
(2.3.5), das Gaufische Gesetz fiir das magnetische Feld (Abwesenheit magnetischer Monopole) und das
Faradaysche Induktionsgesetz (2.4.1).

Systematisch betrachtet haben wir zwei Maxwell-Gleichungen, die nur das elektrische und das magne-
tische Feld, nicht aber die Quellen (also Ladungs- und Stromverteilungen) enthalten. Diese nennen wir
die homogenen Maxwell-Gleichungen. Sie sind durch das Faradaysche Induktionsgesetz und das
Gaufische Gesetz fiir das magnetische Feld gegeben:

rotE + 8,8 =0, 2.5.1)
divB =0. (2.5.2)

Sie stellen mathematisch gesehen sozusagen ,Nebenbedingungen® an die Felder, wihrend die anderen
beiden inhomogenen Maxwell-Gleichungen, das Ampére-Maxwellsche Durchflutungsgesetz und
das Gauf’sche Gesetz fiir das elektrische Feld,

rot B— pgegd,E = Uol» (2.5.3)
dWE:lp (2.5.4)
€

die Erzeugung der Felder aus den Quellen o (Ladungsdichte) und ; (Stromdichte) beschreiben.

Es ist klar, dass fiir vorgegebene Quellen stets alle vier Maxwell-Gleichungen simultan gelst werden miissen.

Wir wir oben bereits bei unserer heuristischen ,Herleitung“ der Maxwell-Gleichungen gesehen haben,

7~

implizieren die beiden inhomogenen Gleichungen die Kontinuititsgleichung
3,0 +divj =0, (2.5.5)

die die lokale Form des Erhaltungssatzes fiir die elektrische Ladung darstellt.

Wie oben erliutert, besagt sie, dass jede Anderung der elektrischen Ladung in einem Volumen allein dadurch
hervorgerufen werden kann, dass die Anderung der Ladungsmenge stets exakt die durch die Oberflache des
Volumens stromende Ladung sein muss.

Beobachtbar ist das elektromagnetische Feld durch die Kraftwirkung auf Ladungen, die dadurch zu
lokalen Beschreibungen wird, d.h. die Lorentz-Kraft auf eine Punktladung ist stets durch das elek-
tromagnetische Feld am momentanen Ort dieser Punktladung gegeben:

F(t,7)=q[E(t,7)+9(t) x B(t,7)], (2.5.6)

wobei 7 = 7 die Geschwindigkeit des Teilchens ist.

Fiir kontinuierliche Systeme wie Fluide konnen wir dies auf die Kraftdichte verallgemeinern. Dazu denken
wir uns ein kleines Volumenelement d*7 bzw. das entsprechende Ladungselement dg = &rp(,7) als die

Punktladung, die sich in den Feldern E und B bewegt. Verwenden wir noch ](t 7) = p(t,7)0(t,7), wobei
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2.5. Lokale und integrale Formulierung der Maxwell-Gleichungen

9(t,7) die Geschwindigkeit des betrachteten Fluidelements ist, erhalten wir

-

dF (¢,7) = r[3(t, F)E(t,7)+ (£, 7) x B(t,7)]. 2.5.7)

Teilen wir diese Gleichung durch das Volumenelement d°r, erhalten wir fiir die Kraftdichte

g - - -

f(e,7)=p(t,7)E(t,7)+j(t,7) x B(¢,7). (2.5.8)

Wir betonen nochmals, dass diese Gleichungen die fundamentalen mikroskopischen Gleichungen des Elek-
tromagnetismus sind, d.h. die Ladungs- und Stromdichten sind die vollstindigen letztlich aus Elementar-
teilchen bestehenden Verteilungen dieser Groflen. Wie wir im Folgenden sehen werden, muss man die fiir
makroskopische Korper, die ja der eigentliche Gegenstand der klassischen (will sagen nichtquantenmecha-
nischen) Behandlung der elektromagnetischen Phinomene sind, durch Niherungen weiter vereinfachen und
durch phinomenologische Materialkonstanten ergianzen. Unter anderem damit werden wir uns im Rest dieser
Vorlesung genauer besfassen.

Zum Schluss betrachten wir noch die allgemeine integrale Form der mikroskopischen Maxwell-Gleichun-
gen. Hier herrscht zum Teil einige Verwirrung in der Literatur, weil der Fall bewegter Integrationsbereiche
zuweilen nicht sorgfiltig genug behandelt wird. Wir betonen daher, dass die lokalen Maxwell-Gleichun-
gen die grundlegenden Gleichungen darstellen. Entsprechend leiten wir die integrale Form der
Gleichungen hier auch aus der lokalen Form her. Im Folgenden seien V' ein beliebiges Volumen mit Rand
dV und F eine beliebige Fliche mit Rand JF. Dabei sind fiir den Rand des Volumens d' V' die Flichennor-

malenvektoren d? ]? stets aus dem Volumen V herausgerichtet und die Fliche F und deren Randkurve JF
gemifl} der Rechte-Hand-Regel orientiert. Fiir eine i.a. offenen Fliche F ist dabei die Richtung der Flichen-

normalenvektoren d? f willkiirlich vorgegeben, und die Randkurve dF wird gemif} der Rechte-Hand-Regel
orientiert, d.h. zeigt der Daumen der rechten Hand in Richtung der Flichennormalenvektoren, geben die
Finger die Richtung an, in der die Randfliche J F durchlaufen wird. Gemif} dieser Festlegung wurden auch
die Differentialoperatoren div bzw. rot definiert, und entsprechend sind diese Konventionen auch bei der
Anwendung der Integralsitze von Gauf§ und Stokes zu beachten. Im Folgenden kénnen V, dV, F und dF
auch zeitabhingig sein. Die entsprechenden Punkte 7 dieser geometrischen Gebilde bewegen sich dabei mit
einer Geschwindigkeit (¢, 7).

Betrachten wir nun das Faradaysche Induktionsgesetz (2.5.1). Es liegt nahe, hier den Stokesschen Integralsatz
zur Anwendung zu bringen. Dann ergibt sich zunichst

f d7 -E:—J &2f . 2.B. (2.5.9)
JdF F

Ublicherweise mdchte man aber die rechte Seite durch den magnetischen Fluss durch diese Fliche
®(t)= JF d*f-B (2.5.10)

ausdriicken. Fiir eine zeitabhingige Fliche F diirfen wir aber Integration und Zeitableitung nicht einfach ver-
tauschen, weil wihrend einer Anderung der Zeit um ein infinitesimales Inkrement d¢ sich sowohl die Fliche
als auch das Magnetfeld dndern.

Bezeichnen wir der Genauigkeit halber jetzt die zeitabhingige Fliche mit F, haben wir

F,

t+de

&F Bt +dz,£)—f &$F - B(t,7) 2.5.11)

F

t
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2. Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum

zu berechnen. Offensichtlich geniigt uns dabei die Entwicklung der rechten Seite dieser Gleichung bis zur

Ordnung 0(dt), d.h.

dzf-é’té(t,a?)+J &F . B(1,7)

} Fevar (2.5.12)
—f d*f - B(t,%)+ 0(de?).

F,

t

dt ;zémag =d¢ f

F[

Um den Beitrag aufgrund der zeitlichen Anderung
der Fliche zu berechnen, betrachten wir die neben-

stehende Skizze. Wir wenden den Gaufischen Inte-

gralsatz auf das dort gezeigte infinitesimale zylinder-

artige Volumen an, das durch die Bewegung der Fli-

&f = dr x vdt che in dem infinitesimalen Zeitintervall (¢,¢ + dt)
definiert wird. Dessen Randfliche besteht aus der

dto(z,r) Deckfliche F,_4,, der Bodenfliche F, und der Man-

telflache. Bei der Anwendung des Gaufischen Inte-
gralsatzes miissen die Flichennormalen nach auflen
weisen. Daher geht die Deckfliche mit positivem
Vorzeichen, die Bodenfliche aber mit negativem
Vorzeichen ein, weil definitionsgemif} die Orientie-
rung fiir diese urspriinglichen Flichen in SO

gewihlt ist. Das entsprechend orientierte Flichenelement fiir die Mantelfliche ist bis auf Grofien der Ordnung
0(dt?) durch d&*f = d7|sp, x (¢, x)dt gegeben. Dies liefert

dw.g:f
Fz+d:

dzf.é(z,z)—f dzf-B(t,a?)+dtf (d7 x 9)-B. (2.5.13)
F, 3

dv F,

Andererseits ldsst sich das Volumenintegral in der gewiinschten Ordnung €(dt) in der Form

d%?ﬁé:dzf &f.5(V-B) (2.5.14)
dv F,

schreiben. Dies in (2.5.13) eingesetzt ergibt

)

&EF B3 — | &F -Bet,®)=dt| | &f-5(V-B
7B )f FoB(1.%) tUFt 5B

e i (2.5.15)
—f d7-(«5><1§)].
oF,
Verwenden wir dies wiederum in (2.5.12), erhalten wir schliefilich
b = j & [aF+3@ D)= & -@xD) 2.5.16)
Fl FZ

Dies gilt zunichst fiir ein beliebiges Vektorfeld B.
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2.5. Lokale und integrale Formulierung der Maxwell-Gleichungen

Verwenden wir nun noch die Quellenfreiheit von B, also 1) sowie das Faradaysche Gesetz in dif-
ferentieller Form (2.5.1), erhalten wir schliefilich

@EZ_LFdz.(waE):g. (2.5.17)

Dies ist die allgemein giiltige integrale Form fiir das Faradaysche Induktionsgesetz fiir beliebig
bewegte Flachen. Wichtig ist, dass auf der rechten Seite dieser Gleichung die vollstindige elektromo-
torische Kraft oder Ringspannung

g:f d7-(E+7 x B) (2.5.18)
JdF

zu stehen kommit.

Hier ist der Begriff ,Kraft“ im Sinne einer energieartigen Grofle zu verstehen. Es handelt sich hier ja formal
um die Arbeit einer Einheitsladung entlang der geschlossenen Kurve dF im elektromagnetischen Feld.

Beachtet man diese allgemeingiiltige Form, lassen sich viele vermeintliche Schwierigkeiten, die in der Lite-
ratur im Zusammenhang mit dem Faradayschen Gesetz immer wieder auftauchen, vermeide (vgl. dazu die
entsprechende Diskussion in [[FLS07]).

Auf die integrale Form des Ampeére-Maxwell-Gesetzes (2.5.3) werden wir schlieflich gefiihrt, indem wir die
zeitliche Ableitung des elektrischen Flusses

<I>E:Ld2f~E (2.5.19)

betrachten. Dazu kénnen wir wieder die allgemeingiiltige Formel (2.5.16) verwenden (wobet natiirlich E fiir
B zu schreiben ist), woraus sich zunichst

b= | FF[AE+aG B | d-(xE) 25.20
F r
ergibt. Gemifl dem Ampére-Maxwell-Gesetz (2.5.3) konnen wir im Flichenintegral
" SO
QE=—VxB——] (2.5.21)
Moo €0

schreiben und mit dem Gaufschen Gesetz (2.5.4)

V-E=—p (2.5.22)

einsetzen. Wenden wir dann noch auf das Flichenintegral von V x B den Stokesschen Integralsatz an, erhalten
wir schliellich .
bp=—rt | #F-G—pi)t | &i(cB-xE) 5.2
€oJF dr
wobei wir im letzten Schritt uye, = 1/c? verwendet haben.

Gewohnlich multipliziert man diese Gleichung mit uq€, und 16st nach dem Wegintegral von B auf:

f d7-B= ,uof &Ef - (7 — p3) + oo [fbf +J d7 - (7 x E)] (2.5.24)
JF F JF
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2. Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum

In den iibrigen beiden Maxwell-Gleichungen, also im GaufSsche Gesetz fiir das elektrische Feld (2.5.4) und
fiir das magnetische Feld (2.5.2) treten keine Zeitableitungen auf, und entsprechend kann man einfach den
Gauflschen Integralsatz auf ein beliebiges Volumen V' anwenden:

fd%div_ﬁ:f &f F=L| dro=L0q,,
1% av € Jv €0

f d%divz'ézf &f.B=o.
\% av

2.6 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

(2.5.25)

Wir kommen nun zur wichtigsten Schlussfolgerung, die Maxwell aus seinen vier Gleichungen gezogen hat,
nidmlich die Existenz sich im Vakuum ausbreitender elektromagnetischer Wellen. Wir werden auch gleich
noch die etwas willkiirlich erscheinende Einfithrung der Konversionsfaktoren ¢, (Permittivitit des Vakuums
bzw. elektrische Feldkonstante) und py (Permeabilitit des Vakuums bzw. magnetische Feldkonstante) im SI-
Einheitensystem mit etwas mehr physikalischem Inhalt fiillen.

Wir betrachten also nun die Maxwell-Gleichungen 2.5.1)-(2.5.4) in einem Bereich, wo keine Ladungen und
Strome vorhanden sind, also fiir o = 0 und ;: 0. Wir wollen dazu zunichst eine Gleichung finden, die nur
das elektrische Feld enthilt. Dazu bilden wir im Hinblick auf zuerst die Rotation von (2.5.1). Wir be-

schiftigen uns zuerst mit dem ersten dabei auftretenden Term unter Zuhilfenahme kartesischer Koordinaten
(Nachrechnen!):

31 81 El
rotrotE=( 3, | x || & | x| E,
2 2 Es
a g E,—OE
3 1L — ALy 2.6.1)
=| &divE —AE, |,
GdivE — AE;
wobei wir wieder den Laplace-Operator
A=V.V=32+3+3 2.6.2)

verwendet und ausgiebig von der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen Gebrauch gemacht haben. Wir
betonen, dass diese naive Anwendung des Laplace-Operators auf ein Vektorfeld nur fiir kartesische Kompo-
nenten dieses Vektorfeldes korrekt ist. Fiir irgendein skalares Feld ¢ ist definitionsgemafl

¢
gradp =Vo=|{ 3o |. (2.6.3)
%¢
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2.6. Elektromagnetische Wellen im Vakuum

Dann konnen wir (2.6.1) in der folgenden Gleichung, die fiir beliebige kartesische Komponenten eines
Vektorfeldes E gilt, zusammenfassen:

rotrot £ = graddivE — AE. (2.6.4)

bzw. mit dem Nabla-Operator geschrieben ergibt sich

—

Vx(VxE)=V(V-E)—AE, (2.65)

was auch der formalen Anwendung der ,bac-cab-Formel entspricht.

Nun verwenden wir auf der rechten Seite (2.5.4) mit p = 0, d.h. der erste Term auf der rechten Seite ver-
schwindet. Rotationsbildung von (2.5.1) liefert also

—AE 4 J,rotB=0. (2.6.6)
Nun kénnen wir mit Hilfe von 1) fiir j = 0 aus dieser Gleichung B eliminieren. Dies liefert

Uo€odPE—AE =0. 2.6.7)
Wir bemerken, dass
2= (2.6.8)
Moo

eine Konstante von der Dimension einer Geschwindigkeit im Quadrat hat.

7

Dann schreibt sich (2.6.7) in der Form
L . L
c

Der Differentialoperator [0 heifft d’Alembert-Operator (Jean-Baptiste le Rond d’Alembert 1717-
1783).

\.

Die partielle Differentialgleichung ist als Wellengleichung bekannt. Wir wollen zeigen, dass (2.6.9) in der
Tat Wellenlosungen besitzt. Wir machen dazu den Ansatz

E(t,r)=E cos(cwt —kx,), (2.6.10)

was mit E; = const. einer ebenen Welle entspricht, die sich in x;-Richtung ausbreitet. Fiir diesen Ansatz gilt
nun offenbar (Nachrechnen!)

IPE =—w?E cos(wt —kx;), AE=32E=—k’E,cos(wt —kx,). (2.6.11)

Setzen wir dies in die Wellengleichung (2.6.9) ein, erhalten wir die Bedingung

L. (2.6.12)
¢

Wir bemerken, dass die Losung periodisch ist, und zwar ist die rdumliche Periode (also die

Wellenlinge) A durch die Bedingung £A = 27 oder A = 27/k und die zeitliche Periode (also die

Periodendauer) = durch wt = 27 oder © = 27t/ w gegeben. Gl. heiflt Dispersionsrelation

fiir elektromagnetische Wellen.
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2. Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum

Wir miissen nun noch zeigen, dass sich alle vier Maxwell-Gleichungen (2.5.1)-(2.5.4) mit (2.6.12) erfiillen
lassen. Setzen wir den Ansatz also zunichst den Ansatz in (2.5.4) mit p = 0 ein. Es folgt

divE = 8,E, = kEy; sin(wt — kx,) = 0. (2.6.13)

Das bedeutet, dass E,; = O sein muss, d.h. das ebene elektrische Feld im Vakuum (also im ladungs- und
stromfreien Raum) ist eine transversale Welle, d.h. E ist stets senkrecht zur Ausbreitungsrichtung der
Welle gerichtet.

Wir kénnen nun das kartesische Koordinatensystem so wihlen, dass E, = (0, £,,0) ist, d.h. wir haben nun

0
0
Man rechnet leicht nach, dass
rotE =V x [E,cos(cwt —kx;)]
=—E, x grad cos(wt —kx,)

0 k
0 0
0
= Eyksin(wt —kx,)| 0 @—%E
1
ist. Durch Integration folgt dann
1 0 1
B=—| 0 |cos(cwt—kx;)=-e xE. (2.6.16)
¢ ¢
Lo,

Es steht also das Magnetfeld B senkrecht sowohl auf der Ausbreitungsrichtung der Welle e, als auch
zum elektrischen Feld, und es bilden £, B und der Wellenvektor £ = ke, in dieser Reihenfolge ein
rechtshindiges orthogonales Dreibein.

Damit ist auch (2.5.2) erfiillt ist, und man rechnet nach, dass schliellich auch (2.5.3) geldst wird. (Nachrech-

nen!).

~ )

Damit haben wir gezeigt, dass es elektromagnetische Wellen gibt, die sich mit der Geschwindigkeit

1
c= ~3.1082 2.6.17)
v/ oo S

ausbreiten. Dies entspricht aber recht genau der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum.

.

Diesen Zusammenhang zwischen den Feldkonstanten ¢, und .y mit der Vakuumlichtgeschwindigkeit haben
Friedrich Wilhelm Georg Kohlrausch (1840-1910) und Wilhelm Eduard Weber (1804-1891) bereits 1856 durch
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die Vermessung statischer (!) elektrischer und magnetischer Felder und dem Vergleich durch die damals defi-
nierten elektrostatischen und magnetostatischen Einheiten fiir die elektrische Ladung nachgewiesen. Aus der
Vorhersage der elektromagnetischen Wellen hat Maxwell die Hypothese aufgestellt, dass Licht eine elektro-
magnetische Welle darstellt.

2.7 SI-Einheiten

Wir rekapitulieren nun noch einmal kurz die SI-Einheiten soweit sie die Mechanik und Elektrodynamik
betreffen. Wir konnen uns hierzu auf die vier Basiseinheiten fiir Linge (Meter, m), Zeit (Sekunde, s), Masse
(Kilogramm, kg) und Stromstirke (Ampere, A) beschrinken.

Ausgangspunkt ist die Definition der Zeiteinheit Sekunde. Dies hingt damit zusammen, dass beim derzeitigen
Stand der Messtechnik Zeitintervalle bzw. Frequenzen die am genauesten zu messenden Groflen darstellen.
Dabei macht man sich zunutze, dass viele atomare Uberginge sehr stabile Energiedifferenzen besitzen und
die Frequenz der entsprechenden elektromagnetischen Wellen daher sehr prizise und iberall reproduzierba-
re Mafle fiir Zeitintervalle verfiigbar machen. Dabei miissen die metrologischen Institute (in Deutschland die
Physikalisch Technische Bundesanstalt in Braunschweig) freilich darauf achten, dass bei einer Umdefinition
der Einheiten die Kontinuitit gewahrt bleibt. So war urspriinglich die Zeiteinheit Sekunde tiber astronomi-
sche Messungen der Dauer des mittleren Tages auf der Erde definiert, was aber im Laufe der Zeit viel zu
ungenau war, um den gewachsenen Anforderungen an die Messgenauigkeit in Wissenschaft und Technik zu
gentigen. Daher ist viel Aufwand erforderlich, um die alte Definition méglichst genau mit der neuen Defini-
tion abzustimmen. Die derzeit giiltige Definition der Zeiteinheit Sekunde lautet seit 1967 wie folgt:

Die Sekunde ist das 9192631770-fache der Periodendauer der dem Ubergang zwischen den beiden
Hyperfeinstrukturniveaus des Grundzustandes von Atomen des Nuklids 1**Cs entsprechenden Strah-
lung.

Dabei ist 1**Cs das Zeichen fiir das Cisium-Isotop mit der Kernmassenzahl A = 133.

Die Definition der Lingeneinheit Meter beruht auf der Erkenntnis der Relativititstheorie, dass die Lichtge-
schwindigkeit ¢ im Vakuum eine universelle Naturkonstante ist, die nach derzeitigem Kenntnisstand tiberall
im Universum gleich ist. Daher wird das Meter im SI dadurch festgelegt, dass man der Lichtgeschwindigkeit
einen festen Wert zuordnet. Freilich muss auch hier der Anschluss an diverse Vorgingerdefinitionen des Me-
ters gewahrt werden. Urspriinglich war das Meter als ein der 10-millionste Teil der Linge des durch Paris
verlaufenden Lingengrades definiert. Die moderne Definition von 1983 lautet

Das Meter ist die Linge der Strecke, die Licht im Vakuum wihrend der Dauer von (1/299 792 458)
Sekunden durchliuft.

Mit anderen Worten: Die Lichtgeschwindigkeit besitzt definitionsgemif} den exakten Wert

¢ =299792458 2 = 2,99792458 - 108 2. 2.7.1)
S S

Fiir Uberschlagsrechnungen geniigt der Niherungswert ¢ ~ 3 - 10%m/s.

Bis zum Jahre 2019 wurde das Kilogramm (kg) seit 1889 einfach als die Masse eines Zylinders aus einer be-
stimmten Platin-Iridium-Legierung, der in Paris aufbewahrt wird (der sog. Internationale Kilogrammproto-
typ oder kurz ,Urkilogramm®), definiert.

Freilich war dies eine duflerst heikle Definition, denn sie ist zum einen nicht besonders genau und zum an-
deren weicht ausgerechnet der Internationale Kilogrammprototyp systematisch von den in anderen Lindern
autbewahrten nationalen Sekundirprototypen ab.
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2. Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum

Seit 2019 wird das Kilogramm, unter Berticksichtigung der oben gegebenen Definitionen fiir Sekunde und
Meter dadurch festgelegt, dass man einer weiteren nach heutigem Wissen fundamentalen Naturkonstanten
einen exakten Wert zuweist, und zwar dem Planckschen Wirkungsquantum.

Das Kilogramm, Einheitenzeichen kg, ist definiert, indem dem Planckschen Wirkkungsquantum
der Wert

h = 6,62607015 - 10_34]s =6,62607015 - 10—34kg_m2
S

zugeordnet wird. Dabei ist ] (Joule) die Einheit fiir die Energie: 1] = 1N's = 1kgm?/s?.

Wie wir bereits in Abschnitt besprochen haben, ist die Einheit der elektrischen Ladung, das Cou-
lomb (C) durch die Festlegung des definitionsgemif} exaktes Wertes der elektrischen Elementarladung e =
1,602176 634 - 1012 C definiert. Aus historischen Griinden ist aber nicht das Coulomb sondern das Ampere
eine Basiseinheit. Dabeiist 1 A=1C/s.

Zusammen mit der Festlegung des exakten Wertes der Lichtgeschwindigkeit vermoge (2.7.1) und we-
gen des Zusammenhangs der Lichtgeschwindigkeit mit der elektrischen und magnetischen Feldkon-

stante (2.6.8) ergibt sich der Wert

1 N
Uo = —— = 1,25663706212(19) - 10_6—2. (2.7.2)
€qC? A

fiir die magnetische Feldkonstante, die auch Permeabilitit des Vakuums genannt wird.

Man kann dies mit der alten seit 1947 bis 2019 giiltigen in Abschnitt[2.3|besprochenen Definition der Einheit

Ampere vergleichen, derzufolge /ugm) = 477-107N/A? gegolten hat. Die entsprechende in (2.7.2) angegebene
Unsicherheit im Wert von g aufgrund der Neudefinition der SI-Basiseinheiten stellt dabei die numerisch
grofite damit einhergehende Abweichung der Basiseinheiten verglichen mit der vorherigen Definition dar.
Die entsprechende relative Messunsicherheit betrigt etwa 1,5 1071°,

2.8 Die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes

In den folgenden drei Abschnitten wollen wir die Erhaltungssitze fiir Energie, Impuls und Drehimpuls in
der Elektrodynamik herleiten. Dabei ergibt sich die wichtige Erkenntnis, dass das elektromagnetische Feld
als eigentstindiges dynamisches System Energie, Impuls und Drehimpuls besitzt. Diese Grofien sind konti-
nuierlich im Raum verteilt, und man erhilt daher jeweils eine Dichte und eine Stromdichte fiir jede dieser
Groflen. Um diese wichtigen Groflen herzuleiten, betrachten wir geladene Materie mittels einer Kontinu-
umsbeschreibung und deren Wechselwirkungen mit dem elektromagnetischen Feld. Wir begniigen uns dabei
mit dem einfachst moglichen Modell eines sehr diinnen Gases, dessen intrinsische Krifte wie Druck und
Reibungskrifte vernachlissigbar gegentiber den elektromagnetischen Kriften sind.

Trotzdem betrachten wir zunichst den sehr allgemeinen Fall eines kontinuummechanischen Systems. Das
kann ein Gas, eine Fliissigkeit oder sogar ein Festkorper sein. Wir beschiftigen uns aber nicht mit Details
einer solchen Theorie sondern nur mit den grundlegendsten Beschreibungsweisen. Wir beschrianken uns auf
die (nichtrelativistische) Newtonsche Mechanik.

In diesem Zusammenhang ist es auch wichtig zu verstehen, dass das Konzept lokaler Feldtheorien im Zusam-
menhang mit der Relativititstheorie wichtig ist. Wir behandeln zwar die Relativititstheorie erst im folgen-
den Band dieser Buchreihe, aber es ist trotzdem interessant zu verstehen, dass die von der Relativititstheorie
geforderte Endlichkeit der Signalausbreitungsgeschwindigkeit mittels der Einfithrung von Feldern als dy-
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namischen Groflen und die damit einhergehende Interpretation von Kraftwirkungen auf Materie im Sinne
einer Nahwirkungstheorie die Giiltigkeit der Erhaltungssitze gewihrleisten kann.

In der Newtonschen Mechanik haben wir Krifte als Fernwirkung behandelt. Das Paradebeispiel ist die New-
tonsche Theorie der Gravitationswechselwirkung. Hier wirkt zwischen zwei ,Punktteilchen mit Massen
m, und m, zu jedem Zeitpunke die Gravitationskraft F, = —F, = —Gm,m,7 /7>, wobei 7 = %, — X, ist.
Bewegen sich die Teilchen, passen sich die Krifte auf jedes Teilchen instantan, d.h. ohne Zeitverzogerung,
an, und daher gilt z.B. der Impulssatz zu jedem Zeitpunkt fiir das dynamische System der wechselwirkenden
Massenpunkte aufgrund des dritten Newtonschen Postulats.

Heute wissen wir, dass die Newtonsche Beschreibung von absolutem Raum und absoluter Zeit, die eine solche
instantane Fernwirkung ermdglicht, nur eine Niherung ist. Der Relativititstheorie zufolge kénnen sich ir-
gendwelche Wirkungen aber hochstens mit der endlichen Lichtgeschwindigkeit ausbreiten, d.h. das 3. New-
tonsche Postulat (actio=reactio) kann fiir sich beliebig bewegende Teilchen nicht gelten, denn die Anderung
der relativen Positionen der beiden Teilchen kann nicht instantan die Krifte auf jedes Einzelteilchen dndern.
Z.B. benotigt bereits das Licht von der Sonne zur Erde etwa 8 Minuten, d.h. auch die Gravitationswirkung
der Sonne auf die Erde kann sich nicht instantan indern, wenn sich die Position der Sonne relataiv zur Er-
de dndert. Vielmehr benétigt die entsprechende Anderung ebenfalls 8 Minuten (die Allgemeine Relativitits-
theorie zeigt, dass die Gravitationswechselwirkung wie die elektromagnetische Wechselwirkung ebenfalls mit
Lichtgeschwindigkeit erfolgt), d.h. es kann auch das 3. Newtonsche Postulat zwischen zwei weit voneinander
entfernten Korpern und damit der Impulserhaltungssatz mit Punktteilchen als einzigen dynamischen Frei-
heitsgraden nicht exakt gelten.

Andererseits wissen wir, dass die Erhaltungssitze fiir Energie, Impuls und Drehimpuls nicht nur niherungs-
weise im Rahmen der Newtonschen Physik sondern ganz allgmein gelten. Dies wird nun durch das Konzept
der Nahewirkungs- oder Feldtheorie ermdoglicht: Hier wird z.B. die elektromagnetische Wechselwirkung
zwischen geladenen Teilchen so interpretiert, dass die Ladungs- und Stromverteilungen ein elektrisches und
magnetisches Feld zur Folge haben, fiir die die oben besprochenen Maxwell-Gleichungen die dynamischen
~Bewegungsgleichungen® darstellen. Umgekehrt beschreiben die Felder aber auch die auf geladene Teilchen
wirkenden elektrischen und magnetischen Krifte. Diese sind durch das elektromagnetische Feld am Ort
des Teilchens bestimmt. Dabei tauscht das Teilchen mit dem elektromagnetischen Feld Energie, Impuls und
Drehimpuls aus. Die Anderung der Felder aufgrund der Bewegung der Teilchen erfolgt dabei mit Lichtge-
schwindigkeit, wie wir unten noch zeigen werden. Die Beschleunigung von Ladungen fiithrt dabei zur Aus-
strahlung elektromagnetischer Wellen, die sich im ladungs- und stromfreien Raum ausbreiten, wie oben
bereits beschrieben. Diese elektromagnetischen Wellen transportieren Energie, Impuls und Drehimpuls und
gewihrleisten so, dass die entsprechenden Gesamtgrofien zu jedem Zeitpunkt erhalten sind, und wie wir in
den folgenden drei Abschnitten zeigen wollen, gelten diese Erhaltungssitze im Sinne lokaler Feldgleichun-
gen, d.h. sie werden durch Kontinuititsgleichungen wie die oben ausfiihrlich besprochene Gleichung fiir
die elektrische Ladung J, 0 + V- j = 0 beschrieben. Diese Kontinuititgleichung besagt ja, dass die zeitliche
Anderung der in einem beliebigen festgehaltenen Kontrollvolumen enthaltenen Ladung ausschliefSlich da-
durch zustandekommt, dass Ladung durch die Oberfliche des Kontrolvolumens stromt, was lokal durch

die Stromdichte ; beschrieben wird (vgl. Abschnitt .

2.8.1 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Die Kontinuumsmechanik betrachtet ausgedehnte Materie beliebiger Art, indem sie von deren atomaren
Struktur absieht und wie oben am Beispiel der Dichte und der Stromdichte fiir die elektrische Ladung be-
schrieben, im Sinne einer Mittelwertbildung {iber riumliche Bereiche, die auf atomarer Ebene grof} sind und
viele Teilchen enthalten, aber auf makroskopischen Lingenskalen als klein angesechen werden kénnen. An
jedem Punkt im Raum kénnen wir dann eine Massendichte p(”)(¢, %) definieren. Sie gibt die in einem Volu-
menelment d>x an der Stelle ¥ befindliche Masse zur Zeit ¢ durch dm = d>xp(")(¢,%) an.
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2. Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum

Wie fiir die elektrische Ladung gilt in der Newtonschen Mechanik fiir die Masse ein Erhaltungssatz,
d.h. wie fiir die elektrische Ladungsdichte gilt daher auch fiir die Massendichte eine Kontinuitatsglei-
chung:

3,0/ =—v. 0", 7m(¢, %)= o")(t, %)3(2, 7). (2.8.1)

Dabei ist 9(¢,x) das Geschwindigkeitsfeld der Materie, d.h. 7(z,x) gibt die Geschwindigkeit des zur
Zeit t am Ort X befindlichen Fluidelements an.

Aus der Punktmechanik wissen wir, dass wir die Bewegungsgleichung mittels des 2. Newtonschen Axioms
durch m7 = F ausdriicken kdnnen, wobei 7 die Masse und @ die Geschwindigkeit eines individuellen Mas-
senpunktes und F die auf ihn Wirkende Kraft ist.

Um diese Bewegungsgleichung auf die kontinuumsmechanische Beschreibung {ibertragen zu konnen, den-
ken wir uns ein kleines quaderformiges Volumenelment d®x herausgegriffen. Um die Bewegungsgleichung
formulieren zu kénnen, miissen wir die spezifischen Teilchen dieses Volumenelementes identifizieren und
deren Geschwindigkeit nach der Zeit ableiten. Dazu denken wir uns zu einer Anfangszeit ¢t = t, die Fluid-
elemente bei X, lokalisiert. Dann ist die Bahnkurve dieses individuellen Fluidelements durch eine Funktion
x(t,X,) definiert, d.h. diese Funktion gibt den Ort X des Teilchens zur Zeit ¢ an, das sich zur Zeit ¢ = 5 an der
Stelle #, befunden hat. Dann ist offenbar die Geschwindigkeit dieses Punktes durch 9y(¢, x,) = ,X(¢, X,) gege-
ben. Offenbar hingt diese Funktion mit dem Geschwindigkeitsfeld o(z, %) durch 9y(¢,%,) = 9(t,%(t, %)) =
zusammen.

7~

Nun kénnen wir die im Newtonschen Kraftgesetz bendtige Beschleunigung eines individuellen Flui-
delements sehr leicht berechnen und durch unser urspriingliches Geschwindigkeitsfeld ausdriicken,
denn offenbar ist

ao(t, %) = al(t, x(t,X,)) = G, 0y(t, Xo)

. (2.8.2)
=d,9(t,x(Xy, 1)) = 3,9(¢,X) + (7 - V)(z,X),

wobei wir uns im letzten Schritt der Kettenregel bedient haben. Wir bezeichnen den so definierten
Zeitableitungsoperator

(t,%) =D, 3(t,%) = 3,3(t,%) + (3 - V)(t, %) (2.8.3)

als substantielle Zeitableitung, weil er die zeitliche Anderung einer Grofie beschreibt, die sich auf
ein Fluidelement bezieht, das sich auf eine individuelle Menge von Teilchen bezieht.

Nun miissen wir noch die Kraft kontinuumsmechanisch beschreiben. Zum einen gibt es Volumenkrifte,
die auf jedes Teilchen innerhalb des Fluidvolumenelements d°>x wirken. Dies beschreiben wir durch eine

Kraftdichte, d.h. die Kraft dﬁvol =d’x ]7 (t,%).

In der Elektrodynamik ist die elektromagnetische Kraft, die auf ein Fluidelement wirkt, eine solche
Volumenkraft und durch die Kraftdichte

Fem (e, %)= p(t, R)E(t, )+ (¢, F) x B(£,7)]

- ~ (2.8.4)
=p(t,X)E(t,X)+ j(t,x) x B(t,%)

gegeben. Hier bezeichnet p wieder die Dichte und ;: o0 die Stromdichte der elektrischen Ladung.

84



2.8. Die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes

Abbildung 2.1: Zur physikalischen Bedeutung des Spannungstensors (basierend auf: Sanpaz - Eigenes Werk,
CC BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=5668647)

Nun ist das Fluidelement d®x von Materie umgeben, die auch Flichenkrifte entlang seiner Oberfliche
austiben kann. Um diesen Sachverhalt zu beschreiben, bendtigen wir einen sogenannten Spannungs-

tensor. Er ist durch Komponenten 7;;(¢,X) gegeben. An jedem Oberflichenlement d? ]F wirkt eine
Kraft dFi(FMChe) = d*f; T;;. Dabei bedienen wir uns des in Anhang erkldrten Ricci-Kalkiils fiir (kar-

tesische) Vektorkomponenten. Insbesondere muss tiber gleichnamige Indexpaare (wie hier iiber ;) stets
von 1 bis 3 summiert werden. Der Definition nach ist 7; ; also eine ,Kraft pro Fliche*.

Die physikalische Bedeutung wird in Abb.[2.1]veranschaulicht: Betrachten wir das gelbe Oberflichenelement,
so setzt sich die Flichenkraft auf dieses Oberflichenlement durch eine Zugkraft senkrecht zur Oberfliche,

also in Richtung von d? ]7 (dem Beitrag vom Diagonalelement 7, des Spannungstensors) und einer Scher-
kraft tangential (hier also dem Beitrag der Komponenten 75, und 7,5 des Spannungstenors) zur Oberfliche
zusammen.

Ein Beispiel ist der Druck in einem idealen Fluid, bei dem definitionsgemif§ die Reibungskrifte der Fluidele-
mente (ebenfalls Flichenkrifte!) untereinander vernachlissigt werden. Der Druck wirkt dabei gleichmifiig
von allen Seiten senkrecht auf das Fluidelement ein. Definitionsgemif$ bedeutet dabei ein positiver Druck P
eine auf das Volumenelement nach innen wirkende Kraft. Da der Konvention gemif3 die Oberflichenlemente

nach auflen weisen, ist also in diesem Fall dFi(Fl:éChe) =—df,P = —df]-P S, j fiir ein ideales Fluid ist also der
Spannungstensor durch die Komponenten Ti(;d) =—PJ;; gegeben.

Die Gesamtkraft ist fiir einen beliebigen Spannungstensor 7;; dann durch das Oberflichenintegral iiber die
geschlossene Oberfliche des Fluidelements gegeben. Wir konnen es mit dem GaufSschen Integralsatz in ein
Volumenintegral umformen. Fiir unser infinitesimales Volumenelement ist nimlich

Fliche __ 2 _ 3

Damit wird der den Flichenkriften entsprechende Beitrag durch eine Kraftdichte
(Fliche)
fFE — a7, (2.8.6)

beschrieben.
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Die Newtonsche Bewegungsgleichung liefert demzufolge schliellich
"D, v; =" Jv; + v;9,0,) = f;+ I, T;;. (2.8.7)

Fiir ein ideales Fluid ergibt sich mit 7;; = —P3;; die Euler-Gleichung fiir ein ideales Fluid

]»:

— —

P30+ 0,30)= f;+ 3T, = fi— 8P, = p"™(8,5+(3-V)F=f —VP.

2.8.2 Die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes

Um die Energiedichte und die Energiestromdichte des elektromagnetischen Feldes herzuleiten, betrachten
wir nun ein sehr vereinfachtes kontinuummechanisches Modell fiir die Ladungen. Wir nehmen an, es handele
sich dabei um ein hochverdiinntes Gas geladener Teilchen (Plasma), bei dem wir den Druck und Reibungs-

krifte der Fluidelemente untereinander vernachlissigen konnen. Es wirkt also als einzige Kraft die elektro-

magnetische Kraft der Plasmateilchen. Die Bewegungsgleichung (2.8.7) ist demnach wegen 7" — 0 und

ij
(2.8.4)

P, +v;90;) = pE; + €3] By (2.8.8)

wobei wir das Kreuzprodukt mit dem Levi-Civita-Symbol (; x B )i = €;j1] By, geschrieben haben (vgl. Anhang

C.2).

Nun ist die Energiedichte des Plasmas die Dichte der kinetischen Energie

(m) (m)
Die Energiestromdichte ist durch
]i(W,mech) — w(mech),vi (2.8.10)

gegeben.

.

em)

Entsprechend gibt es auch eine Energie- und Energiestromdichte des elektromagnetischen Feldes w'
und J(W>¢m), Die totale Energiedichte und Energiestromdichte des aus freien Plasmateilchen und dem elektro-
magnetischen Feld sind also

w(tot) — w(mech) + rw(em) f(W,tot) :f(W,mech) +]_’(W,em)' (2811)

b

Da wir unserem Modell gemif? alle {ibrigen Energieformen vernachlissigen konnen, gilt nun die Ener-
gieerhaltung fiir die Gesamtenergie, d.h. es gilt die Kontinuititsgleichung

J,w) 4 v .o =g, (2.8.12)
Wir kdnnen dies wegen (2.8.11) nun in der Form

3, tmeeh) 4 57 f(Wameeh) — __ 5 o (em) _ 7 j(Wiem) (2.8.13)

schreiben.
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Da wir die Ausdriicke fiir die mechanische Energie- und Energiestromdichte und die Bewegungsgleichung
(2.8.8) kennen, kénnen wir die linke Seite von (2.8.13) berechnen. Wir verwenden wieder den Ricci-Kalkiil:

(m) (m)
mec! ,mech
i+ 3" )z%(%vﬂf)%(%vﬂﬂf)

1
%p“’”) v+ 00,09+ 52,290 v;) + o0,y

(
(2.8.14)

N
oo
HNI»—\

™. dv; + pl )v'vlﬂjfvz-
)0.(3,0; +;,v;)

: pszz _]zE

1

Dabei haben wir verwendet, dass der Beitrag von der magnetischen Kraftdichte v;p¢;;;,v;B;, = 0 ist. Da die
magnetische Lorentzkraft senkrecht auf der Geschwindigkeit der Teilchen ist, verrichten magnetische Krifte
demnach keine Arbeit. Die Gleichung besagt also, dass sich die mechanische Energie in einem Kon-
trollvolumen dadurch zeitlich dndert, dass zum einen Teilchen durch die Oberfliche das Kontrollvolumen
verlassen oder hineinstromen (zweiter Term auf der linken Seite der Gleichung) und zum anderen durch die
elektrische Kraft Energie zugefiihrt oder abgegeben wird wird. Entsprechend steht auf der rechten Seite der
Gleichung die Leistungsdichte, also die durch das elektromagnetische Feld an den Teilchen pro Zeit- und
Volumeneinheit verrichtete Arbeit.

Daraus konnen wir nun mittels (2.8.13) die Energie- und Energiestromdichte des elektromagnetischen Feldes
bestimmen, indem wir auf der rechte Seite von (2.8.14) mit Hilfe der Maxwell-Gleichungen die Stromdichte

/ eliminieren. Dazu verwenden wir das Ampére-Maxwell-Gesetz (2.5.3):

Damit wird (wieder in den Ricci-Kalkiil iibersetzt)

) 1

JiEi = —(€;;4 9B — po€00.E,E;
“060 , (2.8.16)

:_?at(EiEi)—i_ Efz’j/eEingk'

Unser Ziel ist es nun, diesen Ausdruck in die Form der rechten Seite von Gl. zu bringen. Der erste
Term in ist bereits von der gewiinschten Form, nimlich eine totale Ableitung nach der Zeit, d.h. ein
Beitrag zur Zeitableitung der elektromagnetischen Energiedichte. Wir miissen also auch den zweiten Term
in eine Form bringen, die sich aus der Summe einer Zeitableitung eines Skalarfeldes und der Divergenz eines
Vektorfeldes ergibt. Hierzu berechnen wir

€;inE;i 0By = €;;4[ I (E;By) — B G, E;]
=—0€;ikLiB — Byey; O, (2.8.17)

Damit ist bereits ein Term durch eine totale Divergenz ausgedriickt.

Dabei ist, wieder in Vektorschreibweise iibersetzt,

1
Si=—¢€;i,E;B, = S——ExB. (2.8.18)
Ho Ho

Der Vektor $ heifit Poynting-Vektor.

87



2. Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum

Der zweite Term in (2.8.17) konnen wir nun ebenfalls in die gewiinschte Form bringen, indem wir das Fara-
daysche Indktionsgesetz (2.5.1),

VxE=—3,B = ¢,;,0,E;=—3,B, (2.8.19)
verwenden. Damit wird
- N
€,k E: 9By =—uoV-S—By 3B, =—,V -5 — 5.51(132). (2.8.20)
Damit wird schliefflich (2.8.16) zu
m = 1= 2 2
3, wimech) g jWomeeh) __ 5 (0F2, ° p2) %, (2.8.21)
o 27 2y

Dies ist von der Form der rechten Seite der Gleichung (2.8.13), und wir lesen daher fiir die Energie-
und Energiestromdichte des elektromagnetischen Feldes
€ 1

= OF24 B2 jWem_g (2.8.22)
2 2o

(em)

ab. Der Poynting-Vektor (2.8.18) ist also die Energiestromdichte des elektromagnetischen Feldes.

Bei der Energiedichte finden wir den Anteil vom elektrischen Feld wieder, den wir auch schon im Rahmen der
Elektrostatik in Abschnitt hergleitet haben. Die obige Rechnung stellt die Verallgemeinerung des dor-
tigen Gedankenexperiments mit der Berechnung der Arbeit, die benétigt wird, um elektrische Ladungen in
dem durch sie erzeugten elektrostatischen Feld in die vorgegebene statische Konfiguration zu bringen, auf den
allgemeinen Fall beliebiger zeitabhingier Bewegungen und entsprechender Felder. Wir haben Probleme mit
divergenten Selbstenergiebeitrigen, wie sie bei Punktteilchenmodellen unvermeidbar sind, dadurch vermie-
den, dass wir ein kontinuummechanisches Modell verwendet haben, das ohnehin besser zu einem Konzept
einer Feldtheorie passt.

2.9 Die Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes

Fiir die Berechnung der Impuls- und Impulsstromdichte des elektromagnetischen Feldes gehen wir analog wie
eben bei der entsprechenden Betrachtung zur Energie- und Energiestromdichte vor.

7~

Da der Gesamtimpuls (also die Summe aus dem Impuls der Plasmateilchen und dem Impuls des elek-
tromagnetischen Feldes) erhalten sein muss, muss

mech ,mech em ,em
3g< )+‘7ffi<f ):_gtgi( >_(9],]l§]z7 ) (2.9.1)

1S
gelten. Die Impuls- und Impulsstromdichte der Plasmateilchen ist offensichtlich durch

mech m ,mech m
8i( ):p< o, ]l_@ ec>:p( )'vi@j (2.9.2)

gegeben.

Eine Rechnung analog wie oben bei der entsprechenden Betrachtung der Energiebilanz liefert (Nachpriifen!)

mech ,mech C33) .

£S;
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Um dies in die Form der rechten Seite von zu brmgen eliminieren wir mit den inhomogenen Maxwell-

Gleichungen {2.5.3) und 2.5.4) die Quellen o und i
PE; +€ijniiBr = €oE, G E; + €, By <i€jlm313m _503:5]')
:GO(EiajEj_éij/eBkatEj)_iéjik‘:jlm(Bkale)
:fo(Eingj_fijkBkatEj)_é(é\ilakm_é\imgkl)Bkale
:fo(EiajEj_fij/eBlegtEj)_i(Bkain_BkakBi)
:fo(Eingj_’fijkB/eatEj>_‘ui(ngz'Bj_Bjasz‘)
=€y [‘%(EiEj)_EjajEi €k (9 (BLE ) E; 33/6)] (29:4)
—i[Bjé’iBj—é’j(BjBi)+Bi8ij]
fo [aj(EzEj)—EjajEi—fijk <3(Bk )—E; 83k>]
—i[BjaiBj—aj(BjBi)]

“o
03.13)

1
Ho
1
0

Die ersten beiden Terme sind nun bereits in der gewiinschten Form der rechten Seite von (2.9.1). Verwenden
wir nun das Faradaysche Induktionsgesetz (2.5.1) ergibt sich fiir den Term mit dem Levi-Civitasymbol

€;kE;j OBy =—¢€; kpimE O E,,
=—(8118,,,— 8,0 ;E; 9L, (2.9.5)
Setzen wir dies in (2.9.4) ein und beachten noch, dass

1

1, = . 1, /=
E;QF; = 5@(52) =9 (E*8;), BB = 59 (B*S;) (2.9.6)

ist, folgt schliefflich in der Tat die gewiinschte Form

1
/OE +61]/e]]Bk_ 2 35

t<1

+3[60<EE——E25‘ >+M_<BB__BZS >] 297)
0
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Den Term in der eckigen Klammer nennt man den Maxwell-Spannungstensor
pMacel) _ (p o Ipas Ny L (pp _lpg (2.9.8)
ij = o\ Tt T 55 9 o iPj TP %)) 7

Mit seiner Hilfe lassen sich oft Krifte auf Ladungsverteilungen berechnen, denn in der Tat steht auf
der linken Seite von (2.9.7) ja nichts anderes als die Lorentz-Kraftdichte.
Mit (2.9.7) kénnen wir nun durch Vergleich mit (2.9.1) die Impuls- und Impulsstromdichte des elek-

tromagnetischen Feldes bestimmen:

2y

=(lam 1= =5 = ,em Maxwell
g =SS=cExF, Jipiem = e, (2.9.9)

2.10 Die Drehimpulsdichte des elektromagnetischen Feldes

In der Newtonschen Mechanik haben wir den Drehimpuls eines Teilchens durch
L=%xP (2.10.1)
definiert. Dabei ist P = mx der Impuls des Teilchens. Die Zeitableitung des Drehimpulses ist
[=ixPt+ixFeixF=x (2.10.2)

Dabei ist T das auf das Teilchen ausgetibte Drehmoment. Falls die Kraft (bzgl. des gewahlten Ursprungs des
Koordinatensystems!) eine Zentralkraft ist, d.h. falls F o< ¥ ist, ist der Drehimpuls des Teilchens offenbar
erhalten, denn dann ist T =X x F oc X x x =0.

Daher liegt es nahe, die Drehimpulsdichte des elektromagnetischen Feldes durch
JEm (£, %) =% x g™ =% x (¢, x B). (2.10.3)

zu definieren. Dabei ist g™ die Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes (2.9.9).
Die Drehimpulsdichte der Materie ist durch

]_)(mech)(t,i.’) — X x §(mech) = IO(m))_C) XD (2104)

gegeben.

Wir suchen nun wieder einen lokalen Erhaltungssatz fiir den Gesamtdrehimpuls
J = Jem) o fmeeh), (2.10.5)

Dazu bendtigen wir die entsprechenden Drehimpulsstromdichten.
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2.11. Die elektromagnetischen Potentiale und Eichinvarianz

Aufgrund der obigen Definition der Drehimpulsdichten postulieren wir, dass

(J,mech) __ (p,mech)
I = ) I = e p Mooy,

T(Maxwell) (2.10.6)

(Jem) _ (poem) _
I =) = = I

ist. Dabei haben wir fiir die Impulsstromdichte des elektromagnetischen Feldes (2.9.9) verwendet.

Wir kdnnen nun ohne weitere komplizierte Rechnungen die Erhaltung des Gesamtdrehimpulses zeigen. Wir
bendtigen nur den bereits bekannten lokalen Erhaltungssatz fiir den Impuls. Dazu berechnen wir zunichst
den Ausdruck fiir die Kontinuititgleichung des Drehimpulses der Materie

mech ,mech mech ,mech
al; )+3j]z'(][' '=€11058 )+3j<6ikzx/e]1(f )>- (2.10.7)
Nun gilt
,mech ,mech ,mech
9 <€ik1xle]l(;) N )> = €ipl <3jk]1(f “ )—i—xkajfz(f « )>
=€) <fz<£ omech) xk@]g”m“}‘)) (2.10.8)
,mech
:ei/elxleaj][(f .

Dabei haben wir im letzten Schritt verwendet, dass gemif3 (2.9.2) die mechanische Impulsstromdichte ein

(p,mech) __ ;(p,mech) .
e — g

symmetrischer Tensor ist, d.h. dass 0 ist, und daher die Kontraktion mit dem Levi-Civita-

Symbol verschwindet, d.h.

,mech
et M =0 (2.10.9)
ist. Setzen wir (2.10.8) in (2.10.7) ein, folgt
at]i(mech) + aj]lg,mech) = €%, <at gZ(mech) + gj]l(f,mech)> . (2.10.10)

Nun gilt aber der Impulserhaltungssatz fiir das Gesamtsystem aus Materie und Feldern, d.h. (2.9.1) und damit

mech ,mech em ,em
a5+ 3] )I—ka@gf )+(9]~]§]’-’e )>. (2.10.11)

Da nun auch J 1(]17 em) ]](f <) s, gilt fir J Z’em) die gleiche Rechnung wie in (2.10.8) fiir die entsprechen-

den mechanischen Groflen gezeigt, d.h. es gilt der Erhaltungsstz fiir den Gesamtdrehimpuls des Systems aus
geladener Materie und elektromagnetischem Feld:

mech ,mech em ,em

2.11 Die elektromagnetischen Potentiale und Eichinvarianz

In der Elektrostatik haben wir gesehen, dass die verschiedensten Aufgaben, das elektrische Feld fiir eine vor-
gegebene Ladungsverteilung evtl. in Anwesenheit von Leitern und/oder Dielektrika zu berechnen, sich da-
durch erheblich vereinfachen, dass man wegen rot E =0 das elektrostatische Feld durch ein skalares Potential
E = —grad® darstellen kann. Dies folgt aus dem Helmholtzschen Fundamentalsatz der Vektoranalysis (s.

91



2. Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum

Anhang[B.3). Im allgemeinen Fall zeitabhingiger Felder gibt es wegen des Faradayschen Induktionsgesetzes
zwar 1.a. kein skalares Potential fiir das elektrische Feld mehr. Allerdings wollen wir nun zeigen, dass
wir das elektrische und das magnetische Feld durch ein skalares Potential und ein Vektorpotential darstellen
konnen, die allerdings durch die physikalische Situation nicht eindeutig bestimmt sind (Eichinvarianz). Dies
kann man sich zunutze machen, um den Potentialen zusitzliche Bedingungen aufzuerlegen, um die Rechnun-
gen zu vereinfachen. Dazu bendtigen wir nur die inhomogenen Maxwell-Gleichungen und (2.5.2).

In der Tat impliziert die Nichtexistenz magnetischer Monopole gemifl Helmholtzschem Fundamen-

talsatz, dass sich das Magnetfeld durch ein Vektorpotential A darstellen lsst, d.h.

B=rotA=V x A. 2.11.1)
Setzen wir dies nun ins Faradaysche Induktionsgesetz ein, folgt

rot (E+ atﬁ) =0, (2.11.2)
wobei wir ausgenutzt haben, dass man die riumlichen Ableitungen in der Rotation mit der zeitlichen Ab-
leitung vertauschen darf. Nun kénnen wir abermals den Helmholtzschen Fundamentalsatz anwenden, dem-

zufolge der Ausdruck unter der Klammer als Gradient eines skalares Potential ® geschrieben werden kann.
Demnach ist

E:—atg—gradé. (2.11.3)

Wir kénnen also die homogenen Maxwell-Gleichungen durch die Ansitze (2.11.1) und (2.11.3) fiir
elektrisches bzw. magnetisches Feld

E=—3A—V® B=VxA (2.11.4)

erfiillen.

Nun sind aber die Potentiale durch die physikalische Situation nicht eindeutig festgelegt. Um das zu verstehen,
denken wir uns E und B gegeben. Offensichtlich kann man statt irgendeines Vektorpotentials A auch

A'=A—grady (2.11.5)

verwenden, wobei y ein beliebiges Skalarfeld ist. In der Tat gilt dann wegen rotgrad y =0

VxA =VxA=B. (2.11.6)
Nun ist aber auch
E=—3A—grad®=—3A —grad(®+3,y), (2.11.7)
d.h. fithrt man das neue skalare Potential
' =0+7,y (2.11.8)
ein, erhalten wir
E= —atg/ —grad®’, (2.11.9)

also dieselbe Beziehung wie (2.11.3) mit den neuen Potentialen & und A.
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2.11. Die elektromagnetischen Potentiale und Eichinvarianz

Transformiert man also die Potentiale ® und A gemafd d2.11.5[) und d2.11.8[) in neue Potentiale

¥ =0+3dy, A=A-Vy (2.11.10)

mit einem beliebigen Skalarfeld y, wird dieselbe physikalische Situation beschrieben.
Man nennt diese Transformation Eichtransformation und die Unabhingigkeit der physikalisch be-
obachtbaren Situation unter Eichtransformationen Eichinvarianz.

In diesem Sinne sind die Potentiale auch lediglich mathematische Hilfsgrof3en, die nur bis auf eine Eichtrans-
formation eindeutig bestimmt sind. Der Begriff ,,Eichtransformation® geht auf einen (allerdings physikalisch
fehlerhaften) Versuch Hermann Weyls (1885-1955) zuriick, die Beschreibung der Gravitation in Einsteins All-
gemeiner Relativitdtstheorie mit der Beschreibung der Elektrodynamik zu vereinigen. In der Elementarteil-
chenphysik stellen Eichtheorien, die die Eichinvarianz der Elektrodynamik verallgemeinern, das wichtigste
mathematische Hilfsmittel dar. Das Standardmodell der Elementarteilchen, das bis dato mit hoher Prizi-
sion alle bekannten Teilchen und deren starken, schwachen und elektromagnetischen Wechselwirkungen
im Rahmen der relativistischen Quantenfeldtheorie beschreibt, ist eine solche (quantisierte) Eichtheorie.

Wenden wir uns nun den beiden inhomogenen Maxwell-Gleichungen und zu. Wihrend die
homogenen Maxwell-Gleichungen mathematisch gesehen lediglich Nebenbedingungen an das elektromagne-
tische Feld darstellen, die wir durch die Einfiihrung von Skalar- und Vektorpotential identisch erfiillen, sind
die inhomogenen Maxwell-Gleichungen die eigentlichen dynamischen Gleichungen, die die Erzeugung des
elektromagnetischen Feldes aufgrund der Anwesenheit von Ladungs- und Stromverteilungen beschreiben.

Setzen wir also (2.11.1) und (2.11.3) in die inhomogenene Maxwell-Gleichungen (2.5.3) und (2.5.4)
ein, erhalten wir die Gleichungen

rotrotA + uyeod, (8,4 + grad®) = u,;, (2.11.11)
—div(A+grad®) = -3 divA— A = 1o (2.11.12)
€o

fiir die Potentiale.

Gehen wir nun zu kartesischen Koordinaten iiber, konnen wir rotrotA = graddivA — AA schreiben. Dann
wird wegen uge, = 1/c?

<Cizaf—A>4+grad <divzj+c—125’t<1>>:luoi. (2.11.13)

Dies sind nun aber recht komplizierte Gleichungen, die die verschiedenen Komponenten von A und das Ska-
larpotential ® mischen.

2.11.1 Lorenz-Eichung

Gliicklicherweise haben wir aber noch die Freiheit der Eichung, d.h. wir konnen an ® und A Nebenbe-
dingungen stellen, die die Gleichungen vereinfachen. Man nennt die Wahl solcher Nebenbedingungen die
Festlegung der Eichung.
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2. Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum

Ein Blick auf (2.11.11) zeigt, dass offenbar die sog. Lorenz-Eichbedingung (Ludvig Lorenz 1829-1891)
. 1

divA+—88=0 (2.11.14)
¢

die Komponenten von A4 separiert, d.h. fiir jede kartesische Komponente gilt einfach die inhomogene
Wellengleichung
0A = o/, (2.11.15)

wobei wir den d’Alembert-Operator (Jean-Baptiste le Rond d’Alembert 1717-1783)
1
D:—zaf—A (2.11.16)
¢

eingefithrt haben.

Nun vereinfacht sich aber auch (2.11.12), denn Dank der Lorenz-Eichbedingung (2.11.14) konnen wir
divA = —3,®/c? einsetzen. Dann ergibt sich fiir (2.11.12) ebenfalls eine inhomogene Wellengleichung:

0% = —p. 2.11.17)

Wir bemerken noch, dass in vielen dlteren Lehrbiichern diese Wahl der Eichung filschlicherweise Hendrik
Antoon Lorentz (1853-1928) zugeschrieben wird. Der Prioritit wegen gebiihrt diese Ehre aber eben Ludvig
Lorenz [[JOOT]].

Wir werden in Abschnitt [5.6) Methoden entwickeln, mit denen man die inhomogene Wellengleichung bei
vorgegebenen Quellen 16sen kann.

Wir wollen nun noch zeigen, dass fiir eine beliebige Losung &’ und A der allgemein fiir jede Eichung giiltigen
Gleichungen (2.11.11) und (2.1.10) stets ein Eichpotential y gefunden werden kann, sodass fiir die dquivalen-
ten Potentiale

A=A —grady, ®=%+3.y (2.11.18)
die Lorenz-Eichbedingung (2.11.14) gilt. Diese verlangt nimlich lediglich

- 1 - 1 1
divA+6—23t<1>:divA/+6—23t<1>’—A;(+C—23t2)(:O, (2.11.19)
d.h. es gilt auch fiir y eine inhomogene Wellengleichung
- 1
Oy =—divA'— —2@‘1”: (2.11.20)
¢

die sich fiir vorgegebene Potentiale ' und A’ l3sen lisst. Es ist auch klar, dass x durch die Lorenz-Eichbedin-
gung immer noch nicht eindeutig bestimmt ist, denn wir kénnen statt y ein beliebiges Skalarfeld y” addieren,
das die homogene Wellengleichung
Oy’ =0 (2.11.21)
erfiillt. Dann erfiillt offenbar auch
F=x+x 2.11.22)

(2.11.20) und also die Lorenz-Eichbedingung (2.11.14).
Wir bemerken noch, dass die Wellengleichungen (2.11.15) und (2.11.17) mit der Lorenz-Eichbedingung kom-
patibel sind, denn bildet man die Divergenz von (2.11.15) und die Zeitableitung von (2.11.17), findet man

. 1 .
O <d1v4+ 6—25’t<1>> = po(divy +J,0) =0.
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2.11. Die elektromagnetischen Potentiale und Eichinvarianz

Letzteres gilt wegen der Kontinuititsgleichung (2.3.7), die ohnehin erfiillt sein 7uss, damit die Maxwell-Glei-
chungen tiberhaupt in sich konsistent sind.

2.11.2 Coulomb-Eichung

7

Eine andere oft verwendete Eichbdingung ist die Coulomb-Eichbedingung
divA=0. (2.11.23)

Der Name riihrt daher, dass dann (2.11.12) wie die Gleichung fiir ein statisches elektrisches Feld (,Cou-

lomb-Feld*) aussieht:

A :—lp. (2.11.24)
€0

Fiir diese Gleichung konnen wir auch sofort eine Losung wie in der Elektrostatik hinschreiben, denn
die Zeitabhingigkeit von p stort dabei nicht, da auf der linken Seite ja nur Ableitungen nach den

raumlichen Koordinaten vorkommen. Gemif} (1.5.42) ist eine Losung von (2.11.24)

t,r'
B(t,r)= PN G (2.11.25)
= Jp Ameg|r—r|

Weiter folgt fiir das Vektorpotential aus (2.11.13)
1 :
OA = ‘uoi—;@gradé = o] |- (2.11.26)

Diese Gleichung ist wegen (2.11.24) kompatibel mit der Coulomb-Eichbedingung (2.11.23), denn es
folgt

CdivA = odiv] | = odivj — = 8,48 = po(divj +,0) =0. (2.11.27)
i i=+ i

Letzteres gilt wegen der Kontinuitidtsgleichung (2.3.7), die ohnehin erfiillt sein 7uss, damit die Max-
well-Gleichungen tiberhaupt in sich konsistent sind.

Wir haben gesehen, dass sowohl fiir die Lorenz- als auch die Coulomb-Eichung die Konsistenz der jeweiligen
Bewegungsgleichungen fiir die Potentiale mit den FEichbedingungen die Giiltigkeit der Kontinuititsglei-
chung entscheidend ist. Dies ist demnach eine notwendige Folge der Eichsymmetrie der Elektrodynamik,
d.h. die Kontinuititsgleichung muss notwendig gelten, damit die Eichsymmetrie gilt. Die Kontinuititsglei-
chung ist aber physikalisch betrachtet nichts anderes als die lokale Form des Erhaltungssatzes fiir die elektri-
sche Ladung. In diesem Sinne ist die Erhaltung der elektrischen Ladung notwendig fiir die Eichinvarianz der
Elektrodynamik, und die entsprechende Kontinuititsgleichung folgt bereits aus den Bewegungsgleichungen
fiir die elektromagnetischen Potentiale (wie sie ja auch konstruktionsbedingt fiir die urspriinglichen Maxwell-
Gleichungen gilt, denn die Forderung nach Ladungserhaltung hat ja Maxwell zur Einfithrung des ,Verschie-
bungsstroms® in veranlasst). Eine zusitzliche Bewegungsgleichung fiir die Ladungen wird zur Herlei-
tung der Kontinuititsgleichung nicht benétigt. Freilich muss diese Bewegungsgleichung ihrerseits kompatibel
mit der Eichsymmetrie sein. Das ist in unserer Theorie jedoch gewihrleistet, da die Kraftdichte auf-
grund der elektromagnetischen Wechselwirkung mit £ und B definiert werden, also eichinvariant sind.
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2. Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum

Allgemein kénnen nur eichinvariante Groflen wie das Elektromagnetische Feld Eund B physikalisch
beobachtbaren Groflen entsprechen, denn von der Wahl der Eichung abhingige Felder wie die Poten-
tiale ® und A sind durch die in beliebigen Eichungen giiltigen Feldgleichungen dZ.ll.llI) und d2.11.12|)
nur bis auf eine Eichtransformation mit einem beliebigen Skalarfeld y bestimmt.
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Kapitel 3

Magnetostatik und Gleichstromkreise

Die Magnetostatik beschiftigt sich nicht nur, wie man vom Namen her vermuten wiirde, mit statischen Ma-
gnetfeldern sondern ganz allgemein mit statischen elektromagnetischen Feldern, Ladungsverteilungen und
Stromdichten. Wir werden im Abschnitt iiber Magnetostatik in Materie sehen, dass die Quellen von Magnet-
feldern sowohl Strome elektrischer Ladung als auch elementare magnetische Dipolmomente, die sich z.B.
makroskopisch als Magnetisierung von Permanentmagneten manifestieren, sind.

In diesem Kapitel erdrtern wir die wichtigsten Grundlagen der Magnetostatik und beschiftigen uns auch kurz
mit der Theorie der Gleichstromkreise.

3.1 Magnetostatik im Vakuum

Wie bereits oben einleitend bemerkt, ist die Magnetostatik als der Spezialfall der allgemeinen Maxwell-Glei-
chungen anzusehen, dass alle vorkommenden Felder zeitunabhingig sind. Im Gegensatz zur Elektrostatik
sind also auch zeitunabhingige (,stationire) Strome zugelassen.

Die Maxwell-Gleichungen vereinfachen sich durch die Zeitunabhingigkeit erheblich, denn

es verschwinden ja alle partiellen Zeitableitungen, d.h. wir erhalten

rotE =V x =0, (3.1.1)

divB=V-B=0, (3.1.2)

rotB=V x B = /107, (3.1.3)

divE=V-E = }Io. (3.1.4)
0

Wir sehen sofort, dass die Gleichungen fiir die Magnetostatik im Vakuum fiir das elektrische Feld E
und das magnetische Feld B vollstindig entkoppeln.

Fiir das elektrische Feld gelten auch die Gleichungen der Elektrostatik (3.1.1) und (3.1.4) unverindert weiter,
d.h. wir kdnnen uns im Folgenden vollstindig auf das Magnetfeld konzentrieren.

In gewisser Weise ist das statische Magnetfeld ein gegeniiber dem statischen elektrischen Feld ein generell
anderer Typ Feld: Gemaf3 ist das elektrische Feld wirbelfrei und daher als Gradient eines Potentials
darstellbar. Es ist dann gemif3 vollstindig durch die elektrische Ladungsverteilung als Quelle bestimmt,
wie in Kapitel |1 ausfiihrlich besprochen. Im Gegensatz dazu ist das statische Magnetfeld ein reines Wirbel-
feld, denn gemafd besitzt es keine Quellen, entsprechend der empirischen Faktenlage, dass es keine
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3. Magnetostatik und Gleichstromkreise

,magnetischen Monopole“ gibt. Natiirlich besitzt das Magnetfeld ebenfalls Quellen, aber eben reine ,Wir-
belquellen®, und das sind gemaf3 die Stromdichteverteilungen elektrischer Ladungen.

In der Elektrostatik haben wir das Problem, aus den vorgegebenen Ladungsverteilungen das elektrische Feld
zu berechnen, betrichtlich vereinfacht, indem wir die Wirbelfreiheit durch die Einfithrung des skalaren
Potentials ¢ gemafy E= —grad ¢ ausgenutzt haben. Der Helmholtzsche Fundamentalsatz der Vektoranalysis
(vgl. Anhang stellt dabei sicher, dass dies alle elektrostatischen Felder vollstindig erfasst. Derselbe Satz

stellt nun sicher, dass ein quellenfreies Wirbelfeld stets ein Vektorpotential besitzt, d.h. wegen (3.1.2) existiert
ein Vektorfeld A, so dass

-

B=rotA (3.1.5)

ist, und das umfasst alle moglichen Magnetfelder. Wegen div rotA = 0 ist dann 1D stets erfiillt, und wir
miissen uns nur noch um (3.1.3) kiimmern. Setzen wir also (3.1.5) in (3.1.5) ein und verwenden (C.3.18),

erhalten wir
rot B =rotrotA = grad(divA) —AA = u,j. (3.1.6)

Nun ist aber A eine reine Hilfsgrofle, die nicht direkt beobachtbar und nur bis auf eine Eichtransformation
. Wir miissen also nicht alle A finden, die 1D erfiillt, sondern es gentigt

eine Losung! Physikalisch beobachtbar ist nur das Magnetfeld B, und wir kénnen zu A offenbar ein reines

Gradientenfeld hinzuaddieren, ohne dass sich andert. Setzen wir also fiir ein beliebiges (!) Skalarfeld y

bestimmt ist (vgl. Abschnitt

E/:g—gradx, (3.1.7)

folgt
rot A’ = rot A — rot grad y = rotA=B. (3.1.8)

Das bedeutet, dass fiir jedes Skalarfeld y auch A ein giiltiges Vektorpotential fiir B ist, und wir diirfen daher
durch eine beliebige Wahl von y (3.1.6) vereinfachen.

Offenbar ist es sehr bequem, wenn wir die Coulomb-Eichbedingung
divA’ =0 (3.1.9)
fordern, denn dann lautet die Gleichung einfach
AL =—u.j. (3.1.10)
Fiir kartesische Komponenten gilt dann einfach
AA, =—ofs (3.1.11)

d.h. fiir jede Komponente des Vektorpotentials gilt die Poisson-Gleichung.

\. J

Deren Losung kennen wir aus der Elektrostatik, denn (1.5.42) 16st die Poisson-Gleichung (1.5.44). Entspre-

chend gilt fiir die kartesischen Komponenten (jetzt in der Spaltenvektorschreibweise geschrieben)

A’(r)—@ﬁmd%’ 1) . (3.1.12)

= 4n
Wir miissen nur noch zeigen, dass die Nebenbedingung (3.1.9) erfiillt ist. Dazu bilden wir die Divergenz.
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3.1. Magnetostatik im Vakuum

Dabei wirkt der Nablaoperator V.= (8, d,, &) auf r und V' = (d/, 3}, 3)) auf r’. Wir erhalten (Nachrechnen!):

VA= ¢rjeiv
T o4dn)p T T |r—r|
1 (3.1.13)
:ﬂf &) |- :
4 Jrs = lr — 7|
Nun verwenden wir (C.3.13):
/ . / 1 1 . / - / . / / 1
V1) = div'j(r')+j(r')- grad (3.1.14)
=7 r=rI] |r—r = - |z —7/|
Wegen (3.1.3) muss nun aber
1
divj = —divrotB =0 (3.1.15)

T Mo
gelten, damit die magnetostatischen Gleichungen tiberhaupt 16sbar sind. In der Tat ist (3.1.15) gerade auch die
Kontinuititsgleichung (2.5.6) fiir zeitunabhingige Ladungs- und Stromverteilungen. Demnach ist also

1

lr —r

v [1(1/)7_17,] =j(z)-grad’ (3.1.16)

/|'

Setzen wir dies in (3.1.13) ein, konnen wir den Gaufischen Integralsatz anwenden. Wir gehen davon aus, dass
die Stromdichte im Unendlichen hinreichend schnell verschwindet, so dass auch das Flichenintegral tiber die

im Unendlichen zu denkende Fliche verschwindet. Dann ist aber (3.1.9) erfiillt und damit (3.1.12) die Losung
der Gleichung (3.1.6).

Wenden wir uns nun wieder der Losung (3.1.12) zu. Wir schreiben im folgenden wieder A anstelle von
A

A(r)= &L@ d3r’i(—1) (3.1.17)

4n [r—7]

und berechnen nun verméoge (3.1.5) das magnetische Feld. Mit Hilfe von (C.3.14) erhalten wir das Biot-

Savart-Gesetz
B(r)=rotA(r)
j()

) d*r'rot
47 JRs lr — 7|
, 1 3.1.18
—_to d3r/](r/) x grad ( )
4n Jgpg T lr — 7|
/
Ho 3 /e r—r
=+— | &Irj0)x ——,
47 fRa 1) lr—r'P

benannt nach den Mathematikern Jean-Baptiste Biot (1774-1862) und Félix Savart (1791-1841).
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Ein Spezialfall ist die Formel fiir diinne Drihte. Nimmt man einen Draht als ,,fadenformig® diinn
an und parametrisiert ihn als eine Kurve C, die so gerichtet ist, dass die Tangentenvektoren immer

in Richtung von ; zeigen. Dann haben wir uns &>’ in (3.1.17) bzw. (3.1.18) als durch die (kleine)

Querschnittsfliche des Leiters mit Flichennormalenvektor f " und parallelen Tangentenvektor an

Ny
~.y

den Leiter d7’ aufgespannt denken (s. die nebenstehende Skizze). Entlang der sehr kleinen Quer-
schnittsfliche diirfen wir die Stromdichte (7' ') konstant denken. Damit erhalten wir

&' =dr "N =dr'T, (3.1.19)
wobei I der entlang des Drahtes konstante Strom [ ist. Dann nehmen (3.1.17) bzw. (3.1.18) die Formen
I
A(r)= &J dr'——, (3.1.20)
4 lr—r|

B(r) /“‘°]J dr' x L1 (3.1.21)

r = r . .
T 4ml)e T r—rP

an.

3.1.1 Unendlich langer Draht

Ein einfach zu lsendes Problem ist es, das Magnetfeld eines stromdurchflossenen geraden unendlich langen
zylindrischen Drahtes, wie es auch in der Definition der SI-Einheit Ampére auftaucht (s. Abschnitt[2.2), zu
finden. Dabei zeigt sich, dass in dem Fall das Integral fiir das Vektorpotential divergiert, aber
das korrekte Magnetfeld ergibt, das wir schon in angegeben haben.

Legen wir also den Draht entlang der x;-Achse, konnen wir den Weg C durch

0
r=[0], A€eR (3.1.22)
A
parametrisieren. Dann gilt
, 0
/ dr
dr’'=dA—==dA( 0 ) =dJe, (3.1.23)
dA 1
Damit ergibt sich fiir (Nachrechnen!)
Ho ’1‘33
B dA
)= f &% |r—/1€3|3
= o f al = :
4rm N o) [+ x4 (e — A2 (3.1.24)
—x
I 2
Yl f dX'— 21 TR
47 0 R (x1 +x5 + )

Dabei haben wir im letzten Schritt I’ = A — x; substituiert und verwendet, dass das Integral {iber eine in
A ungerade Funktion verschwindet. Schreiben wir weiter zur Abkiirzung x? + x; = R?, benétigen wir also

zunichst das Integral
J= J /12 s (3.1.25)
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3.1. Magnetostatik im Vakuum

Es lisst sich durch die Substitution A = Rsinh # l6sen. Wegen dA = du R cosh u folgt (Nachrechnen)

= R
R R(1+sinhx) (3.1.26)
1 1 oo 2
=— #——— = —tanhu =—.
R? Jgp  cosh’n R2 wo—oo R2
Dies in (3.1.24) eingesetzt liefert schlieflich in Ubereinstimmung mit (2.1.4)
1
B(r)=1%, (3.1.27)

wobei wir die Standard-Zylinderkoordinaten (A.2.1) mit den entsprechenden Einheitsbasisvektoren (A.2.8)
eingefiihrt haben.

3.1.2 Unendlich langer zylindrischer Leiter

Etwas realistischer ist das Beispiel eines unendlich langen zylindrischen Leiters mit endlichem Radius 2. Wir
legen die Zylinderachse entlang der x;-Achse unseres kartesischen Koordinatensystems. Statt die Biot-Savart-

Formel fiir das Vektorpotential (3.1.17) bzw. fiir das Magnetfeld (3.1.18) zu verwenden, ist es hier einfacher,
auf die Poisson-Gleichung fiir das Vektorpotential (3.1.10) zuriickzugreifen. Wir schreiben im Folgenden A
fiir das Potential in Coulomb-Eichung, d.h. wir suchen L3sungen der Gleichungen

V-A=0, —AA=uy;. (3.1.28)
Wir nehmen an, dass die Stromdichte im Inneren des Leiters homogen ist, d.h. in den tiblichen Zylinderko-
ordinaten /

j= —6(a—R)E,. (3.1.29)
Ta

Dabei ist I der gesamte durch den Leiter flieflende Strom. Gl. (3.1.28) legt den Ansatz
A=A,(R), (3.1.30)

nahe. Mit der Formel fiir die Divergenz in Zylinderkoordinaten erhalten wir sofort, dass mit diesem Ansatz
die Coulomb-Eichbedingung fiir alle A, (R) erfiillt ist

V-A=3dA, =o0. (3.1.31)

Da wir den Laplace-Operator nicht in naiver Weise in nichtkartesischen Koordinaten anwenden diirfen, be-
rechnen wir zunichst das Magnetfeld mit Hilfe von (A.2.6) aus (Nachrechnen!)

B=VxA=—€,A,(R)=B,. (3.1.32)

Dabei bedeutet der Strich die Ableitung nach R. Schliefilich verwenden wir das Ampéresche Durchflutungs-
gesetz. Wieder mit (A.2.6) folgt (Nachrechnen!)

—

= 1 2
VxB= _eZE[RA;(R)]’ = Uyj .- (3.1.33)

Wegen (3.1.29) ist unser Ansatz offenbar erfolgreich. Wir losen zunichst die Gleichung fiir R > 4. In diesem
Bereich gilt fir die gesuchte Funktion A, (Nachrechnen!):

1
E(RA’D)/ =0=> RA,.=C,, = A,. =C,.In(R/a)+C,.. (3.1.34)
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3. Magnetostatik und Gleichstromkreise

Dabei sind C;., und C,_ Integrationskonstanten, die wir im Folgenden bestimmen miissen. Als Stammfunk-
tion fiir 1/R haben wir In(R/a) geschrieben, um ein dimensionsloses Argument im Logarithmus zu haben.
Die Wahl von a als ,Skalenparameter wird sich im Folgenden bei der Verwendung der Bedingungen bei
R = a als bequem erweisen.

Fiir R < a liefern (3.1.33) mit (3.1.29) die entsprechende inhomogene Differentialgleichung

)/:_‘u_ol

mTa’

(RA;

z<

(3.1.35)

Wir benétigen nur eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung, denn die allgemeine Losung erhilt
man dann durch Addition der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung, die wir ja bereits mit (3.1.34)
gelost haben. Multiplizieren von (3.1.35) und Integrieren ergibt

IR? uoIR?
RA!_=_HA g M 3.1.36
< 27a? s 41a ( )
Die allgemeine Losung ist dann
ol R?

AZ<:C1<IH(R/4)+C2<—W. (3137)

Da bei R = 0 keine Singularitit auftreten kann, ist notwendig C;_ =0, d.h.

Hol R?

A,o=C =B (3.1.38)

Die Integrationskonstanten C,., C,. und C,_ mussen wir nun aus den Anschlussbedingungen fiir A, bei

R = a bestimmen. Es ist klar, dass sowohl A als auch B dort stetig sein miissen, d.h. es muss gelten

Ap(a)=A, (a), AL (a)=A,_(a). (3.1.39)
Daraus folgt
pol  Cis ol
C.=C ——, —=——m—. 3.1.40
> < 4 a 27ma ( )

Da nur B physikalisch ist, konnen wir fiir A, iiber eine beliebige additive Konstante frei verfiigen. Der Ein-

fachheit halber wihlen wir C,, = 0. Dann folgt aus

! 1
C,. = ZL, Cp =10 (3.1.41)
v 2r
und damit
ol ol
AZ< = W(dz—Rz), AZ> :—; ln(R/a) (3142)
Aus (3.1.32) folgt daraus schliellich das gesuchte Magnetfeld
o _ IR o
B(P<__ Z<—27T7, (P>__ Z>—27_C—R. (3143)
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3.1. Magnetostatik im Vakuum

3.1.3 Unendlich lange zylindrische Spule

Wir denken uns einen Zylinder mit Radius @ und der Zylinderachse auf der x;-Achse mit einem unendlich
diinnen Draht gewickelt. Dabei sei die Anzahl der Windungen pro Linge N/IT} Wir verwenden fiir die
Rechnung natiirlich wieder Zylinderkoordinaten. Dann konnen wir fiir die Stromdichte

j=nI8(R—a)i, (3.1.44)
schreiben, und das legt (3.1.28) den Ansatz
A=A,(R), (3.1.45)

nahe. Mit (A.2.5) zeigt man, dass mit diesem Ansatz die Coulomb-Eichbedingung automatisch erfiillt ist:

%-E:%@Aq,:o. (3.1.46)

Da wir in Zylinderkoordinaten weiterrechnen wollen, d.h. der Laplace-Operator nicht in naiver Weise ver-
wendet werden darf, rechnen wir mit Hilfe von (A.2.6) zunichst das Magnetfeld aus:

<4

- - .1
B= xA:eZ]—z[RA(p(R)]’. (3.1.47)

Dabei bedeutet der Strich die Ableitung nach R. Bilden wir nochmals die Rotation erhalten wir das Ampére-
sche Durchflutungsgesetz

- o R _T1 / -
V x B :—egoé’RBZ =—e, [E(RAgp)/] = o] - (3.1.48)
Der Ansatz 1i fihrt also zum Ziel. Wir werten zunichst fiir R # a aus, wo f: 0 ist. Dann
erhalten wir die Differentialgleichung
/ / / C2

[(RA,)/R] =0 = (RA,) =2C\R = A,=CR+ S (3.1.49)

Fiir das Magnetfeld folgt mit dann
B, =2C,. (3.1.50)

Wir wollen aber eigentlich die Gleichung mit (3.1.44) als Stromdichte 16sen, d.h.

P NI
[(R4,)/R] =—E2

S(R—a). (3.1.51)

Dies konnen wir erreichen, wenn wir (3.1.49) mit verschiedenen Integrationskonstanten fiir R <2 und R > a
ansetzen. Fiir R < 2 muss dabei C, = 0 sein, da bei R = 0 keine Singularitit vorhanden sein kann. Fiir R — oo
sollte A, endlich bleiben, d.h. dort ist C; = 0. Das fithrt uns auf den Ansatz

A_—C R A =22 (3.1.52)
p< — “1<th >" "R L

Um die verbliebenen Integrationskonstanten zu bestimmen, nehmen wir weiter an, dass A, bei R = a stetig
ist, d.h.
Cl<d:C2>/d- (3.153)

"Physikalisch haben wir es natiirlich mit einer endlich langen Spule der Linge L zu tun. Die folgende Rechnung liefert dann das
Magnetfeld nicht zu nahe an den Rindern der Spule.
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3. Magnetostatik und Gleichstromkreise

Weiter ergibt die Integration von (3.1.51) iiber ein infinitesimales Intervall um R =

i[(RA@)’—(RAM)’]R:ﬂ =-£ ‘iw, (3.1.54)
d.h. )
e, =N e ”;]ZI 1 = “OZI“ . (3.1.55)
Mit folgt damit fiir das Magnetfeld einer sehr langen Spulte
B, = #Oiw, B,. =0, (3.1.56)

d.h. nur im Inneren des Zylinders liegt ein homogenes Magnetfeld vor. Der Auflenbereich ist feld-
frei. Das ldsst sich anschaulich dadurch erkliren, dass die Beitrige der Stromelemente in benachbarten
Windungen sich im Inneren der Spule addieren, aber im Aufleren gegenseitig kompensieren.

3.2 Das magnetische Dipolmoment einer Stromverteilung

Wir betrachten nun den Fall einer auf ein endliches Volumen beschrinkten Stromverteilung. Wir nehmen
also an, es gibt eine Kugel K, um den Ursprung, so dass j(r) = 0 fir » = |7| > 4. Dann koénnen wir das

Integral (3.1.17) fiir das Vektorpotential auf diese Kugel beschrinken:

j(r)

Alr)= ﬂf d&r' = . (3.2.1)
T Anlg, r—r|

Wir wollen nun eine Niherung fiir den Fall herleiten, dass wir nur am Vektorpotential fiir » > a, also weit

entfernt von den Quellen des Feldes, interessiert sind. Dazu betrachten wir den Nenner des Integranden in

(3.2.1):

lr —7'| = \/72+r’2—21-1’: r\/1+(7’/r)2—21.1’/r =rv1+&. (3.2.2)
Dabei ist
L ”
F=EZ T (3.2.3)
2 2

Um eine Entwicklung nach Potenzen von 1/r zu erhalten, kénnen wir also im Integral (3.2.1) zunichst nach
Potenzen von & entwickeln. Dabei geniigt uns die Taylor-Entwicklung 1. Ordnung, also

+0EH=1— % +0(E?). (3.2.4)

1 d 1
:1+5<— >
VI+E A€ V1+& /¢y

Setzen wir hier nun ein, miissen wir beachten, dass in der erste Term von der Ordnung O(1/7),
der zweite jedoch von der Ordnung 0(1/r?) ist. Um konsistent zu sein, diirfen wir in nur den ersten
Term beriicksichtigen, denn fiir die nichste Ordnung @(1/7?) wiirden wir auch die Taylorentwicklung in &
bis zur 2. Ordnung bendtigen (warums). Jedenfalls erhalten wir

1 rer 1
\/_£:1+_2_+ﬁ<—2>. (3.2.5)
1+ r 7
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3.2. Das magnetische Dipolmoment einer Stromverteilung

Setzen wir dies in ein, erhalten wir

4(1):%JKad37 (r )<1+ />+0<:2> (3.2.6)

Betrachten wir die beiden Terme unter dem Integral, und zwar fiir die Komponente A, weil im folgenden die
Anwendung des Ricci-Kalkiils bequemer ist. Berechnen wir also das entsprechende Integral (Nachrechnen!):

f &7’ (r J &’ r'd[x, 7, ()] (3.2.7)

Dabei haben wir wieder die Quellenfreiheit von j (3.1.15) ausgenutzt. Der Integrand auf der rechten Seite ist
die Divergenz eines Vektorfeldes, und wir kdnnen daher den Gaufischen Integralsatz anwenden, woraus

J &7’ (r f dzflxkjl (r')= (3.2.8)

wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass j(x") = 0 fiir " > 4, und wir entlang der Kugelschale

|'| = a = const integrieren. Die fiihrende Ordnung der Multipolentwicklung verschwindet also. Das zeigt
die Nichtexistenz magnetischer Monopole (bzw. magnetischer Punktladungen).

Betrachten wir nun den zweiten Term in (3.2.6). Dort tritt das Integral

szf &' f ()] (3.2.9)

a

auf. Den Integranden formen wir jetzt auf spezielle Art um, indem wir x;j, nach symmetrischen und anti-
symmetrischen Anteilen beim Vertauschen der Indizes i und k zerlegen:

A . 1, . .
%1k = 5 (xije = %) + (e + ) (3.2.10)
Im Integranden benétigen wir
/ - 1 / - / - 1 / - ./
XiXilk = E(xixi]k - xixk]i) + E(xixi]/e + xl»xk]i). (3.2.11)

Schreiben wir nun fiir einen Moment den antisymmetrischen Anteil in die Vektorschreibweise zuriick:
ep(xixifp—x;x, ) = j(r -7 )=r(r- )= x(j x ) ==r x (' x j). (3.2.12)

Der symmetrische Anteil in (3.2.10) ldsst sich Dank der Quellenfreiheit von ; wieder als Divergenz (bzgl.

Ableitungen nach den Komponenten von 7"!) schreiben (Nachrechnen)
x; i +xj; = I (%%, 7))- (3.2.13)

Bei der Integration dieses Anteils in (3.2.10) fillt dieser durch die Anwendung des Gauf3schen Integralsatzes

wieder weg. Insgesamt ist also

J=eik :—%LX L &r'lr’ x (). (3.2.14)

a
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3. Magnetostatik und Gleichstromkreise

Mit dem magnetischen Dipolmoment der Ladungsverteilung
1 .
m== J &r'Tr' x 7 (2] (3.2.15)
2 Jk, =

konnen wir schlieilich (3.2.6) in der Form

Mo
Apipo(1)= - Sm X1 (3.2.16)

schreiben.

Dass es sich tatsichlich um ein Dipolfeld in Analogie zum elektrischen Dipolfeld (1.2.10) handelt, erkennen
wir, indem wir das Magnetfeld berechnen. Gemaf} (3.1.5) finden wir mit Hilfe von (C.3.17)

. r r
Bpipol(7) = rotAp, (7)) = 4ﬁ [ﬂle =—(m-V)= ] : (3.2.17)

T r - ﬁ

Fiir » > 0 verschwindet offenbar der erste Ausdruck in der eckigen Klammer, da wir die Divergenz des
Coulomb-Feldes einer Punktladung bilden, und die verschwindet iiberall aufler in » = 0, wo der Ausdruck
singulir ist. Man kann dies freilich auch explizit nachrechnen (Ubung/). Fiir den zweiten Term verwenden
wir einfachheitshalber den Ricci-Kalkiil:

8., 3xux: 3 - — 2
ri1 _ Xp jk kY \ MY X — 1My,
[—(_m '—V)ﬁ]k - _mfgfﬁ =My <7 S > - 5 (3-2.18)

und damit, wieder in die Vektorschreibweise zuriickiibersetzt
po3(m-1)r—1r’m
C 4n r>

Dies ist in der Tat analog zum elektrischen Dipolfeld (1.2.10).

Bpipol(7) (3.2.19)

Fiir einen diinnen vom Strom / durchflossenen Draht konnen wir in (3.2.15) (3.1.19) verwenden, um das

magnetische Dipolmoment zu berechnen:
1
m=—= f dr’ x r’. (3.2.20)
m=—7) Lxr

Betrachten wir als Beispiel eine kreistormige Leiterschleife in der x;x,-Ebene um den Ursprung mit Radius
a. Diese konnen wir durch

X cos @
7' = x, |=al sing |, ¢e[0,27], (3.2.21)
X3 0

parametrisieren. Dabei nehmen wir an, dass die Stromdichte im Leiter im Gegenuhrzeigersinn gerichtet ist.

Offenbar gilt
—sing
dr'=dg 3¢1/:dgm cosgp |. (3.2.22)
0
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3.3. Magnetostatik in Materie

Damit wird (3.2.20)

12 (2 —sing cos ¢
m= - dep | cosp |x|sing |= mzzlg3 =1If. (3.2.23)
0 0 0

Dabei ist f der Flichennormalenvektor, wobei die Richtung zur stromdurchflossenen Randfliche gemif der

Rechte-Hand-Regel bestimmt ist. Das Dipolmoment ist also betragsmifig das Produkt des Stroms und der
vom Strom eingeschlossenen Fliche und entsprechend der Rechte-Hand-Regel senkrecht zur Fliche gerichtet.

Genauso zeigt man, dass fiir eine flache Spule mit N Windungen das magnetische Dipolmoment
m=INf (3.2.24)

ist. Fiir allgemeine Leiterschleifen muss hingegen immer (3.2.20) ausgewertet werden.

Man kann zur Ubung zeigen, dass dies fiir alle in einer Ebene gelegenen Leiterschleifen gilt.

3.3 Magnetostatik in Materie

Wie in der Elektrostatik kann man auch die Magnetostatik in Materie als phinomenologische Theorie be-
handeln. Auch hier sehen wir vom mikroskopischen Aufbau der Materie aus Atomen, die Molekiile und
schliellich ausgedehnte Fluide oder feste Korper bilden, ab. Im Gegensatz zur Elektrostatik miissen wir aber
in der Magnetostatik zwischen para- und diamagnetischen Materialien auf der einen und ferromagneti-
schen Materialien unterscheiden. Wihrend nimlich die para- und diamagnetischen Medien so geartet sind,
dass im Inneren des Materials eine magnetische Polarisation (also eine magnetische Dipoldichte oder Magne-
tisierungsdichte) nur bei Vorhandensein von dufleren Magnetfeldern vorliegt, existiert in Ferromagnetika
eine permanente Magnetisierungsdichte in deren Inneren und entsprechend ein Magnetfeld auflerhalb der
Materie auch in Abwesenheit von Stromdichten.

Auf mikroskopischer Ebene hat das Magnetfeld zwei elementare Quellen, nimlich zum Einen Stréme von
elektrischen Ladungen, wie wir sie im vorigen Abschnitt besprochen haben und zum anderen elementare
Dipolmomente der Elementarteilchen, insbesondere der Elektronen in den Atombhiillen. In para- und dia-
magnetischen Substanzen kann man sich magnetische Dipolverteilungen dadurch entstanden denken, dass
das Magnetfeld mikroskopische ,Molekularstrome® erzeugt (eine Idee die bereits auf Ampere zuriickgeht)
aber auch die magnetischen Momente der Elektronen ausrichtet.

Ferromagnetika sind nun insofern speziell als ihre mikroskopische Struktur so geartet ist, dass es energetisch
glinstiger ist, wenn sich die Dipolmomente der Elektronen in eine bestimmte Richtung ausrichten. Wird
ein anfangs unmagnetisches Ferromagnetikum, in dem die magnetischen Dipolmomente der Teilchen noch
irreguldr verteilt sind, in ein dufleres Magnetfeld gebracht, richten sich die Dipolmomente der Teilchen ent-
sprechend aus, und diese Ausrichtung bleibt (vorausgesetzt man hilt das Material bei nicht zu hohen Tempera-
turen) auch nach Abschalten des dufleren Magnetfeldes erhalten. Im Folgenden betrachten wir die einfachste
phinomenologisch klassische Theorie der magnetischen Materialeigenschaften. Ein wirkliches Verstindnis
dieser Eigenschaften aus den elementaren mikroskopischen Gesetzen erfordert einmal mehr die Quanten-
theorie.

3.3.1 Para- und Diamagnetika

In Para- und Diamagnetika richten sich die Dipolmomente der mikroskopischen Konstituenten der Materie
entlang eines von auflen vorgegebenen magnetischen Feldes aus. Wie in der Elektrostatik fithrt man neben

dem Magnetfeld B auch die magnetische Erregung H ei Dabei definieren wir H als dasjenige Feld, das

%Es sei bemerkt, dass wir hier der modernen Auffassung {iber die einzelnen Feldkomponenten folgen, die sich aus der relati-
vistischen Formulierung der Elektrodynamik auch theoretisch genauer begriinden ldsst. In der ilteren Literatur bezeichnet man
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3. Magnetostatik und Gleichstromkreise

die freien Stromdichten entsprechend der Gleichung
rotH = j;. (3.3.1)

als Quellen besitzt. Das dann erzeugte Magnetfeld B setzt sich zum Einen aus dem entsprechenden Magnetfeld

H /g und zum anderen aus dem Magnetfeld, das aufgrund der Ausbildung einer Magnetisierungsverteilung
M durch Ausrichtung der mikroskopischen Dipolmomente entsteht. Entsprechend der umgekehrten histori-
schen Auffassung von Erregungs- und Feldgrofle definiert man aber die Magnetisierung so, dass dieses totale
makroskopische Magnetfeld durch

B=u(H~+M) (3.3.2)

gegeben ist.

7

Fiir Para- und Diamagnetika besteht fiir nicht zu grofle duflere Felder bzw. Stromdichten wieder ein
linearer Zusammenhang

- —

M=y H (3.3.3)
mit der magnetischen Suszeptibilitit y,, des Mediums, wodurch (1.3.2) die Form

B = (1 + yp)H = pH =, poH (3.3.4)

annimmt. Man nennt dabei y die Permeabilitit und u, = 1+ y,, die relative Permeabilitit des
Mediums; y, ist dabei eine dimensionslose Materialkonstante.
Wahrend im analogen elektrostatischen Fall stets €, > 1 ist, gibt es hier sowohl paramagnetische Ma-
terialien mit u, > 1 (also y,, >0, d.h. die Magnetisierung ist parallel zum Erregungsfeld H gerichtet)
als auch diamagnetische Materialien mit u, < 1 (also y,, <0, d.h. die Magnetisierung ist antiparallel
zum Erregungsfeld H gerichtet).
Die Magnetostatik in Para- und Diamagnetika wird noch erginzt durch die auch in Materie giiltige
Gleichung

divB =0 (3.3.5)

und die entsprechenden Randbedingungen an Grenzflichen von Medien verschiedener Permeabilitit.
Die Herleitung erfolgt analog wie im elektrischen Fall, indem man tiber ein infinitesimales
Volumen wie in Abb. |1.5|rechts gezeigt unter Verwendung des Gauflschen Integralsatzes integriert.
Da es keine freien magnetischen Ladungen (Monopole) gibt, gibt es gemif3 auch keine magneti-
schen Oberflichenladungen, und demnach ist die Normalkomponente von B entlang der Grenzfliche
stetig, d.h.

7i-(B,—B,):=DivB =0, (3.3.6)

wobei 7 der ins mit dem Medium 1 gefiillte Gebiet weisende Flichennormaleneinheitsvektor ist; B,

und B, bezeichnet die Werte der magnetischen Feldstirke im Limes an die Grenzfliche in Medium
1 bzw. Medium 2. Alternativ kann man die Randbedingung auch mit der in Anh. definierten
Sprungdivergenz Div formulieren.

.

Entsprechend integrieren wir (3.3.1) entlang eines infinitesimalen Weges wie in Abb. [1.5|links gezeigt und
wenden den Stokesschen Integralsatz an. Hier besteht nun die die Méglichkeit, dass entlang der Grenzflache

hingegen das Feld H als Magnetfeld und das Feld B als Induktion. Entsprechend diesem Missverstindnis {iber die Natur der verschie-
denen Feldgroflen ist auch das Analogon zur Permittivitit in der Elektrostatik, die Permeabilitit sozusagen invers definiert, also
H=pB =y, oB.
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3.3. Magnetostatik in Materie

des Mediums Flichenstréme /_éQ flieflen. Der im Sinne der Rechte-Hand-Regel orientierte Einheitsnorma-

lenvektor der vom roten Integrationsweg umschlossenen Fliche F ist offenbar @ = £ x 7, d.h. wir erhalten

(mit C = F)

f d?ﬁ:f & fa- kg, (3.3.7)
JF F

Ziehen wir F und damit auch J F auf die Grenzfliche zusammen (machen also A/ — Ound Ab — 0), erhalten
wir (Nachrechnen!)

-

AlT-(Hy,—Hy) = Al ko, (3.3.8)

wobei H; und H, wieder die Werte von H bei Anniherung an die Grenzfliche aus Medium 1 bzw. Medium
2 bezeichnen.

Wir kénnen dann A/ kiirzen und auf der linken Seite (Nachrechnen!)
nxa=nx(txn)=tn*—n(n-t)=t (3.3.9)

verwenden. Dann erhalten wir die Sprungbedingung fiir die magnetische Erregung

— — - —

(7 x @) (Hy—H,) =@ x 7)-(H,—H,) =a-[7 x (H, —H,)] = - kg (3.3.10)

Da wir fiir £ einen beliebigen Tangentenvektor vorgeben kénnen, wobei 7 als ins mit dem Medium 1 gefiill-
te Gebiet weisender Normalenvektor der Grenzfliche vorgegeben ist, ergibt sich auch fiir 4 ein beliebiger
Tangentenvektor.

Daauch EQ in der entsprechenden Tangentenfliche an die Grenzfliche liegt (denn Flichenstrome kon-
nen nur entlang der Fliche flieflen), folgt

7 x (H, — Hy) = Rot H = ky,. (3.3.11)

Dabei konnen wir zur Abkiirzung der Schreibweise die so definierte Sprungrotation verwendung

(vgl. auch Anh.[C.4).

3.3.2 Ferromagnetika und Permanentmagnete
Ganz allgemein kénnen wir ,harte Ferromagnetika® durch eine irgendwie vorgegebene Magnetisierung M(7)

charakterisieren. Um das Feld eines Permanentmagneten zu analysieren, bemerken wir, dass in diesem Fall
keine freien Strome vorhanden sind, d.h. es gilt

rot H =0, (3.3.12)
divB = [uodiv(ljl +/12) =0. (3.3.13)

Man kann nun auf zweierlei Weisen an dieses Problem herangehen.
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3. Magnetostatik und Gleichstromkreise

Magnetostatisches Skalarpotential fiir 7

Zum einen konnen wir die Wirbelfreiheit von H ausnutzen und ein magnetisches skalares Potential

einfithren, d.h.

—

H=—gradg,. (3.3.14)

Weiter gilt wegen (3.3.13)
divH =—A¢, =—divM =p,,. (3.3.15)

Dabei haben wir die effektive ,magnetische Ladungsverteilung®
o =—divi (3.3.16)

definiert.

Das Problem ist also vollstindig analog zum entsprechenden Problem in der Elektrostatik, und wir erhalten
=/
(7)) = d%’&. (3.3.17)
R 4r|7 —7/|
Nun ist aber
pu() _ div'M(F)

- —>/| - - —>/|

|7 —7

(3.3.18)

= =/ Yol
— M) ——L —div’<M(’)>.

7]

|7 —7
Setzen wir dies in (3.3.15) ein, kdnnen wir den zweiten Term mittels Gaufischem Integralsatz in ein Ober-
flichenintegral umwandeln. Da die Randfliche im Unendlichen liegt, und wir davon ausgehen diirfen, dass

der Ferromagnet nur endlich ausgedehnt ist, also M (7') = 0 auflerhalb einer Kugel, die diesen Kérper ganz
umfasst, ist, verschwindet dieser Oberflichenterm.

Damit 1st

HEF) 7— _ M7
ngm:J @) FoF :—dwf @ M) (3.3.19)
R3 471 |7—7‘/|3 R3

47r|?—?’|'

=/

Vektorpotential fiir B

Wegen der Quellenfreiheit von B (3.1.13) besitzt das Magnetfeld ein Vektorpotential

B =rotA, (3.3.20)
und es gilt
R L .
H=—B—M=—rotA—M. (3.3.21)
Ho Ho
Dies in (3.3.12) eingesetzt und (C.3.13) angewandt liefert fiir die kartesischen Komponenten
1 1 .
rot H = —rotrotA—rot M = — (graddivA — AA)—rot M =0. (3.3.22)
Ho Ho
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3.3. Magnetostatik in Materie

Wegen der Eichinvarianz kénnen wir fiir A wieder die Coulomb-Eichbedingung (3.1.9), also divA = 0, for-
dern, d.h. es gilt

rotB = —AA=y; = porotM. (3.3.23)

Die Magnetisierung ist also der Magnetisierungsstromdichte

j =rotM (3.3.24)

—m

dquivalent, d.h. das Feld des Permanentmagneten ist identisch mit einem Magnetfeld im Vakuum, das
von der Magnetisierungsstromdichte erzeugt wird, und die Losung ist durch das Biot-Savart-Gesetz

fiir das Vektorpotential bzw. (3.1.18) fiir das Magnetfeld mit j =j = rot M gegeben.

. J

3.3.3 Beispiel: Kugelpermanentmagnet

Im Folgenden betrachten wir als Beispiel eine homogen magnetisierte ferromagnetische Kugel mit Radius 2
um den Ursprung des Koordinatensystems ohne duflere eingeprigte Strome und Magnetfelder.

Wir nehmen an, der kugelférmige Permanentmagnet weise eine homogene Magnetisierung
M(7)=MO(a—r)e, (3.3.25)

auf. Wir besprechen im folgenden beide oben besprochenen allgemeinen Losungsansitze.

Magnetisches Skalarpotential fiir H

Setzen wir (3.3.25) in die Losung (3.3.19) ein, erhalten wir nach einer einfachen Umformung

bu)=—g [ &

47 |7—7’|’
ﬂ

(3.3.26)

wobei K, die Kugel um den Ursprung mit Radius 2 bezeichnet. Wir werten das Integral natiirlich am bequem-
sten in Kugelkoordinaten aus. Wegen der Kugelsymmetrie hingt es offenbar nur von r = |7| ab, so dass wir
¢, in Richtung von 7 legen diirfen. Dann ist |7 — 7| = v/ 72+ r2—2r 7/ cos  und das Integral wird

r2sind
J d&r’ — f drf dd dga — -
| 0 Vr24+r2—2ry'cos?

(3.3.27)
:24 dr’f do sind
0 0 V124712 —2r7 cos?
Um das Integral {iber ¢ auszufiihren, substituieren wir
u=cost, du=—dIsind. (3.3.28)
Daraus folgt (Nachrechnen!)
a 1 7,/2
f(r)= 27‘CJ dr’J du
Vr2+r2=2rr'u
1
f &' P F R —2r | (3.3.29)

f dr'r'(r +7 —|r—r|)
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3. Magnetostatik und Gleichstromkreise

Jetzt miissen wir eine Fallunterscheidung vornehmen. Falls r > 4 ist, gilt fiir den ganzen Integrationsbereich
|r —7'|=r—17r',d.h.

4 (7 4ra’
f(r):—nf dr/r&:;r—d, fir r>a. (3.3.30)
r 0 r

Falls r < a ist, gilt

4 r a 4 3 2 3 2
f(r):—ﬂ f dr’r’2+f a2 2l L :—ﬂ(3a2—72), fur r<a. (3.331)
r LJo , r L3 2 2 3

Setzen wir dies in (3.3.25) ein, finden wir schliefilich

Mxs/3 fur r<a,

3.3.32
Ma’xy/(37%) fiir r>a. ( )

bu(F) = {

Fiir » < a haben wir also das Potential eines konstanten Vektorfeldes und fiir » > a das eines Punktdipolfeldes

(vgl. das elektrische Analogon (1.5.64)). Jedenfalls erhalten wir nun die magnetische Erregung gemif (3.3.14)

L PR
Der Sprung von H entlang der Kugelfliche ist
H,(7)—H(7)= M;j;, r=a. (3.3.34)
Dies entspricht wegen 72 =a7 /7 einer effektiven magnetischen Flichenladungsdichte
Zm:ﬁ-(ﬁ>—ﬁ<):;(Eg—]i):ﬁ%. (3.3.35)

Dies kann man auch mittels (3.3.16) herausfinden, indem man (3.3.25) verwendet und beachtet, dass die Ab-
leitung der Heaviside-Einheitssprungfunktion eine Dirac-Distribution ergibt; vgl. (1.6.12):

0, =—divM =—M3,0(a—r)=—M[3,0(a—71)]5;r
M M (3.3.36)
= +j8(r —a)= = (r—a)=%,,8(r—a).
r a

Dass der Faktor vor der §-Distribution tatsichlich die Bedeutung einer Flichenladungsdichte besitzt, macht
man sich leicht klar, indem man iiber ein kleines ,,Gauflsches Volumen wie in Abb. (rechts) integriert
(Ubung)).
Das Magnetfeld ist nun durch die konstitutive Gleichung (3.3.2) gegeben

.. W e (2uaME 3 fi ,
B) = ol A+ = 2008 T (3.3.37)
UoMa’(B3xs7 —r7e;)/(37°) fur r>a.
Hier ist der Sprung entlang des Randes des Magneten
B_(7)—B_(7)= ;2 (x3r—aze3), r =a. (3.3.38)
Die Normalkomponente ist stetig, wie es sein muss, denn
oD - 7oz oz M
3R B = L B ) B = P (e =0, e (339)
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Der Sprung der Tangentialkomponente ergibt eine effektive magnetische Flichenstromdichte

k. = o [B.(F)— B_(7)] = +M3, x 2 == (—0f +x,). (3.3.40)
0

Rechnet man dies in Kugelkoordinaten um, erhilt man
k., = E(/,M sin ¥, (3.3.41)

d.h. die Flichenstromdichte ist entlang der ,Breitenkreise“ der Kugel um die x;-Richtung gerichtet.

Vektorpotential fiir B

Wollen wir die Losungsstrategie mit dem Vektorpotential fiir B verwenden, miissen wir gemif$ (3.3.24) zu-
nichst die effektive magnetische Stromdichte berechnen. Sie liefert in Ubereinstimmung mit der Rechnung
im vorigen Abschnitt fiir die Magnetisierung (3.3.25) wieder nur eine Flichenstromdichte, denn es ist

-

Ji =rotM = rot[6;,MO(a —r)] = —M?, x gradO(a — r)
=—Mé;d,0(a—r)xgradr = A—/[% X78(r—a)= /;mc?(r —a), (3.3.42)
a
Em =¢,Msind.

Hier ist es einfacher, in Kugelkoordinaten zu rechnen und die Symmetrien zu berticksichtigen. Dann haben
wir - R _

rot B =rotrotA = uyj,, = E’gﬂM sin?d(r —a) (3.3.43)
zu l6sen.

Wir nehmen an, das Vektorpotential besitze die Form
A(F)=2,A,(r,9). (3.3.44)

Das ist dadurch motiviert, dass gemif3 der effektive magnetische Strom in Richtung von €, zeigt und
ansonsten noch Rotationssymmetrie bei Drehungen um die €;-Richtung herrscht. Mit folgt zudem
noch divA =0, so dass die Coulomb-Eichbedingung erfiillt ist, so dass in kartesischen Koordinaten mit dem
Biot-Savart-Gesetz gerechnet werden kénnte und aus Symmetriegriinden an jedem Punkt das Integral in ¢-
Richtung weisen miisste. Da sich weiter wegen der Rotationssymmetrie bei Drehungen um die é; Achse |A| =
|A,| nicht dndern kann, muss dieser Skalar unabhingig von ¢ sein. Jedenfalls werden wir gleich sehen, dass
unser Ansatz in der Tat zum Ziel fithrt.

Aus (A.3.6) folgt zunichst

- - .1
B=rotA=e, —
rsind

und nochmals die Rotation gebildet liefert wegen (3.3.43)

Jy(sinBA,)+2 [—13 (rAgp)] (3.3.45)

1

rsind

rot B = rotrot A = —€, |:972(VA90) +Jdy <

aﬁ(sinﬁA¢)>i| éé}DMsim98(r—a). (3.3.46)

Da die rechte Seite proportional zu sind ist und der Term mit den partiellen Ableitungen nach r keine
expliziten Faktoren mit sin enthilt, liegt es nahe, mit dem Ansatz

A (r,9)=sin 94 (r,9) (3.3.47)
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3. Magnetostatik und Gleichstromkreise

in (3.3.46) einzugehen. In der Tat ergibt sich dann nach Kiirzen des gemeinsamen Faktors sin® auf beiden
Seiten

1., -« ZA¢
—;QV(TA(p)'i‘? = uoM8(r—a). (3.3.48)
Nach einfachen Umformungen erhalten wir
Zz‘igo —273,A¢ — 723,21% = uMr*8(r —a) = ugMa*8(r —a). (3.3.49)

Aufler bei der Singularitit der &-Distribution ist die rechte Seite 0, d.h. wir miissen zwei Losungen fiir
A A 2924 _
24,—2r8,A,—r*3%4 =0 (3.3.50)

fiir r < a und r > a so aneinanderfiigen, dass die §-Distribution auf der rechten Seite entsteht. Die DGL

3.3.50) [6sen wir mit dem Ansatz A o= r4. Dies fiihrt auf die quadratische Gleichung
P+ 1—-2=0, (3.3.51)

die die beiden Losungen
A=1, A=-2 (3.3.52)

besitzt. Die allgemeine Losung fiir (3.3.50) ist dann

. A = D 2 .
A;g:{ ~=C_r+D_/r* fir r<a, (3.3.53)

A.=C.r+D_/r* fir r>a.

Dabei sind C_, D_, C, und D, Integrationskonstanten, die wir nun aus den physikalischen Gegebenheiten
zu bestimmen haben. Da die Magnetisierung im Inneren der Kugel konstant (also stetig) ist, kann A_(r) fiir
r < a keinerlei Singularititen besitzen. Damit diese Funktion bei » = 0 wohldefiniert ist, muss also D_ =0
sein. Fiir » — oo diirfen wir annehmen, dass das Vektorpotential verschwindet, d.h. es ist C_, = 0. Damit
lautet unser Losungsansatz nunmehr

. A — f..
A(p:{ <=Ccr Mir r<a, (3.3.54)

A.=D_/r* fir r>a.

Nun miissen wir uns um die notige Singularitit der 8-Funktion auf der rechten Seite von kiimmern.
Es ist klar, dass die Singularitit bei » =4 vom Term mit der zweiten Ableitung auf der linken Seite herriihren
mufl. Die erste Ableitung besitzt demnach einen Sprung bei » = 4, und die Funktion selbst ist dort stetig.
Die Stetigkeit bei » = a verlangt

_ Dy _ 3
C<ﬂ = {,1_2 = D> = C<ﬂ . (3355)
Damit wird
C<a3
A,=CrO(a—r)+ > O(r —a). (3.3.56)
r

C.a’ C.a’
LA, :3 O(r—a)—C_rS(a—r)+ :2 S(r—a)
C.a’

O(r—a)—C_ad(r—a)+C_ad(r —a) (3.3.57)
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und daraus
5w C.a’
A, =—C.a—r)+6——06(r —a)—2C_8(r —a)
é , (3.3.58)
=—3C_8(r—a)+6 <:l O(r —a).
r
Setzen wir nun (3.3.5613.3.58) in (3.3.49) ein, erhalten wir schliellich nach einigen Umformungen
. . 59
24,—2r3,A,—r°d7A,
C.a’
=2C_rO(a—r7r)+2 > O(r—a)—2C_rO(a—r)
, r , (3.3.59)
C.a p C.a
+4——0(r —a)+3C_a"8(r —a)—6——06(r —a).
r r
=3C_a*8(r —a) = UM S (r —a),
d.h. C_ = uoM /3. Setzt man dann (3.3.56) in (3.3.47) ein, finden wir schliefflich die Lésung
”°§m sinde,  fir r<a,
=4 uME o an (3.3.60)
57 sin ﬁegp fir r>a.
Dies konnen wir wieder in kartesische Koordinaten umschreiben. Gemif} gilt ndmlich
—sing —X,
rsinﬁg¢:rsin19 cosp |=| x |=e3xr. (3.3.61)
0 0
Damit gilt
(0T r<
A={ 3 57T W TsE (3.3.62)
Hgﬁ ey xr fir r>a.

Berechnet man die Rotation fiir dieses Feld, findet man wieder (3.3.37), d.h. beide Methoden, das Magnetfeld
von Permanentmagneten zu behandeln, sind tatsichlich dquivalent.

3.4 Gleichstromkreise

Einen Gleichstromkreis kann man sich realisiert denken durch eine Batterie, die eine annihernd konstante
Spannung (also Differenz des elektrostatischen Potentials) liefert. Verbindet man die Pole mit einem leitfa-
higen Draht stellt sich nach kurzer Zeit ein stationirer Strom ein. Die entsprechenden Ladungs- und Strom-
verteilungen sind Quellen stationdrer elektrischer und magnetischer Felder.

Der Stromfluss kommt durch die Wirkung der elektromagnetischen Kraft auf die im Leiter befindlichen weit-
gehend frei beweglichen Ladungstriger (in gewohnlichen Metallen sind dies die Leitungselektronen). Als
einfaches Modell eines Leiters konnen wir uns ein positiv geladenes starres Geriist aus Ionen, also Atomker-
nen mit an sie gebundenen Elektronen vorstellen, durch das sich die Leitungselektronen quast frei bewegen
konnen. An irgendwelchen Storstellen, die i.a. schon allein durch die Warmebewegung des Ionengitters vor-
handen sind, werden Leitungselektronen allerdings gestreut. Dies kann man effektiv als Reibungskraft

F.=—my% (3.4.1)
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beschreiben. Die Bewegungsgleichung auf ein einzelnes Leitungselektron lautet dann

my;c':mé:fr+ﬁcm:—m;/'z7+q(b:+f5x§). (3.4.2)

Dabet ist ¢ = —e die Ladung eines Elektrons. Es ist klar, dass diese lineare Bewegungsgleichung eine Losung
von der Form

% = Bpom + Dpar (3.4.3)

besitzt, wobei 7, die Losung fiir die homogene Bewegungsgleichung (also fiir £ = 0 und B=0)

7_;horn = _yghom (344)

ist. Offenbar lautet die Losung

7_}hom( t) = 77hom0 eXP(_}/ t), 7_;hom0 = const (3.4.5)

d.h. dieser Losungsanteil fillt nach einer Relaxationszeit von Gréflenordnung v = 1/y ab und wird vernach-
lissigbar klein gegen eine beliebige Partikuldrlosung ,,,, der inhomogenen Gleichung.

Sind £ und B entsprechend unserer Annahme statischer Felder zeitlich konstant, gibt es offenbar eine Losung

¥ = const, die dann wegen (3.4.2) durch die algebraische Gleichung
myv = q(E+6><E) (3.4.6)

gegeben ist.

Multiplizieren wir dies mit der Leitungselektronendichte 7 (Zahl der frei beweglichen Elektronen pro Volu-
meneinheit), erhalten wir

mnyﬂ:p(ﬁ—l—fﬁxg). (3.4.7)

Dabei ist p = g7 die Ladungsdichte der Leitungselektronen. Betrachten wir nun den Fall, dass kein dufieres
B-Feld vorliegt, d.h. nur das B-Feld, das durch die Stromdichte j = pv selbst erzeugt wird, kénnen wir in
l) den Term von der magnetischen Kraft vernachlissigen, denn wir kénnen uns £ und B durch

e(7) 7—7

E(F)= d&Pre , 3.4.8

) R? 4rey |7 —7) C48)

E(?):f d%/“op(;/ﬁ(?/)x T (3.4.9)
R3 41 |7 —7/]?

berechnet denken. Dann ist parametrisch betrachtet |7 |E|/|E| = O(ugeo|??) = O(|9?/c?), und i.a. ist
die Driftgeschwindigkeit ¥ der Elektronen verschwindend klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit. Wir
werden das unten an einem Beispiel noch abschitzen.

Jedenfalls vereinfacht sich dann zu
mny’z?:,of:qnf. (3.4.10)

Multiplizieren wir diese Gleichung mit g /(my), erhalten wir

2
nqv = = %E:(TE. (3.4.11)
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Dies ist die konstitutive Gleichung fiir den Fall stationirer Strome:

2
j=0E mit o=22. (3.4.12)

my

Die Materialkonstante o heifit elektrische Leitfahigkeit.

. J

Wir schitzen nun noch die Driftgeschwindigkeit der Elektronen fiir einen typischen Fall von ,Haushalts-
strom® ab. Wir bendtigen zunichst die Dichte der Ladungstriger und betrachten dazu ein Kupferkabel. Die
Massendichte von Kupfer ist p,, = 8,94g/cm’ = 8,94 - 10° kg/m’. Die Molmasse betrigt m,,; = 63,546 -
10~kg/mol. Die Moldichte ist also p,, /,,,; = 1,41- 10°mol/m>. In einem Mol Kupfer sind N, = 6,02-10%
Atome enthalten, d.h. wir die Teilchendichte ist 7 = 8,47 - 10?8 /m>. Nehmen wir an, dass das jeweils eine
Valenzelektron jedes Kupferatoms ein Leitungselektron ist, ist dies auch die Leitungselektronendichte. Wir
nehmen weiter an, es fliefle ein Strom 7 = 1 A und der Radius des Drahtes sei ¢ = 1mm = 1- 10> m. Dann
ist gemafd und mit |g| = e ~ 1,6 10~!° C die Driftgeschwindigkeit v = I /(7ta’n|q|) = 2,35-10"°m/s,
was in der Tat viel kleiner als die Lichtgeschwindigkeit istﬂ

Wir kénnen nun die elektrostatischen Gleichungen fiir den stationiren Fall im Inne-
ren eines Leiters wie folgt schreiben

rotE =0, divE=0, ;=0E. (3.4.13)

+ Betrachten wir also ein Stiick Leiter der Linge / und Querschnittsfliche A, das ent-

[] lang der x;-Richtung gerichtet und mit einer Batterie mit Spannung U verbunden
sei, kdnnen wir annehmen, dass tiber den Leiterquerschnitt ;: (I/A)é; = const gilt.
Dann ist auch £ = ;/0 =U/lé; = const.

e )

Damit wird

g =l :LI:R[, :AL. (3.4.14)

o Ao o

Das ist das Ohmsche Gesetz.

\. J

Diesen Fall zeichnet man in einem Schaltbild der nebenstehenden Art. Dabei interessiert uns die genaue
Geometrie des Schaltkreises nicht. Die Linien stehen fiir ideale widerstandslose Leiter, das Kastchen fiir einen
Widerstand R. Die Einheit des Widerstandes ist 102 =1V/A.

Wie wir oben gesehen haben, hat die elektrische Leitung mit Reibung zu tun, durch die der Widerstand eines
Leiterstiicks zustandekommt. Dies bedeutet aber, dass beim Stromfluss Reibungsarbeit auftreten muss, die in
Wirme im Widerstand umgesetzt wird. Wir konnen leicht die Leistung berechnen. Fiir ein Elektron in dem
obigen Modell geht pro Zeit- und Volumeneinheit die Reibungsenergie

dpr z

E=0j? 3.4.15
qv oj ( )

verloren bzw. die Leistung ist

dr

-~ AcU? 2
P=V-—=AlcE’= 7 —U
dv

=—=UI 3.4.16
] =z =-U (3.4.16)

Wir betrachten nun noch die Frage, wie sich Schaltungen mit mehreren Widerstinden analysieren lassen.
Dazu reicht es zunichst, als Grundschaltungen die Reihen- und Parallelschaltung zweier Widerstinde zu be-
trachten.

3Zahlenwerte aus https://en.wikipedia.org/wiki/Drift_velocity,
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(a) (b)

Abbildung 3.1: Reihen- und Parallelschaltung zweier Widerstinde

Schaltet man zwei Widerstinde R, und R, in Reihe wie in Schaltbild (a) in Abb. [3.1ergibt dieselbe
Rechnung, die oben zur Definition des Widerstandes gefiihrt hat, dass sich die beiden Widerstinde wie
ein einzelner Widerstand

R=R,+R, (3.4.17)

verhalten.

Bei einer Parallelschaltung (Schaltbild (b)) zweier Widerstinde R und R, liegt an beiden Widerstin-
den dieselbe Spannung. Die entsprechenden Strome sind durch I, = U/R, und I, = U /R, gegeben.
Bezeichnen wir den Gesamtwiderstand der Schaltung wieder mit R Aufgrund der Ladungserhaltung
muss die Batterie insgesamt einen Strom

U 1 1
I=—=I+1L=U( —+ — 3.4.18
R 11+14, <R1+R2> ( )

liefern. Lsen wir diese Gleichung nach R auf, finden wir

1 1 1 R, +R R, R
—_ = — 4 — = . 2 :}R:L
R R, 'R, R, R, +R,

(3.4.19)

Kompliziertere Netzwerke lassen sich analog mit den Kirchhoffschen Regeln (Gustav Kirchhoff, 1824-1887)
berechnen.

1. Kirchhoffsche Regel bzw. Knotenregel: An jedem Verzweigungspunkt (Knoten) des Stromkreises
gilt Ladungserhaltung, also die Summe aller Strome verschwindet.

2. Kirchhoffsche Regel bzw. Maschenregel: Entlang eines jeden Teilstromkreises (Masche) gilt die
Regel, daf$s die Summe tiber alle Produkte R/ der in dieser Masche anliegenden Spannung entsprechen
muss.

Wendet man diese beiden Regeln auf alle voneinander unabhingigen Maschen und Knoten des Schalt-
kreises an, erhilt man ein lineares Gleichungssystem fiir die durch jeden Zweig der Schaltung flief}en-
den Strome, die sich durch Losung dieses Gleichungssystems bestimmen lassen.

Man kann sich die 2. Kirchhoffsche Regel auch durch Integration des elektrischen Feldes entlang des geschlos-
senen Stromkreises erkldren. Integriert man z.B. in Abb. [3.4/auf dem Weg, der vom Pluspol der Batterie iiber
den Widerstand, dann durch die Batterie wieder zuriick zum Minuspol fiihrt, haben wir entlang der ideal
leitend angenommenen Drihte kein elektrisches Feld, d.h. es ergeben sich nur Beitrige fiir die Integration
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entlang des Widerstandes. Da entsprechend der Wahl unserer Integrationsrichtung dort E = ; /o gilt, liefert
dieses Integral gemaf3 der obigen Rechnung also RI. Beim Integral in der Batterie erhalten wir offen-
bar —U, da die Integrationsrichtung entgegen der Richtung des Feldes ist, wir aber die Spannung U positiv
definieren. Nun ist aber wegen rot E = 0 das Wegintegral von E entlang eines jeden geschlossenen Weges 0.
Folglich ist

RI—U=0. (3.4.20)

Dies liefert natiirlich wieder (3.4.14). Die Maschenregel ist also nichts anderes als die Integralform des Geset-
zes, das die Wirbelfreiheit des elektrostatischen Feldes zum Ausdruck bringt, d.h. integriert man entlang
einer jeden Masche eines Stromkreises, ergibt sich als Summe tiber die Spannungsquellen und die an den Wi-
derstinden abfallenden Spannungen stets 0. Es ist eine gute Ubung, dies auch fiir die Parallelschaltung in Abb.

(b) nachzurechnen.

3.5 Koaxialkabel fiir Gleichstrom und Energietransport

Wir wollen in diesem Abschnitt als Beispiel fiir die vollstindige Losung eines

/A magnetostatischen Problems die vollstindige Berechnung von E und B eines

\ / von Gleichstrom durchflossenen sehr langen kreiszylindrischen Koaxialka-

bels betrachten. Wir rechnen in Standardzylinderkoordinaten (R, ¢, z). Das

Kabel (s. nebenstehende Skizze) besteht aus einem inneren zylindrischem

Leiter (Radius ) entlang der x;-Achse und einem dufleren Zylindermantel-

formigem Riickleiter (innere Fliche bei R = b, dufiere Fliche bei R = ¢). Wir

T 7 1;2 nehmen der Einfachheit halber an, dass der Zwischenraum Vakuum (oder

Luft) sei. Auflerdem setzen wir u, = 1 sowohl innerhalb als auch auflerhalb

des Leiters. Dies ist z.B. fiir Kupferkabel mit y, =—6,4-107° eine gute Ni-
herung.

Wir machen folgenden Ansatz: Der Strom im Innenleiter (0 < R < a) (Be-
reich (1)) moge in positive z-Richtung flieffen, im Auflenleiter (b < R < c,
a \ Bereich (3)) in umgekehrte Richtung zuriick. Die Leitfihigkeit sei 0. Im In-

neren der vier Gebiete (Innenleiter, Zwischenraum, Aufienleiter und AufSen-
raum) lauten die zu l6senden Gleichungen

rotE = 0, divE =0, f: O'E,

L . PR (3.5.1)
rotH=j, divB=0, B=puH.

Wie wir sehen werden, bauen sich an den Leiteroberflichen notwendig Flichenladungsdichten auf, die durch
die Spriinge der Radialkomi onente von E gegeben sind. Wir wollen die auf den stationiren Fall spezialisierten

Maxwell-Gleichungen (3.5.1) vollstindig lésen, also E und B aus diesen Gleichungen und den Stetigkeitsbe-
dingungen ermitteln und sodann die Energiestromdichte, also den Poynting-Vektor (2.8.19)

-~ 1 = -~

S=—FExB=ExH., (3.5.2)

Mo

berechnen. Aus folgt mit Hilfe von (C.3.15)
div§:]§~rotE—E-rotl§:—E-; (3.5.3)

Die Interpretation dieser Gleichung ergibt sich einfach aus dem Gaufsschen Integralsatz: Integrieren wir nim-
lich die Gleichung iiber ein beliebiges Volumen V/, ergibt sich

f $rdivs = d#-§:—J> d%ﬁ-;:—f $roE (3.5.4)
14 av 14 1%



3. Magnetostatik und Gleichstromkreise

Die durch die Oberfliche stromende Energie des elektromagnetischen Feldes wird also als Wirme in dem
evtl. im Volumen liegenden Teil des Leiters dissipiert.

3.5.1 Das elektrische Feld

Wir kénnen nun zunichst das elektrische Feld aus dem Gleichungssystem (3.5.1) berechnen, da die Gleichun-
gen fiir E vollstindig von denen fiir B separieren. Da gemif der ersten Gleichung E wirbelfreti ist, gilt

E =—grad ®(R, z), (3.5.5)

wobei wir gleich der Rotationssymmetrie um die z-Richtung Rechnung getragen haben, d.h. dass das Potential
nicht von ¢ abhingt. Da wir im inneren Leiter einen {iber den Leiterquerschnitt konstanten Strom in positiver
z-Richtung annehmen wollen, kénnen wir auch gleich vom vereinfachenden Ansatz

®(R,z)=z¢(R) (3.5.6)
ausgehen. Mit finden wir )
E =—z¢'(R)ég — P(R)E,. (3.5.7)
Die zweite Gleichung ergibt
divE =—AP=0= d%[ %] —o0. (3.5.8)
Daraus folgt durch Integration, daf§ im Inneren eines jeden der vier Gebiete
(1) 0<R<a,
(2) a<R< b,
() b<R<ec,
4) c<R
gelten mufy

Pr(R) = ¢y, In(R/Ryp ) + e (3.5.9)

wobei ¢y, ¢, und Ry, Konstante sind, wo k € {1,2,3,4} die oben bezeichneten vier Gebiete durchnume-
riert. Freilich sind dabei nur jeweils zwei Konstanten voneinander unabhingig. Der aus Dimensionsgriinden
eingefiihrte Radius Ry, kann in jedem Gebiet willkiirlich und méoglichst bequem gewahlt werden. Aus
folgt dann fiir das elektrische Feld aus

- AR N
Ep=—cymer— [y In(R/Rop) + ey e, (3.5.10)

Wir machen weiter den Ansatz, daf in den Leitern konstante Stromdichtevektoren in z-Richtung vorliegen,
denn radiale zeitunabhingige Strome miissten zu unendlichen Flichenladungsdichten auf den Zylinderober-
flichen fiihren, was wir ausschlieffen wollen. Wir haben also in den Gebieten (1) und (3) fiir das elektrische

Feld
- I . - 1 R

¢ =——¢
nale 2 w(c2—b2)o ¥

(3.5.11)

wobei wir den Gesamtstrom / im Innenleiter vorgegeben haben. Im Aufienleiter muss wegen der Gesamtla-

dungserhaltung derselbe entgegengesetzt gerichtete Strom flieffen, was die Stromdichten ; tiber die jeweiligen
Leiterquerschnittsflichen eindeutig bestimmt.
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E (a.u.)

p (a.u.)

Abbildung 3.2: Das elektrische Feld.

Da weiter E, als Tangentialkomponente entlang der Leiterflichen stetig sein muss, muss im Auflenraum,
Gebiet (4), ebenfalls das konstante elektrische Feld

— ] N
E,=———F—¢ 3.5.12
herrschen. Es verbleibt also lediglich das elektrische Feld im Zwischengebiet (2) zu finden, und dieses wird
durch die Stetigkeitsbedingungen fiir £, bei R = @ und R = b eindeutig bestimmt. Wie oben erldutert kon-
nen wir zur Vereinfachung Ry, = a setzen und dann ¢;;, und c,, aus den besagten Stetigkeitsbedingungen
bestimmen. Es ergibt sich daraus

I 1 1 /
S S S S R 3.5.13
2 orln(b/a) [42 cz—bz] 2 o ma’ ( )

und damit gemaf3 (3.5.10)

U SO

2 ornln(b/a)la? " c2—b2 R
+{ el ]1n<§>}z.
ona? orln(b/a)la?  2—5b2 al) '’

Nunmehr haben wir die elektrische Feldstirke tiberall im Raum vollstindig bestimmt und kénnen uns der
Berechnung des Magnetfeldes zuwenden.

(3.5.14)

3.5.2 Das Magnetfeld

Im Inneren der Leiter sowie im freien Raum ist gemafl der oben erlduterten Annahme y = uy = const. Wir

konnen aufgrund der Quellenfreiheit von B mittels des Vektorpotential A
B=rotA (3.5.15)
ausdriicken. Wegen gilt also in kartesischen Koordinaten

rot B = rotrotA = graddivA— AA = ;. (3.5.16)
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H¢ (a.u.)

p (a.u)

Abbildung 3.3: Das magnetische Feld.

DaA aufgrund der Eichinvarianz nur bis auf den Gradienten eines Skalarfeldes bestimmt ist, konnen wir als
Nebenbedingung die Coulomb-Eichbedingung

divA=0 = AA=—p,j (3.5.17)

fordern. Da der Strom in den nichtleitenden Gebieten (2) und (4) verschwindet und in den Leitern konstant
in z-Richtung weist sowie Azimutalsymmetrie (d.h. Unabhingigkeit von ¢ fiir die Komponenten des Vek-
torpotentials bzgl. Zylinderkoordinaten) vorliegt, konnen wir sogleich den vereinfachenden Ansatz

A=A,(R), (3.5.18)

machen. Offenbar ist gemif} (A.2.5) die Coulomb-Eichbedingung mit diesem Ansatz automatisch erfiillt, und
wir konnen in Zylinderkoordinaten weiterrechnen. Das magnetische Feld ist gemiaf$ (3.5.15) wegen (A.2.6)

- - dA =
B=rotA=— dRZ C,e (3.5.19)
Bilden wir daraus, wieder mittels (A.2.6), die Rotation, finden wir
= - 1d dA
tB=rotrotA=———(R—= )¢,. 3.5.20
ro rotro R dR < R >ez ( )

Im Innenleiter, Gebiet (1), lautet also (3.5.17):

1d/ dA,\ ol
E@<RdR>__ﬁ' (3.5.21)

Da additive Konstanten fiir A, physikalisch irrelevant sind, lautet die Losung dieser Gleichung (Nachrechnen!)

I

47742

Alz =

R’ +d111n<R£>, (3.5.22)

0

wobei R, unbestimmt und physikalisch irrelevant ist, denn es gibt unabhingig von der Integrationskonstanten
dyy lediglich eine additive Konstante zu 4, . Da weiter B, bei R = 0 nicht unendlich werden darf, mufl d;; =0

sein. Es ist also im Innenleiter gemaf§ (3.5.19)

= ol o
B, = 27m2Re§D. (3.5.23)
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Im Raum zwischen den Leitern, Gebiet (2), ist ; = 0 und damit

L d <RdAZ>:o. (3.5.24)

RdR\" dR

Die Losung muff wieder nur bis auf eine additive Konstante bestimmt werden, und damit ist

Ay, =dyln <£> . (3.5.25)
R,
Zusammen mit der Stetigkeit von B, bei R = 4 folgt
= Mol o
B,=——c¢ . 3.5.26
27 27R “ ( )
Im Auflenleiter, Gebiet (3), ist
1d dA ol
——|R—=Z | =———— 3.5.27
RdR< dR> n(c2—b2) ( )
mit der Losung
ol 2 R
A, =———R°+djInl — ). 3.5.28
%= I = b7 t+ags n<Ro> ( )
Die Stetigkeitsbedingung fiir B, bei R = & liefert dann
> uol c? -
By=————F|—=—R]e,. 3.5.29
> 2n(c2—b2)[R ]e(%’ (-5.29)

Bei R = ¢ erhalten wir 1§3 = 0, und damit ist auch in Gebiet (4), also im Auflenraum des Koaxialkabels,
B,=o, (3.5.30)

denn es gilt wieder (3.5.24), und die Stetigkeitsbedingung fiir B, liefert eindeutig (3.5.30). Es ist dies auch

konsistent mit dem Ampereschen Durchflutungsgesetz fiir einen Kreis um das gesamte Koaxialkabel, denn
der Gesamtstrom fiir Hin- und Riickleiter ist wegen der globalen Stromerhaltung 0.

3.5.3 Die Energiestromdichte (Poyntingvektor)
Die Energiestromdichte, also der Poynting-Vektor, ergibt sich nunmehr gemifd (3.5.2) zu

v 1 > - R R
S=—EXxB==5Sgegr+S,e,. (3.5.31)
Mo
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S (a.u.)

p (a.u.)

Abbildung 3.4: Die Energiestromdichte (Poyntingvektor).

Dabei gilt fiir die Komponenten in den vier oben definierten Bereichen

I’R
Stk :_27'52440’
[2
Sr = 2.2( 2 2 ’
212a%(c2—b2)Ro In(b /a)

{[(42 +c?—b?)In(R/a)—(c* — bz)ln(b/a)]} ,

S3r= M (3.5.32)
m2Ro(c2— b2)?
S4 =0,
$1,=0,
I*(c>—R?)
S,,= m <R<c,
85, =8, =0.

Wir sehen also, daff der Energietransport in z-Richtung nur im Zwischenraum zwischen den Leitern erfolgt,
nicht in den Leitern selbst. Der Energietransport erfolgt in diesem Sinne also nicht durch den elektrischen
Strom in den Leitern sondern durch das elektromagnetische Feld. Dies erkennen wir auch, wenn wir die Ge-
samtleistung pro Lingeneinheit berechnen. Legen wir dazu einen zur Leitung koaxialen Zylinder mit Radius
R, > ¢ von z =0bis z = L um den Leiter und integrieren den Poyntingvektor iiber dessen Randflidche. Da fiir
R > ¢ der Poyntingvektor verschwindet, trigt die Mantelfliche nichts zu dem Integral bei. Die Bodenflache
liefert ebenso keinen Beitrag, da bei z = 0 die Longitudinalkomponente S, = 0 ist. Bleibt also die Deckfliche:

2,2 12
@=L, (3.5.33)

b
P=2 dRRS, =
N_L ' noa?(c?—b?)

In der Tat ergibt dies den Gesamtwiderstand von Hin- und Riickleitung in dem betrachteten Abschnitt, nim-
lich
L1 1 +2—b)L P
R == _late )L _P (3.5.34)
& na?  m(c2—b2) noa(c2—5b2) 12
An der ersten Form der Gleichung sieht man, dass es sich um eine Reihenschaltung aus den Widerstinden

des Innen- und Auflenleiters handelt.

o
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Wir konnen die gefundene Losung auch als Naherung fiir eine endlich lange Leitung betrachten, wobei L > ¢
anzunehmen ist, damit Randetfekte an den Enden der Leitung vernachlissigt werden kénnen, interpretieren.
Dabei liegt bei z = 0 ein ,Kurzschlu}“ vor, wihrend bei z = L eine Gleichspannungsquelle angeschlossen
ist (positiver Pol am Auflenleiter). Dann gelten die Lsungen niherungsweise flir < R <cund0< 2z < /.
Auflerhalb dieses das Koaxialkabel beinhaltenden Zylinders kann man dann das elektrische Feld als erzeugt
durch die Oberflichenladungen denken und magnetische Feld als erzeugt durch die Stromverteilungen in-
nerhalb der Leiter. Man erhilt dann auch Felder, die im Unendlichen verschwinden, wie es fiir realistische
endlich ausgedehnte Quellen zu erwarten ist.
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Kapitel 4

Quasistationdre Niherung und Wechselstromkreise

In diesem Kapitel betrachten wir die sog. quasistationire Niherung der Maxwell-Gleichungen. Im wesent-
lichen bedeutet diese Naherung die Vernachlissigung des ,,Verschiebungsstroms® im Ampere-Maxwell-Ge-
setz. Wie wir sehen werden, bedeutet dies die Vernachlissigung der endlichen Lichtgeschwindigkeit der Aus-
breitung von Anderungen der Felder. Das bedeutet, dass die Niherung gerechtfertigt ist, wenn die Abmes-
sungen des betrachteten Systems so klein sind, dass die endliche Laufzeit von Signalen sehr klein gegeniiber
den typischen Zeitskalen ist, auf denen sich diese Signale andern.

Die Hauptmotivation, diese Naherung hier zu besprechen, ist ihre Wichtigkeit fiir die Anwendung der Elek-
trodynamik in der Wechselstromtechnik. Die grofe Vereinfachung der quasistationiren Niherung besteht
dabei darin, dass man von der konkreten Geometrie der Probleme absehen kann und mit einigen Materialkon-
stanten fir die wesentlichen Bauelemente Widerstand (elektrischer Widerstand R), Spule (Selbstinduktivitat
L), Kondensator (Kapazitit C) und Transformator (Wechselinduktivitdt L,,) die wesentlichen Groflen der
Wechselstromkreise, also Strome, Spannungen und Leistung berechnen kann.

Wir beschiftigen uns dabei ausschlieflich mit sinustérmigen Spannungsquellen und nur kurz mit Einschwing-
vorgingen. Die wichtigste Anwendung ist die Analyse des eingeschwungenen Zustandes, die sich durch An-
wendung der komplexen Exponentialfunktion im Vergleich zu den eigentlich reellen Groflen, wo man es mit
Winkelfunktionen zu tun, wesentlich vereinfachen lisst, indem die Einfithrung der entsprechenden komple-
xen ,Widerstinde fiir die grundlegenden Bauelemente eine weitgehend mit dem Gleichstromfall identische
Behandlungsweise mittels verallgemeinerter Kirchhoffscher Gesetze ermoglichen.

4.1 Quasistationdre Niherung

Wir betrachten zunichst die Rechtfertigung der quasistationiren Niherung fiir harmonisch zeitabhingige
Felder. Wir folgen im wesentlichen [[Reb07(]. Wie bereits oben angedeutet, nimmt man fiir die Niherung an,
dass der Maxwellsche Verschiebungsstrom

ib=3,D (4.1.1)

vernachlissigbar sei. Dazu betrachten wir Felder, die sich durch eine rein sinustérmige Zeitabhiangigkeit mit
einer einzigen vorgegebenen Kreisfrequenz w = 27 f (f: gewShnliche Frequenz, also ,Schwingungen pro
Zeiteinheit*, gemessen in der Einheit Hz = 1/s) beschreiben lassen, d.h[]

E(t,7)=Re[E (r)exp(—iwt)] (4.1.2)

—C

und entsprechend fiir die anderen Feldgrofien.

'Das Vorzeichen in der Exponentialfunktion ist Konvention. Wir folgen hier der mehrheitlich in der Physik verwendeten Konven-
tion und schreiben exp(—ict). In der elektrotechnischen Literatur findet sich oft das entgegengesetzte Vorzeichen, und die Ingenieure
verwenden fiir die imaginire Einheit den Buchstaben j, denn dort werden Strome oft mit i bezeichnet.
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Dazu erinnern wir daran, dass fiir die Exponentialfunktion
exp(iz) =cosa +isina (4.1.3)

gilt, d.h. die Zeitabhingigkeit in ist eine beliebige Superposition aus den reellen Funktionen cos(wt)
und sin(wt ), wenn die komplexe Amplitude E; € C? ist, denn fiir eine beliebige komplexe Zahl z = x + iy
(mit x,y € R) gilt (fiir « € R) fiir die Zerlegung in Real- und Imaginirteil

zexp(ia) = (x +1y)(cosa +isina) = xcosa —ysina +i(xsina +y cosa). (4.1.4)
Wenden wir dies auf (4.1.2) an, finden wir
E(t,r) = EN(r)cos(wt) + EN(r)sin(ewt). (4.1.5)

Dabei sind E (CR) der Real- und £ (CI) der Imaginirteil der komplexen Amplitude.

Die Vereinfachung dieser komplexen Schreibweise besteht nun darin, dass die Maxwellgleichungen lineare
partielle Differentialgleichung mit reellen Koeffizienten sind, d.h. wir diirfen erst alle Rechnungen mit dem
Ansatz

E'(t,r) = E®(r)exp(—iwt) (4.1.6)

(und analog fiir alle anderen Felder) vornehmen und dann erst den Realteil bilden. Die physikalischen Felder
sind freilich stets die reellen Grofien
E(t,7)=Re[E(z,7)]. (4.1.7)

Warnung: Wir diirfen in Formeln nur dann mit den komplexen Funktionen rechnen, die linear in den
Feldern sind. Wollen wir beispielsweise die Energiedichte w = 1/2E - D +1/2B - H berechnen, miissen
wir erst gemafl (4.1.7) die Realteile der komplexen Felder bilden und diese dann in die entsprechende

Formel einsetzen.

Wir gehen im Folgenden weiter davon aus, dass wir die Materie durch einfache lineare konstitutive Gleichun-
gen beschreiben konnen, d.h.

D=¢E, B=uH. (4.1.8)
Wir schreiben nun zunichst die allgmeinen Maxwell-Gleichungen fiir die komplexen Felder
rotE+Jd,B=0, (4.1.9)
divB =0, 4.1.10)
rotH = j +3,D, (4.1.11)
divD =p. (4.1.12)

Setzen wir hierin fiir die Felder die entsprechenden komplexwertigen Grofien ein, liefert jede Zeitableitung
wegen J, exp(—iw)t = —iw exp(—iwt) einfach einen Faktor —icw, und wir kdnnen in allen Gleichungen den
gemeinsamen Faktor exp(—iw¢t) wegkiirzen.

7

Daraus ergeben sich die Maxwell-Gleichungen fiir die komplexen nur noch vom Ortsvektor abhingi-
gen Amplituden (Nachrechnen!)

rotE, —iwB_ =0, (4.1.13)
divB, =0, (4.1.14)
rotH =] —iwD,, (4.1.15)
divD, = p. (4.1.16)
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Wie oben bereits angedeutet besteht die quasistationire Néiherung nun darin, die Verschiebungsstromdich-
te ] = J,D in (4.1.11) bzw. den entsprechenden Term ] = —iwD,_ in (4.1.15) zu vernachlissigen. Das

hefert die wesentliche Vereinfachung, dass fiir H und B = ,uH die Glelchungen fir das Magnetfeld mit den
magnetostatischen Gleichungen tibereinstimmen.
Wir bemerken weiter, dass fiir unsere komplexe Rechnung nicht gesondert berticksichtigt zu wer-
den braucht, da diese Gleichung wegen automatisch erfiillt ist. Wendet man nimlich auf die
Divergenz an, folgt

icwdivB, =divrotE_ =0. (4.1.17)

Wir spezialisieren nun die allgemeinen Maxwell-Gleichungen in quasistationdrer Niherung auf Stromkreise,
d.h. wir haben kompakte Bauelemente, die mit diinnen Drihten (in der Praxis meist aus Kupfer) verbunden
werden. Wir nehmen weiter an, dass wir innerhalb dieser Leiter das Ohmsche Gesetz in der Form

j=0E bzw. j =0E, (4.1.18)

mit der Leitfihigkeit o = const anwenden konnen.

Wir wollen nun analysieren, inwiefern eine Vernachlissigung des Maxwellschen Verschiebungsstroms ge-
rechtfertigt ist. Um die in auftretenden raumlichen Ableitungen (in div und rot) groflenord-
nungsmifSig abschitzen zu konnen, fithren wir eine typische Lingenskala ¢ ein, tiber die sich die Felder merk-
lich dndern sollen. Dabei kann ¢ offenbar durch die geometrischen Abmessungen der Bauelemente sowie des
Schaltkreises als ganzes abgeschitzt werden.

Betrachten wir also die Maxwell-Gleichungen in den einzelnen Bereichen des Schaltkreises. Da aufSerhalb der
Leiter und der Bauelemente des Schaltkreises j = 0 ist, wird 4 1.15) zusammen mit den Materialgleichungen

(4.1.8) (wobei hier € = €q und u = ug gesetzt werden darf)

w 1
|r0t£(‘| = luoertﬁcl = GOIUOCO|EL“| = C_2|‘Ec| =~ Z|§C|. (4’1'19)
Der Verschiebungsstrom j; =—iwE _/c? kann also vernachlissigt werden, falls
w 1
S <SIB ] (4.1.20)

ist. Aus dem Faradayschen Induktionsgesetz (4.1.13) folgt weiter

1
Z|£C|z|rotéc|:w|ﬁc|. (4.1.21)

Setzen wir dies in ein, folgt die Bedingung
1 wl
“1p 1~ 2l < g > Lt @1.22)
ot 2 14 ¢
D.h. die typische Zeitskala fiir Anderungen der Feldgréfen = 1/c, muss die Bedingung
cT>{ (4.1.23)
erfiillen. D.h. die Lichtlaufzeit {iber die Abmessungen der Schaltung muss sehr viel kleiner sein als die

typische Zeitskala 7 fiir Anderungen der Felder. In diesem Sinne gilt die quasistationire Niherung fiir
langsame Anderungen der Felder.
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4. Quasistationdre Niherung und Wechselstromkreise

Betrachten wir nun die Situation im Inneren der Leiter bzw. Widerstande. Hier gentigt zur Abschitzung
der Groflenverhiltnisse der Vergleich der Verschiebungsstromdichte zur Leitungsstromdichte

. . €
i <17 | = @wlE|<olE | = 7> =, (4.1.24)

Fiir Kupfer (bei einer Temperatur von 20°C ist o = 59,8A/(Vm), d.h. ¢5/0 = 1,48-10~"s. Fiir gewthnlichen
Hausaltsstrom ist T =27 /(50Hz) = 0,135, so dass (4.1.24) sehr gut erfiillt ist.

Der einzige Fall, in dem der Verschiebungsstrom

nicht vernachlissigbar ist, ist der Bereich zwischen

dzf@ & den Platten eines Kondensators. Dazu betrach-
) U

ten wir die nebenstehende Skizze und wenden den

A%
v Gaufschen Integralsatz auf die Kontinuititsglei-

chung

divj + a,p =div(j + €GE) = diV(ZC—inOEC) =0 (4.1.25)

an. Integration iiber das Volumen V ergibt mit dem Gaufschen Integralsatz

—ia)eof df-§+J df-j=0. (4.1.26)
Vi v,

Wie oben bereits erwihnt, konnen wir im Leiter den Verschiebungsstrom vernachlissigen, so dass entlang
der Fliche d V| nur j relevant ist. Die entsprechende Integration iiber j liefert den gesamten Strom I durch

den Leiter. Im Kondensator ist j = 0, und man muss den Verschiebungstrom beriicksichtigen, damit kein
Widerspruch zur Kontinuititsgleichung, also zur Ladungserhaltung, auftritt. Das Integral tiber die Konden-

satorplatte d Vi liefert die auf der Platte befindliche Ladung, d.h. aus folgt
[=iwQ. 4.1.27)

Dieselbe Uberlegung liefert fiir das elektrische Feld £y an den Kondensatorplatten und dem elektrischen Feld
inerhalb des Leiters £

o I
Ey |~——F. 4.1.28
|_Kc| o FK L ( )

Da zwar fiir die Querschnittsfliche des Leiters F; und die Fliche der Kondensatorplatten F; gewdhnlich
F; < Fy gilt, jedoch 7 =1/ > €5/ 0 ~ 10785 ist, gilt immer noch

Ex,>E.,. (4.1.29)

Das Magnetfeld ist nun in unmittelbarer Nahe der Kondensatorplatt stetig, d.h. es gilt By . ~ B und folglich
wegen des Faradayschen Induktionsgesetzes im Leiter |E; |/{ = w|B; .| ~ w|Bg| und damit

1 1
w|Bg |~ wlBy ¢| = FIE | < FlEg (4.1.30)
wobei wir im letzten Schritt (4.1.29) verwendet haben. Demnach ist aber
1
wlBy | < IE (4.1.31)

d.h. im Bereich zwischen den Kondensatorplatten kénnen wir im Faradayschen Induktionsgesetz B, ver-
nachlissigen aber nicht den Verschiebungsstrom.
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Zusammenfassend gilt also zwischen den Kondensatorplatten genauer gesagt die elektroquasistati-
sche Niherung

rotE =0, (4.1.32)
divB =0, (4.1.33)
rot H =3J,D, (4.1.34)
divD =o. (4.1.35)

Dies bedeutet, dass man das elektrische Feld zwischen den Kondensatorplatten wie in dem entspre-
chenden elektrostatischen Fall behandeln kann. Man spricht daher von der elektrostatischen Nihe-
rung. Es gilt insbesondere fiir die Ladung der Platte Q = CU (wobei U die momentan am Konden-
sator anliegende Spannung ist). Die Kontinuitdtsgleichung in der Form liefert dann

‘ji_?:chU:ij, (4.1.36)

wobei I der Strom in der Zuleitung an die betrachtete Kondensatorplatte ist, und das Vorzeichen durch
die entsprechende Wahl des Vorzeichens des Stromes festgelegt ist.

\.

Letzteres werden wir weiter unten noch anhand einiger Beispiele genauer analysieren.

Uberall auflerhalb der Kondensatorplatten, also im Aufenraum der Schaltung sowie in den Leitun-
gen, Widerstinden und Spulen gilt hingegen die magnetoquasistatische Niherung, d.h. die Maxwell-
Gleichungen unter Vernachlissigung des Maxwellschen Verschiebungsstroms —icwD..:

rotE +Jd,B=0, (4.1.37)
divB =0, (4.1.38)
rotH =7, (4.1.39)
divD, = p. (4.1.40)

\.

Fiir die Leitungen und Widerstinde konnen wir i.a. das Magnetfeld in (4.1.37) vernachlissigen, und beim In-
tegrieren entlang derselben gelten wieder momentan die Gesetze fiir Gleichstrom, d.h. an einem Widerstand
bzw. an widerstandsbehafteten Zuleitungenf] gilt das Ohmsche Gesetz in Integralform fiir Gleichstrom

U=RI, (4.1.41)

wobei U die momentan am Widerstand R abfallende Spannung und 7 den durch den Widerstand flieffenden
momentanen Strom.

4.2 Selbst- und Wechselinduktivitaten

Wir miissen nun nur noch verstehen, wie wir Spulen und Transformatoren zu behandeln haben, in denen das
Magnetfeld nicht vernachlissigt werden kann. Wie wir gleich im nichsten Abschnitt sehen werden, beruht
die Aufstellung der Differentialgleichungen fiir Spannungen und Strome im Schaltkreis im Wesentlichen auf

In Schaltbildern bedeuten die Linien, die Leitungen symbolisieren, gemeinhin ideale Leiter, d.h. man vernachlissigt deren Wi-
derstand. Will man evtl. die endlichen Widerstinde von Leitungen beriicksichtigen zeichnet man diese im Sinne eines , Ersatzschalt-
bildes“ explizit als Widerstinde ein.
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4. Quasistationdre Niherung und Wechselstromkreise

der Integration des Faradayschen Induktionsgesetzes iiber eine Oberfliche F, deren Rand JF entlang
der Leitungen und Bauelemente in jeder (unabhingigen) Schleife des Netzwerkes fiihrt.

Die diversen Vorzeichen, die dabei zu beachten sind, bereiten gewohnlich einige Schwierigkeiten, die sich
aber stets umgehen lassen, indem man sich klar macht, dass letztlich immer der Stokessche Satz fiir das Fla-
chenintegral tiber rot E zur Anwendung kommt und die Vorzeichen sich immer richtig ergeben, wenn man
die Rechte-Hand-Regel zur Orientierung der Flichennormalenvektoren der Fliche F und der Integrations-
richtung entlang deren Randes J F beachtet.

Dies liefert dann die Verallgemeinerung des 2. Kirchhoffschen Gesetzes auf im Sinne des vorigen Abschnitts
quasistationdr behandelbare Wechselstrome. Wir wissen bereits, wie wir dabei Kondensatoren und Wider-
stinde zu behandeln haben (s. den vorigen Abschnitt).

Bei einer Spule oder einem Transformator ist das Magnetfeldfeld nicht vernachlissigbar und wir miissen bei
der Integration das Faradaysche Induktionsgesetz (4.1.37) vollstindig beriicksichtigen. Beginnen wir mit einer
einzelnen Spule, die wir uns schematisch wie in der aus mehreren Windungen eines idealen Leiterdrahtes um

ein beliebiges Material vorstellen. Wegen des Induktionsgesetzes ist hier im Leiter nicht mehr E =0, d.h. fiir
die eingezeichnete Fliche gilt nach dem Stokesschen Integralsatz

g:J d?-E:—J Ef B=—¢. 4.2.1)
JF F

Die Grofle & ist etwas dhnliches wie eine Spannung, denn es handelt sich ja um ein Wegintegral iiber das
elektrische Feld. Es handelt sich jedoch zum einen um ein geschlossenes Integral, und zum anderen handelt es

sich streng genommen nicht um eine Spannung, da ja eben wegen rot E = —3[5 # 0 das elektrische Feld kein
Potential besitzt, und wir haben den Begriff ,Spannung® als Potentialdifferenz definiert. Fiir & hat sich der
leider ebenfalls verwirrende altertiimliche Begriff elektromotorische Kraft erhalten. Dazu muss man wissen,
dass in fritheren Zeiten unter dem Begriff ,Kraft“ nicht unser heute gebriuchlicher Begriff (Kraft im Sinne

der Grofle im 2. Newtonschen Gesetz 7 = F) sondern eine energieartige Groflen verstanden wurden, und
g g

in diesem ,, energetischen Sinne“ ist auch das Wort ,Kraft“ bei der ,elektromotorischen Kraft“ gemeint. Die

Grofle

b= f &2f-B 4.2.2)
F

heifft magnetischer Fluss. Damit wir (4.2.1) auf die Analyse des Wechselstromkreises anwenden konnen,
miissen wir nun noch ¢ mit dem Strom durch die Spule verkniipfen. Dies erfolgt durch die weitere Ana-

lyse der magnetoquasistatischen Maxwell-Gleichungen (4.1.3714.1.40). Es ist klar, dass wir die gewtiinschte

Verkniipfung mit dem Strom durch die Spulenwindungen durch Anwendung des Ampéreschen Durchflu-

tungsgesetzes (4.1.39) erhalten. Mit der Materialgleichung H= ‘ug folgt
rotB = /urotIfI = [uf. (4.2.3)

Dabei ist ¢ die Permeabilitit des Materials innerhalb der Spule. Wegen (4.1.38) lsst sich wie in der Magneto-
statik auch im allgemeinen zeitabhingigen Fall das Magnetfeld durch ein Vektorpotential gemifl

-

B=rotA (4.2.4)
darstellen, das wegen der Eichinvarianz wieder der Coulomb-Eichbedingung
divA=0 (4.2.5)

unterworfen werden darf. Dies in (4.2.3) eingesetzt und (C.3.18) fiir kartesische Komponenten verwendet,
liefert
AA = —rotrotA =—rotB=—puj. (4.2.6)
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4.2. Selbst- und Wechselinduktivititen

Daraus folgt das Biot-Savartsche Gesetz (3.1.18), was ja zu erwarten war, da hinsichtlich des Magnetfeldes
die magnetoquasistatische Niherung mit den Gleichungen der Magnetostatik ﬁbereinstimmt Es ist nur in

diesem Fall ; und damit A und B zeitabhingig, aber die Zeit spielt in den Gle1chungen led1gl1ch

die Rolle eines Parameters. Es gilt also

‘u 14
A(t,r):—fvd3r/_—/|. 4.2.7)

Dabei ist V das Volumen der Spulenwicklungen. Fiir einen diinnen Drahf| kénnen wir annehmen, dass
|7| = I(t)/Ap,.p = const entlang des die Windungen bildenden Drahtes ist (wobei Ap_.;,, der Querschnitts-

flicheninhalt ist). Wir legen uns nun bzgl. der Richtung unserer Integrationen dahingehend fest, dass die Tan-
gentenvektoren entlang des Drahtes in Richtung von ; weisen mogen. Entsprechend ist beim Flichenintegral

in (#.2.2) die Richtung der Normalvektoren gemif der Rechte-Hand-Regel zu wihlen. Jedenfalls erhalten wir

dann
”]Nf PR 4.2.8)

|r — 7/

wobei N die Anzahl der Spulenwindungen bezeichnet und

i(r)= % (4.2.9)

ist. Dieser Vektor ist zeitunabhingig, da es sich im wesentlichen lediglich um den Tangenteneinheitsvektor
entlang des geschlossenen Weges entlang des Drahtes (dividiert durch die Querschnittsfliche Ap.;,,) handelt.

Wenden wir nun (4.2.4) in (4.2.2) und dann wieder den Stokesschen Integralsatz an, erhalten wir

fdzf B= fdzf rotA=N dr A, (4.2.10)

wobei wir berticksichtigt haben, dass das Integral entlang des gesamten Spulendrahtes also N-mal entlang des
rein geometrisch definierten Weges JF liuft. Setzen wir nun (4.2.8) in (4.2.10) ein, erhalten wir schliellich
die gewiinschte Formel

NZ
=L mit L:”—f f &, @.2.11)
4 JoF

lr —7/|

Der Koeffizient bestimmt sich allein aus der konkreten geometrischen Form der Spule, der Windungszahl
und dem Material des Spulenkerns (iiber die Permeabilitdt w). La. ldsst sich nur schwer analytisch
auswerten. Man kann freilich L auch als phinomenologische Grofle ansehen und fiir eine konkret gegebene
Spule einfach messen.

*Wie gleich klar werden wird, diirfen wir hier nicht die Idealisierung eines unendlich diinnen Drahtes vornehmen, sondern miissen
den Leiterquerschnitt endlich lassen, damit es im folgenden nicht zu Schwierigkeiten mit Singularititen aufgrund des Nenners im

Integral in (4.2.7) kommt.
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Schlieflich erhalten wir gemaf3 die Gleichung

&=—LI. (4.2.12)

Haben wir 7 einander durchdringende Leiterschleifen bzw. Spulen, so ist der Fluss durch Leiterschleife
7 die Summe aus allen Teilfliissen der magnetischen Felder von allen Stromen (einschlief8lich des j-ten
Kreises selbst). Demnach ist mit den analogen Bezeichnungen wie bei der einzelnen Spule oben

o :kZijIk (4.2.13)
=il

Dabei sind die Induktivititen allgemein durch

N.N (!
L]»k:'u ! kf dr-f &y’ () (4.2.14)
47'E JF -

gegeben. Genauer nennt man L ;; die Selbstinduktivitit der j-ten Spule und L;;, fiir j # k entspre-
chend Wechselinduktivititen.

Fiir j # k konnen wir auch fiir das verbliebene Volumenintegral via ] L= I, /A1, auf eine fadenférmige

Stromdichte idealisieren. Dann wird

N:N 1
L.k:# Ik dr- | dr’ , JHk. (4.2.15)
/ 47 |r —7/|
or, — Jar, T lr—r

Es ist klar, dass diese Vereinfachung zur Berechnung der Selbstinduktion nicht angewendet werden darf, da
dann das doppelte Wegintegral bei r = r’ singulir wird. Fiir j # k tritt dieses Problem nicht auf, da dann im-
mer 7 # 7’ ist, da sich die Stromkreise ja nicht schneiden kdnnen. Aus dieser Form der Wechselinduktivititen
folgt

Ly =Ly, (4.2.16)

d.h. die entsprechende Matrix (L) ist symmetrisch.
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4.3 Einfache Anfangswertprobleme fiir Stromkreise

Wir betrachten im Folgenden einige einfache Anfangswertprobleme fiir Stromkreise, wobei wir uns nicht
notwendig auf rein harmonische Zeitabhingigkeit (also Wechselstrom im engeren Sinne) beschrinken, um ein
Gefiihl fiir die diversen Phinomene zu erhalten, die mit der Zeitabhingigkeit von Stromen und Spannungen
in quasistationdren Situationen zusammenhingen, zu gewinnen.

4.3.1 Abschalten einer gleichstromdurchflossenen Spule

Betrachten wir den nebenstehenden Schaltkreis. Wir bemerken, dass wir im Folgen-

A
B é den explizit eingezeichnete Spulen als ideal ansehen, d.h. sie stellen eine reine Selbst-

induktivitdt L ohne eigenen Innenwiderstand dar. Freilich haben reale Spulen einen
Innenwiderstand (es sei denn es handelt sich um supraleitende Spulen wie z.B. fiir die

L Elektromagnete beim Large Hadron Collider am CERN, wovon wir aber im Folgen-

+ & den nicht ausgehen). Diesem Innenwiderstand tragen wir dadurch Rechnung, dass wir
T U |2 7 l " wie im obigen Beispiclen einen in Serie geschalteten Widerstand R, der den Innenwi-
B H R derstand der Spule beriicksichtigt, explizit ins Schaltbild einzeichnen. Wir nehmen

an, dass fiir eine sehr lange Zeit der Schalter in Stellung A geschlossen ist und zur Zeit
I ¢ =0 auf Stellung B umgeschaltet wird. Fiir ¢ < 0 flieft dann offenbar ein Strom

== (4.3.1)

durch den Widerstand und die Spule. Die am Widerstand anliegende Spannung ist die volle Spannung U der
Batterie, denn an der idealen Spule fillt ja keine Spannung ab. Wir zihlen den Strom in der eingezeichneten
Richtung als positiv und integrieren auch in dieser Richtung entlang des Stromkreises. Der Flichennormalen-
vektor im Flichenintegral fiir ¢ ist in Richtung des B-Feldes gerichtet, also der magnetische Fluss ¢ positiv.
Die Integration {iber den Widerstand liefert R7, so dass die Gleichung fiir den Schaltkreis fiir ¢ >0

RI=—LI 4.3.2)

lautet.

Diese gewohnliche Differentialgleichung lasst sich recht leicht 16sen. Es handelt sich um eine lineare Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung mit konstanten Koetfizienten. Fiir solche Gleichungen fiihrt gewohnlich der
Ansatz

I(r)=Iyexp(At) (4.3.3)

zum Ziel, wobei wir die Anfangsbedingung 7(0) = I, bereits berticksichtigt haben. Setzen wir dies in (4.3.2)
ein, finden wir nach Kiirzen des Exponentialfaktors exp(At) (Nachrechnen)

R 1
AM4+R=0= A==, 4.3.4)
L T
Damit ist unser Anfangswertproblem auch schon geldst:
t
I(t):]oexp<——>. (4.3.5)
T

Der Strom wird also nicht instantan 0 sondern fillt exponentiell ab. Die typische Relaxationszeitskala 7 ist
dabei die Zeit, innerhalb derer der Strom um einen Faktor 1/e ~ 0,37 abfillt.

Es ist durchaus interessant, sich dieses Ergebnis qualitativ klar zu machen:
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Vor dem Umschalten flieflt der Gleichstrom I durch die Spule. Ab der Zeit ¢ = 0, wenn wir den
Schalter umlegen, verringert sich der Strom, denn die Gesamtenergie, die anfangs im Magnetfeld ge-
speichert war, geht als Warme im Widerstand verloren. Der sich verringernde Strom bedeutet, dass
sich auch das Magnetfeld im Inneren der Spule abbaut. Ein zeitabhiangiges magnetisches Feld bedeutet
aber die Induktion einer elektromotorischen Kraft. Man macht sich anhand des Induktionsgesetzes,
also & = —L1I, klar, dass diese elektromotorische Kraft der Anderung des Magnetfeldes entgegenzuwir-
ken strebt, d.h. sie sorgt dafiir, dass sich der Strom und damit das Magnetfeld nicht instantan abbaut
sondern iiber einen (theoretisch unendlichen) Zeitraum. Man nennt diese Tendenz, dass sich zeitlich
indernde Magnetfelder i.a. vermoge Faradayscher Induktion ihrer Anderung entgegenwirken Lenz-
sche Regel (Heinrich Friedrich Emil Lenz, 1804-1865).

\. J

Wir konnen diese Uberlegung auch quantitativ nutzen, um den anfangs vorhandenen Energiegehalt des in
der Spule vorhandenen Magnetfeldes zu berechnen. Dazu bemerken wir dass im Widerstand gemif§
zu jeder Zeit t die momentane Leistung P(t) = U(t)I(t) = RI*(t) umgesetzt wird, d.h. dies ist die pro
Zeiteinheit momentan in Wirme umgewandelte Energie.

Die gesamte im Magnetfeld zur Zeit t = 0 gespeicherte Energie ist also gemaf} (4.3.5)

* 2t 2t
Winag :RIOZJ dt exp <——> = —R2texp <——>
0 T T

= 11{1027 £102.
2 2

t=00

1=0 (4.3.6)

Wir konnen dies auch aus der Formel fiir die magnetische Feldenergie herleiten. Dabei verwenden wir die
fiir ein Material mit Permeabilitit 4 im Spulenkern verallgemeinerte Formel (2.8.6) fiir die Energiedichte des
Magnetfeldes:

1 5, @29 1 3
:—BZ—B'I‘OtA
2u 2u -

(C.3. 1 . e = 1
Lo —div(Ax B)+

wmag

— A-rotB 3.
2 2 ro (4.3.7)

1 - > 1
=—div(E xB)+ =
2u 2

h N

)

Integrieren wir dies nun iiber ein Volumen, das die Spule ganz einschliefit, liefert der Term mit der Divergenz
keinen Beitrag, da das Magnetfeld auflerhalb der Spule vernachlissigt werden kann. Fiir das Vektorpotential
kénnen wir nun einsetzen und fiir die Integration iiber das Volumen d*r der Spulenwicklungen wieder
dieselben Uberlegungen anwenden, die oben auf gefiihrt haben (Fithren Sie dies genaner aus!). Dann
erhilt man schliellich

1-
_ 3 =\ 3 =
Wmag(t)_fvd rwmag(t,r)_fv d rEA(t,r)-

Spulendraht

i(t,7)= %12@) (4.3.8)

in Ubereinstimmung mit , wo wir die Situation zur Zeit ¢ = 0 betrachtet haben, wobei zu diesem
Zeitpunkt I = I ist.

Wie wir gesehen haben, gilt im Rahmen der quasistationdren Niherung allgemein fiir den momenta-
nen Energiegehalt des Magnetfeldes in einer Spule. Die Ubereinstimmung von (4.3.6) mit (4.3.8) fiir t = 0

*Diese Gleichung aus der Gleichstromtheorie ist anwendbar, da wir im Widerstand das Magnetfeld vernachlissigen kénnen und
daher dort die Gesetze der Elektrostatik im Sinne der elektroquasistatischen Niherung gelten.
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demonstriert wieder den Energiesatz: Die gesamte im Widerstand dissipierte Warmeenergie entspricht der
gesamten im System vorhandenen Energie, die zur Zeit ¢ = 0 als Feldenergie im Magnetfeldfeld der Spule
vorhanden ist.

4.3.2 RLC-Schwingkreis

In der nebenstehenden Schaltung sei fiir lange Zeit der Schalter in Stellung A. Wir
schalten ihn zur Zeit # = 0 in Stellung B. Das bedeutet, dass zur Zeit ¢ = 0 die Span-
nung am Kondensator U = U, ist. Integrieren wir in der angegebenen Richtung des
T[ %L Stroms, erhalten wir

C

H g Dabeiist Q die momentane Ladung auf der oberen Kondensatorplatte. Im folgenden

sei U = Q/C die Spannung am Kondensator. Aus der Ladungserhaltung folgt, dass
I = —Q ist, d.h. der Strom ist gerade durch die von der oberen Platte des Konden-
]g— sators abflielende Ladung pro Zeit. Substituieren wir dies in der obigen Gleichung

+ l ; Li+ri—2 =0, (4.3.9)

|

finden wir A

R .
—LCU—RCU—-U=0=U U —U 0. 4.3.10
+L +LC ( )

Es handelt sich um eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Sie entspricht genau der
Bewegungsgleichung fiir einen gedimpften harmonischen Oszillator.

Um die allgemeine Losung zu diskutieren, schreiben wir die Koeffizienten in der folgenden Form
U42yU+?*U=0 mit R =L (4.3.11)
Y Y =57 = 3.

Die Differentialgleichung lisst sich bereits erheblich vereinfachen, indem wir eine neue Funktion # iiber den
Ansatz

( )= u(t)exp(—yt)
U(t)=[i(t)—yu(t)]exp(—yt), (4.3.12)
( )=1[(t)—2y ( )+ y2u(t)]exp(—yt)
einfiihren. Setzen wir dies in ein, erhalten wir nach Kiirzen des Exponentialfaktors
i+ (e =y =0. (4.3.13)
Hier empfichlt es sich, die drei Fille
@ w>y,
(b) w=y und
© w<y

zu unterscheiden.

In Fall (a) setzen wir Q2 = 4/w? —y2 > 0. Dann wird (4.3.13)

i =—0u, (4.3.14)
und von dieser ungedimpften Schwingungsgleichung kennen wir die allgemeine L3sung:

u(t) = C;cos(2t)+ C,sin(£2t)

) (4.3.15)
= U(t) =exp(—yt)[C;cos(Q2t) + C,sin(Qz)].
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Die beiden Integrationskonstanten bestimmen sich aus der Anfangsbedingung: U(0) = U, 1(0) =—C U0)=
0, d.h. U(0)=0:
U(0)=C, = U, (4.3.16)

Weiter 1st
U(t) =[—(C 2+ Cyy)sin(Qt) + (CQ — C,y) cos(wt ) ] exp(—y t)

=U(0)=C,Q— Cyy = C,0— Uy =0 (4.3.17)

4
:>C2 = ﬁ Uo.

Damit folgt schliellich
U(t)=U, exp(—}/t)[cos(ﬂt)+ésin(ﬂt)]. (4.3.18)

Die Spannung oszilliert also mit der konstanten Frequenz (2, wobei die Amplitude exponentiell mit einer
Dimpfungskonstanten y gedimpft ist. Durch die urspriinglichen Parameter der Schaltung ausgedriickt ist

R 1 R
— N el am | —— 43.19
Y3 « Ty IC 412 (#.3.19)

Im Grenzfall R — 0 ist die Schwingung ungedidmpft. Die Kreisfrequenz ist dann Q@ = =1/ LC.
Fiir den Fall (b) o =y wird
= U(t)=(Cit + C,)exp(—rt), (4.3.20)
U(t)=[Cyt +(C, =y Cp)exp(—yt).

Mit den Anfangsbedingungen ergibt sich U(0) = Uy = C, und U(0) = 0 = C;, —yC, = C, — y Uy, also
C, = y U, und folglich

U(t)= Uyt +1)exp(—yt). (4.3.21)
Im Fall (¢) w < y setzen wir T = y/y2— ? > 0. Dann wird (4.3.13)
i =4T%u = u(t)=C,exp(Tt)+ C,exp(—T't) 4.3.22)
und folglich
U(t)= Cyexp[—(y —T)t]+ Cyexp[—(y +T)z]. (4.3.23)

Wir stellen zunichst fest, dass unabhingig von den Anfangsbedingungen U(t) stets exponentiell fallend ist,
denn es ist ¥ > I'. Die Spannung kann also nie exponentiell ansteigen. Das ist physikalisch klar, denn durch
die im Widerstand umgesetzte Wirme geht Energie verloren, und die Spannung kann am Kondensator nicht
beliebig ansteigen, denn es ist ja zur Zeit ¢ = 0 nur die endliche Feldenergie W, = C U} /2 vorhanden.

Fiir unseren konkreten Fall setzen wir noch die Anfangsbedingungen ein:

UO)=C+C=U, UO)=—Ci(y—T)=Cyy +T)=0 = Upy +I(C,—C;)=0

1y 1y > (4.3.24)
C={s+=)U ) C=(=-—=—=)U,.
= <2+2r> > <2 ar) P
Setzen wir dies wiederum in ein und verwenden die Hyperbelfunktionen
cosh(x) = %[exp(x) +exp(—x)], sinh(x)= %[exp(x) —exp(—x)], (4.3.25)

erhalten wir schliefllich

U(t)= Uyexp(—yt) [cosh(t) + % sinh(t)} . (4.3.26)
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4.4 Wechselstromkreise

Wir betrachten nun Wechselstromkreise, d.h. Anordnungen von Bauelementen (Widerstinde, Spulen, Kon-
densatoren), die an eine bei einer vorgegebenen Frequenz f (z.B. ist im deutschen Haushaltsstromnetz f =
50Hz) sinusférmig schwingende Spannung angeschlossen wird.

4.4.1 Komplexe Behandlung von Wechselspannungen und -strémen

Wir fithren gleich die Behandlung mit Hilfe komplexer Funktionen ein, denn sie vereinfacht die Analyse
erheblich. Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel, wo ein ungeladener Kondensator in Reihe mit einem
Widerstand zur Zeit ¢ = 0 mit einer Spannungsquelle]

U.(t) = U, exp(ict) (4.4.1)

verbunden wird. Dabei ist o = 27t/ die Kreisfrequenz der Wechselspannung und [jc die komplexe Ampli-
tude der Spannung. Die physikalischen Grofien sind natiirlich alle reell, und durch die Realteile der entspre-
chenden komplexen Grofen gegeben. Fiir die Spannung gilt

U(t)=Re lA]Ccos(a)t)—Im [A/C sin(et). (4.4.2)

Solange wir lediglich die linearen reellen Differentialgleichungen mit reellen Koeffizienten betrachten, kon-
nen wir offenbar die gesamte Rechnung mit den komplexen Groflen durchfiithren und erst zum Schluss den
Realteil bilden, um die physikalischen Gréflen zu erhalten.

Vorsicht ist geboten bei der Berechnung von Produkten von Groflen. Hier miissen wir zuerst die Realteile
bilden und dann multiplizieren. Dies wird z.B. benétigt, wenn man zusitzlich zur Spannung auch den Ge-
samtstrom durch

L(t)=1 exp(iwt) (4.4.3)

gegeben hat. Dann ist die momentan aufgenommene Leistung
P(t)=U(t)I(t)=[ReU(t)][Rel(z)]. (4.4.4)
Nun gilt fiir zwei komplexe Zahlen @ und &

ab=(Rea+ilma)Reb +1ilmb)

4.4.5
=(ReaReb—Imalmb)+i(Realmb +ImaReb) (#43)
und
ab®=(Rea+ilma)(Reb—ilmb)
. (4.4.6)
=(ReaReb +Imalmb)+i(ImaReb —Realmb).
Folglich ist
ReaReb = %Re(ab +ab”). (4.4.7)

*Hinsichtlich des Vorzeichens in dem Exponentialansatz gibt es in der Literatur leider einige Konfusion. In der Wechselstromtheo-
rie wird gewdhnlich das positive Vorzeichen, also exp(+icwt) gewihlt, wihrend man fiir Felder, insbesondere wenn wir im nichsten
Abschnitt elektromagnetische Wellen behandeln die Zeitabhingigkeit exp(—iwt) verwendet wird (wie auch bereits oben ff.).
Mathematisch sind freilich beide Ansitze vollig gleichwertig und die Vorzeichenwahl eine rein willkiirliche Konvention in bestimm-
ten Teilbereichen der Physik bzw. verschiedenen Wissenschafts-Communities.
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Wir berechnen nun die mittlere Leistung fiir die vorgegebene Spannung (4.4.1) und den Strom (4.4.3). Dabei
wird tiber eine zeitliche Periode gemittelt, also

_ 1 (T
PZ?L dtP(¢). (4.4.8)

Dabei ist die Periode durch 7'=1/f =27/ w gegeben. Wir konnen nun (4.4.7) verwenden und zunichst mit
den komplexen Groflen rechnen:

U()I.(t)+ U () () = U, explioot)[ I, explicwt) + I} exp(—iewt)] 449
= (}CfCeXp(Ziwt)—i- lzfc* -
Integrieren wir dies {iber eine Periode, finden wir
T A A A A A A
|| dtuono + v = 0 es@ion + G =00, (410
0
Dies unter Verwendung von in eingesetzt liefert
— 1 A A
P=-Re(U.f)). (4.4.11)
Schlieflen wir einfach einen Widerstand an eine Spannungsquelle an, liefert die Maschenregel sofort
U(t)=RI(t) = U(t)=RIL(t), U =RI (4.4.12)
und damit . )
P= ERe(fJC [*) = §R|IAC|2. (4.4.13)

Man definiert nun die effektive Spannung fiir einen solchen Wechselstromkreis als diejenige Gleich-
spannung, die an den Ohmschen Widerstand dieselbe Leistung ergibt, d.h.

— 1 1,2
P:—UZ—EMLF

R eff —
1 . 1 .
= Ug= ERVJ = ﬁll]cl =Rl (4.4.14)
1 A 1 A
= Ug=—=I|Ul, Ig=—=IL|

V2 %
Die Angabe U = 230V beim Haushaltsstrom bezieht sich auf diese Effektivspannung. Es ist also in
diesem Fall |U.| = +/2-230V ~311V. Entsprechendes gilt fiir Angaben bzgl. der Stromstirke.
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4.4.2 FEinschalten eines RC-Wechselstromkreises

Wir betrachten nun die Reihenschaltung eines Kondensators mit Kapazitdt C und ei-
nes Widerstandes R, die zur Zeit t = 0 an eine Wechselspannung angeschlossen
wird. Mit der Konvention fiir die Richtung von Spannungsquelle und Strom liefert
das Wegintegral entlang der Masche die Bewegungsgleichung

<~>¢U ' RIC+%—UC =0. (4.4.15)

Dabei ist Q, die Ladung auf der oberen Platte des Kondensators (in komplexer
Schreibweise). Wegen der Ladungserhaltung gilt 7. = Q,, d.h. durch Ableitung der

eben aufgestellten Gleichung nach der Zeit folgt mit U, = U, exp(icwt)
RI + %IC = iwU, exp(iwt). (4.4.16)
Schliefllich haben wir noch die Anfangsbedingung 7.(0) = 0 zu erfiillen.

Die allgemeine Losung einer linearen Differentialgleichung ist nun die Summe aus der allgemeinen Lsung
tiir die homogene Differentialgleichung (also in unserem Fall die Gleichung fiir U. = 0) und irgendeine
spezielle Losung fiir die inhomogene Differentialgleichung, also mit ,,Quelle” auf der rechten Seite.

Beginnen wir mit der allgemeinen Losung fiir die homogene Gleichung:

Loy 1w
RI™W 4+ —1"W=0= jW=—— " 4.4.17
+ C RO ( )

Die Losung kénnen wir sofort angeben:

IM()=Aexp <—RLC>. (4.4.18)

Dabet ist A eine Integrationskonstante, die wir spéter aus der Anfangsbedingung bestimmen miissen.

Nun bendtigen wir noch eine beliebige spezielle Losung fiir die inhomogene Gleichung (oft auch Partikular-
16sung genannt). In unserem Fall ist physikalisch klar, dass wir mit dem Ansatz

19(t) =1 exp(ioot) (4.4.19)

Erfolg haben miissten, denn die homogene Losung fillt exponentiell ab, denn dies entspricht der Situation,
dass die Spannungsquelle durch einen Kurzschluss ersetzt wird. Eventuell vorhandene Ladungen auf dem
Kondensator werden durch den Kurzschluss zunichst einen Strom verursachen, wodurch aber Energie durch
die Wirmeentwicklung im Widerstand verloren geht. Deshalb fillt diese ,, Anfangsanregung exponentiell ab.
Danach wird der Strom allein durch die anliegende duflere Wechselspannung aufrechterhalten, so dass dieser
die gleiche Frequenz wie die Spannung haben sollte. Setzen wir also den so motivierten Ansatz in die
DGL ein, ergibt sich nach Kiirzen des gemeinsamen Faktors exp(icwt) die algebraische Gleichung fiir
die Amplitude des Stroms

1 . A1 . A
[E +1wR}1§ ) =iwl. (4.4.20)

Dies kénnen wir in die Form eines formalen Ohmschen Gesetzes fiir die Amplituden bringen:

U=2I" mit Z=R— LC (4.4.21)
w

Der formale komplexwertige Widerstand Z heifst Impedanz des Stromkreises.
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15 F U0 1 Dieallgemeine Losung des Anfangswertproblems ist
/1 nun die Superposition der nun gefundenen Partiku-
7 larlosung und der allgemeinen Losung der homoge-

l
1
os | | nen Gleichung (4.4.18), d.h.
t
of 1 Ic(t):AeXp<—R>
\ 4.4.22)
05| 1 U, .
0.3 + 76 exp(iwt).

—1 A
Die Anfangsbedingung /.(0) =0 liefert A+ U, /Z =

—-15¢ ‘ ‘ ‘ ‘ 1 Ounddamit A= —ﬁc /Z,und die endgiiltige Losung
t/T [A]
()= 7C [exp(ia)t)—exp <_RLC>} (4.4.23)

Die Einschwingzeit ist gegeben durch die Zeit, nach der die homogene Losung auf 1/e ihres urspriinglichen
Wertes abgeklungen ist, d.h. durch ¢, /(RC) =1 bzw. t,;, = RC.

4.5 Wechselstromkreise im eingeschwungenen Zustand

Aus dem obigen Beispiel wird klar, dass fiir realistische Schaltkreise nach einer gewissen Einschwingzeit kom-

plexe Spannung und Strom durch eine Beziehung wie (4.4.21) gegeben sind.

A

U.(t)= U.expliot), L(t)=1 expliwt), U.=ZL. (4.5.1)

c Cc

Dabet ist 1.a. Z € C komplex.

Im Die etwas formale Darstellung mit komplexen Exponentialfunktionen
lasst sich mit Hilfe der Gauf8schen Zahlenebene graphisch veranschauli-
chen. Dazu trigt man den Realteil der klomplexen Spannung bzw. Strom
auf der horizontalen und die Imaginirteile auf der vertikalen Achse eines
kartesischen Koordinatensystems ab. Jede komplexe Zahl z € C ist dann
umkehrbar eindeutig durch einen entsprechenden ,Ortsvektor® (Pfeil)
z = (Rez,Imz) € R? reprisentiert. Diese Pfeile denkt man sich mit der
Frequenz f rotiert vor, denn fiir z(¢) = exp(icwt) = cos(wt ) +isin(wt ) be-
wegt sich der entsprechende Vektor z(¢) = (cos(wt),sin(cwt)) offensicht-
lich auf dem Einheitskreis |z| = 1 mit der konstanten Winkelgeschwindig-

Re  Keit w =27f (s. Skizze). Bequemerweise gilt fiir die Betrige der komple-

Imz

xen Zahl und des entsprechenden Ortsvektors in der Gauf3schen Zahlenebene |z| = 4/(Re z)2 + (Im z)? = | z|.

Wir kénnen nun z durch Polarkoordinaten ausdriicken. Fiir die komplexe Wechselstromtheorie ist es be-
quem, den Polarwinkel ¢ € (—, 7] zu wihlen. Jedenfalls ist dann

o)) ),
d.h. fiir die entsprechende komplexe Zahl gilt
z = |z|exp(ip). (4.5.3)
Die Berechnung von ¢ fiir vorgegebenes z lisst sich auch geometrisch leicht herleiten. Wir lesen ab
cosp = %, sing = ITHT|Z (4.5.4)
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Aus der ersten Gleichung folgt,

o= iarccos<%> (4.5.5)
Dabei ist definitionsgemif} arccosx € [0, 7] fiir eine beliebige Zahl x € [—1,1]. Der Winkel ist durch die
erste Gleichung in nicht eindeutig bestimmt, weil Rez = Re z* ist, d.h. ohne den Imaginirteil weif3
man nicht, ob der durch z reprisentierte Punkt in der oberen oder unteren Halbebene liegt. Dies ist durch
das Vorzeichen des Imaginirteils aber bereits eindeutig bestimmt. Eine Unbestimmtheit entsteht nur, wenn
z € R und z < 0 ist. Dann verabreden wir dass der Winkel ¢ =+ sein soll. Wir erhalten also endgiiltig

arccos <%) fir Imz>0,
Y= Rez\ o | (4.5.6)
—arccos(w) ir Imz<0.
Im Fiir unser obiges Beispiel des RC-Schwingkreises hatten wir lA]C =zl . mit
! Z=R— - (4.5.7)
wC
gefunden. In Polarform ist
U
0 Z =|Z|exp(ip). (4.5.8)
Dabet ist
Re 1 1
|Z| = \/R2 + =—/14+(RwC)?, (4.5.9)
w?C?  wC
ReZ > RwC
= —arccos =—arccos| ————|. (4.5.10)
i’ < 4 <,/1+(RwC)2>
Jedentfalls lautet die letzte Gleichung von in Polarform geschrieben
U, = |Z|exp(ip)L.. (4.5.11)

Da in diesem Beispiel ¢ < 0 ist, ist hinkt die Phase der Spannung also stets gegentiber der Phase des Stromes
um einen entsprechenden Winkel |¢| hinterher (s. Skizze). Im Grenzfall R — 0 ist ¢ = —arccos0 = —7/2,
d.h. Spannung und Strom stehen in der komplexen Zahlenebene senkrecht aufeinander.

Betrachten wir nun die mittlere Leistung fiir dieses Beispiel. Dazu konnen wir (4.4.13) verwenden:

- 1 A A 1 A A
P =-Re(U.l")==Re(ZI I*)
2 2
1

1 .
= S Re(|Z|explig)lL ) = 5 ZIL.Peose.

(4.5.12)

Fir R — 0 fillt demnach wegen ¢ = 0 keine mittlere Leistung ab. Das ist auch verstindlich, weil ohne
Widerstand keine Feldenergie verlorengeht.
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4.5.1 RL-Wechselstromkreis

Betrachten wir nun den eingeschwungenen Zustand fiir den nebenstehenden
Stromkreis. Bilden wir das Wegintegral iiber E entlang Weges, ergibt sich mit
den eingezeichneten Richtungen

L RI+Li. = U exp(ict). (4.5.13)
l A
T U Fiir den eingeschwungenen Zustand gilt wieder der Ansatz I.(t) = I, exp(iwt),
und wir kdnnen sofort die algebraische Gleichung fiir die Amplituden angeben,
R denn eine Zeitableitung wird einfach durch einen Faktor icw ersetzt, und wir

konnen den allen Termen gemeinsamen Faktor exp(icwt) kiirzen. Einige einfa-
che Umformungen liefern

U =27 =R+iwL)L. (4.5.14)

c

Wir kénnen die Schaltung demnach einfach als Reithenschaltung zweier Impedanzen ansehen, wobei
fiir Widerstinde, Kondensatoren und Spulen jeweils die Impedanzen

Z. =R, ZC:_f’ Z, =iwL (4.5.15)

zu verwenden sind. Mit diesen Definitionen kann man dann die eingeschwungenen Zustinde von
Wechselstromkreisen mit denselben Formeln behandeln wie in Gleichstromkreisen Widerstinde.

Die Reihenschaltung zweier Impedanzen Z, und Z, kann demnach durch eine einzelne Impedanz
7=747, (4.5.16)
und eine Parallelschaltung durch 1
1
7 " A Zi+2,

(4.5.17)

N| —

ersetzt werden.

5 : : ziw—— Firunsere RL-Reihenschaltung folgt aus (4.5.14) entsprechend
¢ (4.5.16) mit (4.5.15) fiir die Impedanz und Phase der Schaltung

4L

Z=R+iwl,

— 2 272
Z| =V R*+ w22, (4.5.18)

3t

2L 1
R

=4arccos| ——— ).

> | v <\/R2+a>2L2>

0 ‘ ‘ ‘ Hier eilt also wegen ¢ > 0 die Spannung dem Strom stets vor-

0 ! 2 : aus, im Grenzfall einer idealen Spule R — 0 wird Z = iwL, also
|Z| =wLund 9 =7 / 2. In diesem Grenzfall fillt im Mittel keine Leistung ab, da fiir R = 0 wieder keine
Energie dissipiert wird.
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4.5.2 RLC-Wechselstromkreis

5

Betrachten wir nun die Serienschaltung aus Widerstand Spule

(2[/R —
¢ und Kondensator. Wir konnen gleich die drastisch vereinfachte
1 Analyse tiber die Berechnung der Impedanz aus (4.5.16) verwen-
den:
3|
. .1 Lw?LC—1
2 | ] Z=R+iwl—1—=R+1——. 4.5.19
' "oC e ( )
: Offenbar ist
0 L I .
0 1 2 3 4 21C—1)2
w?C (4.5.20)

¢ = sign(ew?LC — 1)arccos <|}Zi|> .

Hier sehen wir, dass offenbar die Spannung dem Strom fiir o > 1/v/LC (w < 1/4/LC) vorauseilt (hinterher-
hinkt) und fiir o = LC beide stets gleiche Phase besitzen. D.h. gleiche Phase liegt bei der Resonanzfrequenz
des entsprechenden ungedimpften LC-Oszillators vor. Die Eigenfrequenz ist dann wy=1/+/LC.

Fiir den ungedimpften Fall R = 0 wird fiir o = w; offenbar Z =0, d.h. fiir endliches lA]C wird [ . — 00.

Dieses Phinomen der Resonanzkatastrophe, das immer auftritt, wenn ein ungedimpfter harmonischer Os-
zillator mit seiner Eigenfrequenz angeregt wird, klirt sich durch Losung des Anfangswertproblems. Die Dif-
ferentialgleichung ergibt sich wieder durch Anwendung der 2. Kirchhoffschen Regel (Nachpriifen!):

U+ ?U = Uyexp(iowt), (4.5.21)
0 €Xp

wobei U die Spannung am Kondensator bezeichnet. Dann fiihrt der Standardansatz U = C exp(iwt) fiir die
Suche nach einer speziellen Losung der homogenen Gleichung zu einem Widerspruch. Daher setzen wir den
modifizierten Ansatz

U(t) = u(t)exp(iwt) (4.5.22)

in (4.5.21) ein. Nach einer kurzen Umformung ergibt sich
i+ 2iwn = U, (4.5.23)

Die allgemeine Losung dieser Gleichung lautet (Nachrechnen!)
. iU, .
U(t)=Cjcos(wt)+ C,sin(wt)— 2—t exp(iwt). (4.5.24)
w

Die reelle Spannung ist durch den Realteil gegeben:

) Uy .
Re U(t) = C,cos(ewt)+ C,sin(cwt )+ 2—ot sin(ewt). (4.5.25)
w

Die Amplitude der Spannung am Kondensator wichst also fiir ¢ — oo ins Unendliche. Dies ist die besagte
Resonanzkatastrophe.
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4.5.3 RC-Parallelschaltung

ex

Hier kommt (4.5.17) zur Anwendung;:

,_—iR_1__ iR
—_—cC  wCR___ wRC—i
wC

(4.5.26)

Um dies in Real- und Imaginirteil aufzuspalten, erweitern wir den Bruch mit
dem konjugiert Komplexen des Zihlers

Es ist also

_ —iR(wRC—i)  R+iwRC

=— . 4.5.27
@IR2C2+1 1+ w?R2C? #2.27)
R 1
Z|= ———, ¢= —arccos<—>. (4.5.28)
V14 w?R2C? V14 w?R2C?

Die Spannung hinkt also dem Strom stets hinterher.

TR =

0.5 +

—0.5

—1.5 ¢

WRC

4.6 Der Transformator

Wir betrachten nun den Fall, dass zwei Stromkreise induktiv gekoppelt sind. Dies kommt technisch bei
Transformatoren zur Anwendung. Dort sind zwei Spulen um einen gemeinsamen Weicheisenkern gewickelt:
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T

Primirspule N 7 Sekundirspule

Sekundér-
Primirstrom /, = "= ) Magnetischer strom 1,

I Fluss

Sekundir-
spannung U,

\

e . Eisenkern des
Transformators R p— /

Wikipedia: Von Herbertweidner, CC BY-SA 3.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=69362

Der Transformatorkern besteht aus einem sog. ,weichen Ferromagneten®, d.h. die Magnetisierung folgt wei-
testgehend dem magnetischen Feld, d.h. es gilt B~ Yo lurelH mit i, > 1. Dann kann man niherungsweise
das magnetische Feld auflerhalb des Kerns vernachlissigen, und das bedeutet wegen divB = 0, dass der ma-
gnetische Fluss, durch die Primirspule gleich ist dem magnetischen Fluss durch die Sekundirspule. Verwen-
det man im Faradayschen Induktionsgesetz als Integrationsweg die Spulenwindungen, bedeutet dies, dass fiir
den unbelasteten Transformator (d.h. ohne Anschluss irgendwelcher Impedanzen am Sekundirkreis, 7, = 0)
Uy =—N,é =—L,,I, und U, = —N, = —Ly, I, (wobei wir der Vorzeichenkonvention fiir die Spannungen
in der Skizze folgen). Damit folgt

U_Li_N

U Ly N
Schliefit man umgekehrt am Sekundirkreis eine Spannungsquelle an und lisst den Primérkreis unbelastet
folgt Uy = —N,é = —L 1, und Uy = —N,d = —L,,1I,

U_Ly_N
ZJZ L22 NZ

(4.6.1)

(4.6.2)

Zusammen mit (4.6.1) folgt dann unter Verwendung von L,, = L,, fiir einen idealen verlustfreien Transfor-

matorkern
Ly L12 Nl

Ly Ly N,
Fiir einen beliebigen Verbraucher mit Impedanz Z, (einschliellich des Innenwiderstands der Sekundirspule)
am Sekundirkreis lassen sich Stréme und Spannungen mit der symmetrischen Induktivitdtsmatrix (L) mit
den Induktivititen (4.2.14) bzw. (4.2.15) beschreiben. Dabei ist der Primirkreis einfach die reale Primirspule
(mit Widerstand R,), die an eine Wechselspannungsquelle U, = UC exp(iwt) angeschlossen ist.

Wir analysieren nur den stationdren Zustand. Fiir die beiden Stromkreise gilt
Ry +io(Lyydy + L,k = Uy,

d (L 17 A2) 1 (4.6.4)

Zyly +ico(Lyydy + Lyply) =
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Insgesamt haben wir das lineare Gleichungssystem

Zyl+Z,L=U,

zu l6sen. Die einfache Rechnung (Nachpriifen!) ergibt

A Z A
1= 22_22 U,
e e (4.6.6)
_ Z A
ZuZzz - Z12
Setzen wir hier die Beziehungen 1) fiir die Z;;, ein, erhalten wir schliefilich
1— . . 1s
Ry(Zy+iwLy) +iwly Zy— wX(Ly Ly —L7,) (4.6.7)
]/\ . iC{)LlZ 0 e
T R(Z+ioly)+iwly Z— o LyLy—12,) "
Die Spannung am belasteten Sekundirkreis ist definitionsgemaf3
A A Z Z A 1 L Z A
Uy=—2Zyfy= —272__ ) = : Sttt uc S —U. (4.6.8)
Zylpn—13, Ri(Zy+iwly) +iewly Zy— (L Ly —L7,)

Fiir einen verlustfreien (R; ~ 0) Transformator mit idealem Transformatorkern, fiir den gemif (4.6.3) der
letzte Term im Nenner wegfillt, ist also fiir | Z,| => oo in der Tat das Spannungsverhiltnis U, /U; ~ L, /L, =
Fiir das Stromiibersetzungsverhiltnis gilt
h_ _ by (4.6.9)
I Z,+iwl,,
Fiir einen Kurzschluss auf der Sekundirseite, also Z, ~ 0, ist [,/f, ~—L,,/L,, =—N,/N,.

Wir betrachten noch die von Primir- und Sekundirkreis aufgenommene mittlere Leistung fiir einen rein
Ohmschen Verbraucher im Sekundirkreis (also Z, = R,). Fiir die Leistung des Primarkreises gilt

1 AA 1 AN
P = ERe(UJf): ERC(U;A)

=S|UIIRe ; SRV 4.6.10)
2 [RiRy— (L Lyy—Li,) ] +icw(RiLyy + RyLyy) e
_ 1|[} |2R2[R1R2_wz(Lanz_L%z)] +C‘)2L22(R1L22 +R,Ly,)
=Y
2 [RiRy— w(LyyLyy—L3) P+ X (RyLyy + R,y Ly, )

Fiir den idealen Transformator (R; =0und L,,L,, —L?, =0) vereinfacht sich dies zu

2
F::1|U|zw2L11L22R2:1|U|z Ly :L|U|Z& (4.6.11)
T2 wre2 T2V LR, 2R, U N
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4.6. Der Transformator

Fiir den Sekundirkreis ist

- 1 AA 1 A A
Py = 5 Re(U; ;) = ERe(Uz*Iz)

1 |[j |2 wZL%ZRz (4612)
= 51Y
2 [RiR)— (L1 Lyy—L},) PP+ wX(RyLyy 4+ R,Ly,)?

Fiir den idealen Transformator wird

— 1., WR)? 1 L2 1~ ,N?
P2:—|U1|2 212 — |U12 12: |U1|2 2' (4613)
2 R T 2R, N 2 T 2R, N N2

Dass fiir den Idealen Transformator P, = P, ist, ist Ausdruck der Energieerhaltung: da aufier im Ohmschen
Widerstand R, auf der Sekundirseite keine Energie dissipiert, muss genau diese (pro Zeiteinheit) dissipierende
Energie aus der Primirspannungsquelle entnommen werden.
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Kapitel 5

Elektromagnetische Wellen und Optik

Wir haben bereits kurz in Abschnitt [2.6{eine der wichtigsten Schlussfolgerungen aus Maxwells Theorie des
elektromagnetischen Feldes, nimlich die Existenz elektromagnetischer Wellen, gezogen. Dabei stellt sich
heraus, dass sichtbares Licht nichts anderes ist als elektromagnetische Wellen in einem bestimmten Wellen-
lingenbereich (ca. 400-800 nm). Dadurch hat Maxwell nicht nur die vereinheitlichte Beschreibung elektrischer
und magnetischer Phinomene erreicht sondern auch den gesamten Bereich der Optik in die elektromagneti-
sche Feldtheorie subsumiert.

Wir konnen freilich in diesem abschlieflenden Kapitel dieses Buches nur die wichtigsten Phinomene behan-
deln. Nach einer kurzen genauen Analyse der ladungs- und stromfreien Maxwell-Gleichungen, d.h. der Be-
schreibung freier elektromagnetischer Wellenfelder widmen wir uns zunichst der Erzeugung von elek-
tromagnetischen Wellen aus vorgegebenen zeitabhingigen Ladungs- und Stromverteilungen und dann den
wichtigsten Phinomenen der Optik, wobei wir uns auf Reflexion und Brechung in homogenen isotropen
Medien beschrinken. Auflerdem behandeln wir kurz die wichtige Theorie der Beugung an Spalt, Doppel-
spalt und Gitter.

5.1 Freie elektromagnetische Felder

Fiir den Fall, dass keinerlei Ladungen (also auch keinerlei Materie) vorhanden ist, gelten die Maxwell-Glei-

chungen l i im Vakuum mit o = 0 und J = 0. Wie in der Wechselstromtheorie im vorigen Kapi-
tel vereinfachen sich die Maxwell-Gleichungen fiir harmonische Zeitabhingigkeit erheblich, wenn wir die
komplexe Form wihlen. Wir setzen also

A
- -

E (t,7)=exp(—iwt)E(7), Ec(t, 7)= exp(—ia)t)écﬁ). (5.1.1)

Dabei sind die raumabhingigen Amplituden EC,EC € C, und die physikalischen reellen Felder sind wieder
durch die Realteile gegeben, d.h.

- -

E(t,7)=ReE(t,7), B(t,7)=ReB.(t,7). (5.1.2)

Wir werden im nichsten Abschnitt sehen, dass man allgemeine elektromagnetische Felder mit Hilfe der Fou-
rier-Transformation durch diese speziellen Losungen ausdriicken kann.
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5. Elektromagnetische Wellen und Optik

Da die Maxwell-Gleichungen (2.5.112.5.4) lineare partielle Differentialgleichungen mit reellen Koef-
fizienten sind, konnen wir zunichst die Gleichungen mit dem komplexen Ansatz (5.1.1) 16sen und
danach die Realteile bilden, um die physikalischen Felder gemaf3 zu erhalten. Dabei wird jede

Zeitableitung zu &, — —icw (Warum?), d.h. fiir o =0 und 7 = 0 ergeben sich die Gleichungen

rotéc—iwéc =0, (5.1.3)
divéc =0, (5.1.4)
rotl%c + l—czoﬁc =0, (5.1.5)
divE. =0. (5.1.6)

Dabei haben wir in (5.1.5) ugeq = 1/c? verwendet, wobei ¢ ~ 3 - 103m/s die Vakuumlichtgeschwin-
digkeit bezeichnet.

Wenden wir nun auf (5.1.3) die Rotation an und verwenden die fiir die kartesischen Komponenten giiltige
Formel rotrot V = graddivV — AV, erhalten wir wegen (5.1.6)

rotrotﬁc—iwrotﬁic :—Aﬁc—iwrotéc =0. (5.1.7)

Wir konnen nun mittels (5.1.5) das Magnetfeld aus dieser Gleichung eliminieren.

Dann folgt
A . A 0)2 A A
AEC:—lwrotEC:——zécz—kzéc (5.1.8)
c
bzw. .
(A+EHE, =0. (5.1.9)

Die kartesischen Komponenten der komplexen Amplitude des elektrischen Feldes erfiillen also die
Helmbholtz-Gleichung (Hermann von Helmholtz, 1821-1894).

Bildet man in analoger Weise die Rotation von (5.1.5), erhilt man auch fiir die kartesischen Kompo-
nenten des Magnetfeldes die Helmholtz-Gleichung (Nachrechnen!)

(A+E)B, =0. (5.1.10)

\. J

Wir miissen allerdings beachten, dass die Feldkomponenten trotz der Separation von elektrischen und ma-
gnetischen Feldkomponenten durch (5.1.9) und (5.1.10) nicht unabhingig voneinander sind. Es miissen ja die
Maxwell-Gleichungen (5.1.3f5.1.4) simultan erfiillt werden und nich nur die Helmholtz-Gleichungen (5.1.9)

und (5.1.10).

Wir wollen nun nochmals ausfiihrlich die ebenen Wellen betrachten, die wir bereits in Abschnitt[2.6]kurz be-
handelt haben. Diesmal wollen wir aber die allgemeinen Losungen dieser Art finden. Wir betrachten zunichst
wieder Wellen, die sich in x;-Richtung ausbreiten, d.h. den Ansatz

A

E (7) = E s explikxs). (5.1.11)
Es ist klar, dass dieser Ansatz (5.1.9) 6st, denn es ist
Aﬁc = Eco 35 exp(ikxs) = k2L coexp(ikx;). (5.1.12)
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5.1. Freie elektromagnetische Felder

Gemifd gilt fiir das komplexe Feld
EC(I,L):ECOeXp(i@-L—ia)t) mit k= ke;. (5.1.13)

Man nennt £ den Wellenvektor. Sein Betrag ist wegen (5.1.9) mit der Kreisfrequenz der Welle durch
die Dispersionsrelation

w(k)=clk|=ck (5.1.14)

verkniipft. Die Losung ist offensichtlich periodisch sowohl im Raum als auch in der Zeit. Die
raumliche Periode ist die Wellenlidnge A, die durch £A =27, also

21
A== 5.1.15
,e 6.115)
bestimmt ist. Die Zeitliche Periode T ist durch T = 27, also
7=2" (5.1.16)
w

definiert.
Auch die komplexe Amplitude £ <0 konnen wir nun nicht véllig frei wihlen, denn mit 1) folgt
(Nachpriifen!)

E-E =0, (5.1.17)
d.h. das elektrische Feld ist stets transversal, steht also senkrecht auf die durch die Richtung von &
vorgegebene Ausbreitungsrichtung. In unserem Fall ist & = ke, d.h. es ist

(5.1.18)

Hierbei sind die beiden Komponenten in der x,x,-Ebene nunmehr frei wihlbar.

Wegen (5.1.3) ist mit dieser allgemeinen Losung fiir das elektrische Feld in Form einer ebenen Welle mit
Ausbreitungsrichtung e, nunmehr das Magnetfeld vollstindig bestimmt, denn aus (5.1.3) folgt mit (5.1.13)
(Nachrechnen!)

B, =——rotk, =+—Fx Vexp(ik- 1)
Ci) @ ) (5.1.19)
=——LE o X kexp(ik-x)=—e; X E sexp(ik - r).
w C

Das Magnetfeld steht also stets senkrecht auf dem Wellenvektor und dem elektrischen Feld; &, E cound

B <o bilden stets ein rechtshindiges Dreibein. An jedem festen Punkt sind unsere Losungen harmoni-
sche Schwingungen von £ und B (vgl. (5.1.13)) und (5.1.2), die stets gleichphasig sind.

Jetzt beschiftigen wir uns mit der Frage, wie sich die Felder an einem vorgegebenen festen Ort als Funktion
der Zeit verhalten. Betrachten wir also das elektrische Feld

A

EcOl
E.(t,7)= Ecoz exp(ikx; —iwt), E(t,7)=ReE (t,7). (5.1.20)
0
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5. Elektromagnetische Wellen und Optik

Abbildung 5.1: Linear polarisierte elektromagnetische Welle. Bildquelle: Wikipedia von user And1mu - mo-

dified version of, CC BY-SA 4.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=59505315

Offensichtlich beschreibt das elektrische Feld eine geschlossene Kurve in den Ebenen senkrecht zur x;-Ach-
se. Um die moglichen Formen dieser Kurve genauer zu untersuchen, bringen wir zunichst die konstante

Amplitude (5.1.18) in eine andere Form, die diese Analyse erheblich vereinfacht [[LL92].

Dazu definieren wir
A2 A2 .
E o =I|Eolexp(2ia), a€(—mr,7]

und definieren

£ o= &oexplia).
Dann ist offenbar wegen (5.1.21)
A2 A2 . A 2
Eo =L gexp(=2ia) = |E o|” € Ry,

Wir schreiben dann

Ey=ecbyEie E, mit EgE, >0, ere €R’, |ef|=le |=1.

Dann ist
A2

. Ao Ao LA A
é”o_Eg—E,]:I:21E5E,7g£-gn.

Wegen (5.1.23) ist dieser Ausdruck reell und damit

ecre, =0,

(5.1.21)

(5.1.22)

(5.1.23)

(5.1.24)

(5.1.25)

(5.1.26)

d.h. e; und e, sind zwei zueinander senkrechte Einheitsvektoren in der x;x,-Ebene, und wir konnen weiter

festlegen, dass

erxe, =e,
1st.
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5.1. Freie elektromagnetische Felder

b) % Damit bilden die drei Vektoren e, e, und e, eine rechts-
7 hindige kartesische Basis. Setzen wir nun (5.1.24) in
£ (5.1.22) und (5.1.20) ein und bilden den Realteil, erhalten

wir (Nachrechnen!)

E . =e.F cos(wt —kx; —a)
\// =T ’ (5.1.28)

+e, L, sin(wt —kx; —a).

7 g Damit ist klar, dass £ (E_) i.a. eine Ellipse in den Ebene
senkrecht zur Ausbreitungsrichtung der Welle parametri-
siert (a), die fiir jedes festgehaltene r zeitlich im Gegenuhr-

. ' zeigersinn, also mathematisch positivem Drehsinn, (im
\ _// Uhrzeigersinn, also mathematisch negativen Drehsinn)
durchlaufen wird. Man nennt solche ebenen Wellen links-

bzw. rechtselliptisch polarisiert.

Spezialfille sind E £ = I:Q,] > 0 ((b) links- bzw. (c) rechtszirkular polarisierte Welle) und E =0 ((d) linear
polarisierte Welle).

Fiir das zu (5.1.28) gehorige Magnetfeld folgt aus (5.1.19)

A
g
iy

1
B.(t,r)= 253 X E,(t,r)

. A (5.1.29)
=— [EWEE cos(wt —kx;+a)Fe L, sin(wt — kg —i—a)].
¢
Fiir die Energiedichte folgt gemif} (2.8.7)
em_ €op2 1 g
w Y =—E7 + B
275 2u
= GZ—O[EAE cos?(wt —kx; + a)-i—]:ﬁg sin®(cot —kxy + )]
1 A Ny o N
+2 > [Eg cosz(a)t—kx3+cz)+E;smz(wt—/ex3+a)] ©.1.30)
)
:eo[EAgcosz(wt—kx3+a)+ﬁ§sin2(wt—/ex3+a)]
:foéi-

Dabei haben wir im letzten Schritt ¢?uy = 1/€, verwendet. Aus diesem Ausdruck wird klar, dass die rein
harmonische ebene Welle eine Idealisierung ist, die in der Natur nur niherungsweise in begrenzten Raum-
bereichen erfiillt sein kann, denn integriert man tiber den ganzen Raum, erhilt man eine unendliche
Gesamtenergie.

Mit (2.9.9) erhalten wir fiir die Impulsdichte

(em)
g(em>:€O£iX§i:2£ﬂ:X(£3XE:I:): SEiQSZw @y (5.1.31)
c c C

Der Gesamtimpuls einer ebenen Welle divergiert also genau wie die Gesamtenergie.
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5. Elektromagnetische Wellen und Optik

Im nichsten Abschnitt werden wir sehen, dass allgemeine Losungen der Maxwell-Gleichungen nach den hier
gefundenen monochromatischen Ebene-Wellenlosungen in Form einer Fourier-Transformation entwickelt
werden konnen. In diesem Zusammenhang spricht man auch von Feld-Moden zur Kreisfrequenz w.
Wir berechnen noch die zeitlichen Mittel von Energie- und Impulsdichten. Fiir Licht ist insbesondere die-
se zeitlich gemittelte Energiedichte ein Mafd fiir die ,Helligkeit“ oder Intensitit. Definitionsgemaf} ist mit
(5.1.30)
2/ ew
(em)) — & (em) — S0 f2 4 p2y_

<w >_ ZNL dtw'*™ = P (EZ +E;)=const, (5.1.32)

denn es ist (Nachrechnen!)

2/ w 21t/
f dt cos* (et —kx;) = %J dt[exp(icwt — kx;) + exp(—icwt + kx;)]
0 0

:—f dz:z:ﬁ,
4 0 w

27 21w
dt sin®(wt —kx;) = —‘—1} J dt[exp(icot —kxy) —exp(—icwt 4 kx;) ]
0

1 2n/w
:+—f de2= T
4Jo

(5.1.33)

0

w
5.2 Die Fourier-Transformation

In diesem Abschnitt besprechen wir die Fourier-Transformation als mathematisches Werkzeug zum Auffin-
den der allgemeinen Losungen von allgemeinen Wellengleichungen und wenden sie dann auf die Losung der
Maxwell-Gleichungen an.

5.2.1 Allgemeine Losungen der homogenen Wellengleichung

Die im vorigen Abschnitt hergeleiteten Ebene-Wellen-Losungen der Maxwell-Gleichungen sind physikalisch
nicht exakt realisierbar, denn wie wir zum Schluss gezeigt haben besitzen sie eine konstante mittlere Ener-
giedichte und damit divergiert die Gesamtenergie. Man kann nun aber aus ebenen Wellen beliebige weitere
Losungen gewinnen, und zwar durch Superposition.

Betrachten wir zunichst das einfachere Problem, die homogene Wellengleichung fiir ein einzelnes
skalares Feld

D@(t,?):(éé’f—A>¢>(z,7):o (5.2.1)

zu losen. Der Operator O heifSt d’Alembert-Operator, benannt nach dem Mathematiker und Physi-
ker Jean-Baptiste le Rond d’Alembert (1717-1783).

Um diese Gleichung zu [sen, machen wir nun nicht den Ansatz einer zeitharmonischen Funktion wie im
vorigen Abschnitt sondern stellen das Feld durch ein Fourier-Integral der Form

- -

3 ~
d(t,7)= JRS (gﬂky O(t,k)exp(ik - 7) (5.2.2)

dar. Das entspricht hinsichtlich der Ortsabhingigkeit im Wesentlichen einfach der Superposition beliebiger
ebener Wellen. Der Vorfaktor des Integrals ist Konvention|'}

"Hinsichtlich der Konventionen bzgl. des Vorzeichens in der Exponentialfunktion und des Vorfaktors ist die Literatur alles andere
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5.2. Die Fourier-Transformation

Wenden wir darauf nun den d’Alembert-Operator an, folgt

3

D@(t,7):fR3 (jn"; exp(ik - r)[ 228(t, )+ K28z, k)} (5.2.3)

Wir werden gleich noch zeigen, dass dies impliziert, dass der Ausdruck in der eckigen Klammer verschwinden
muss. Verwenden wir dieses Resultat, folgt

328(t, k) =—ld(t,k) mit wy,=ck=clk|. (5.2.4)

Das ist aber einfach eine Schwingungsgleichung wie fiir einen harmonischen Oszillator, und die allgmeine
Lsung lautet

b(t,k) = A, (k)exp(—icpt)+A_(—k)exp(+icwyt). (5.2.5)

Dass wir im letzten Term A_(— /e) statt A (k) geschrieben haben, Wird sich im nichsten Rechenschritt als
niitzlich erweisen. Setzen wir namlich diese allgemeine Losung in ( ein, folgt

3 - -
O(t,7)= fw %[AAk)exp(ik -7 —iwyt)

+A_(—k)exp(ik -7 + iwkt):|
(5.2.6)

&k > 7o
= 2y A, (k)exp(ik - 7 —icw,t)

+A_(+/€) exp(—i/_é 7 +iwy t):|

Wir erhalten also tatsichlich eine - Superposition von Ebene- \Wellenlésungen wobei der ersten Term der Wel-
lenausbreitung in Richtung von k und der zweite Term in Richtung von —k entspricht. In der zweiten Zeile

haben wir im Integral iiber den zweiten Term in der ecklgen Klammer &' = —k substltulert und danach &/

gleich wieder in k umbenannt. Falls & € R ist, folgt A (k) (/e) und damit aus 5) die Bedingung

&*(t,k) = &(¢,—k). (5.2.7)

5.2.2 Fourier-Integrale

Um nun zu verstehen, dass wir hier tatsichlich eine Mglichkeit gefunden haben, die allgemeinen Losungen der
Wellengleichung (5.2.1) als Fourier-Transformation darzustellen, miissen wir uns ein wenig mit den Integralen

der Art (5.2.2) beschiftigen.

Dazu definieren wir als Fourier-Transformation, benannt nach dem Mathematiker und Physiker Jean
Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) einer beliebigen Funktion f(x)

= f dx f(x)exp(—ikx). (5.2.8)
R

Genaueres zur Fourier-Transformation findet sich in [Lig58]].

als einheitlich! Beim Vergleich von Formeln ist daher immer die Konvention des jeweiligen Buches zu beachten. Wir folgen hier der
Konvention, wie sie in der Elementarteilchenphysik tiblich ist.
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5. Elektromagnetische Wellen und Optik

Dabei verstehen wir dies als eine Abbildung, die die Funktion f auf die Funktion f abbildet. Als ein wichtiges
Beispiel betrachten wir (Nachrechnen!)

1 X a
=— — = 5.2.9
30)= 3 explab) = 0=~ 529
Integrieren wir dies iiber &, folgt
1 1 Y kit
_ = - — =1. 5.2.10
j dké‘ =— Jdel—i—(/e/a)z ﬂarctan<d>k:_oo ( )
Ferner ist
0 fir k#0
lim& (k)= ’ 5.2.11
a0 04 (k)= {oo fir k=0. ( :
Dies zeigt, dass
lim S (B)=38(k) (5.2.12)
ist, wobei & (k) die Diracsche &-Distribution ist. Damit folgt die wichtige Gleichung
1 J dx exp(—ikx) = &(k). (5.2.13)
27 R

Damit kénnen wir die Umkehrung der Fourier-Transformation (5.2.8) herleiten. Dazu berechnen wir

dk »

RZTC

f(/e) exp(ikx) = JR j—k dx’ f(x") exp[—ik(x"—x)]. (5.2.14)

T JR3

Jetzt vertauschen wir die Integrationen und erhalten mit (5.2.13)

5 f exp(ikx) f dx'f s—kexp[—lk(x —x)]
R ST R <7 (5.2.15)
= [ ax'rse =0 =10
R
Die Umkehrung der Fourier-Transformation (5.2.8) ist also in der Tat durch
= f de F(k)exp(ikx) (5.2.16)
R 27
gegeben.

Die Fourier-Transformation ist also eine umkehrbar eindeutige Abbildung einer Funktion f auf ihre Fourier-
Transformierte /. Das bedeutet insbesondere, dass (5 lb in der Tat nur erfiillt ist, wenn 1-) 4) gilt.
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5.3. Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung

Dabei kommt die Fourier-Transformation fiir Funktionen von ¥ € R*> zur Anwendung, wobei offen-
bar fiir beliebige Funktionen

R (5.2.17)

& f(7)= fRS (;‘n’; exp(+ik - 7)f (k)

gilt, denn offenbar verallgemeinert sich (5.2.13) zu

(2;)3 f &rexp(—ik - 7) = 8OE)
- s (5.2.18)
S fRS s SR R) = 80(=7) = 30,

Eine weitere wichtige Eigenschaft der Fourier-Transformation ist, dass fiir beliebige Funktionen f und
4

Prf@)eF)= f Tk Fbach) (5.2.19)

gilt.

Man beachte dabei, dass im zweiten Faktor als Argument (—/—é) steht! Zum Beweis verwenden wir (5.2.17)

und (5.2.18)
&k, R
)= [ &r| S| SEfEk
R3 R3 R3 R3 271')
exp[i7 - (/e +/e )]

&Pk Pk, . o
:fRs (2n>13J (2n f (k))g(ky)(2) 8Ok, + k)

dBPE -
. f —1f</e1>g<—/el>,

rs (27)3

(5.2.20)

und das war zu zeigen.

Eine Verallgemeinerung ist der Faltungssatz, demzufolge die Fourier-Transformation des Produkts
zweier Funktionen der sog. Faltung der Fourier-Transformierten dieser Funktionen entspricht:

— 3L .o N N
IR{3d3rf(7)g(7)exp(—ik-_r’):f S fk—Ekg(k). (5.2.21)

R3 (27‘[)3

Zum Beweis muss man nur f(7) und g(7) durch die Fourier-Integrale der Form (5.2.17) auf der linken Seite
von (5.2.21) einsetzen und (5.2.19) anwenden (Nachrechnen!).

5.3 Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung

Wir konnen nun mit Hilfe der im vorigen Abschnitt eingefiihrten Technik der Fourier-Transformation, das
Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung lsen. Oben haben wir die allgemeine L3sung der Wellenglei-
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5. Elektromagnetische Wellen und Optik

chung gefunden, 1ndem wir mit dem Ansatz (5.2.3) die Wellengleichung auf die gewdhnlichen hnearen Diffe-
rentlalglelchungen 4) fiir harmonische Os21llatoren (ein Oszillator fiir jeden Wellenvektor k) zurlickge-
fithrt haben. Fiir ]edes /e besitzt die Losung dieser Bewegungsgleichung die beiden Integrationskonstanten A
und A_ in Gl li Diese konnen wir aber eindeutig festlegen, wenn wir fiir jedes k Anfangsbedingungen
fiir &(z, k ) vorgeben, nimlich

bt =0,k)=dy(k), &(t =0,k) =Ty (k). (5.3.1)
Setzt man niamlich die Losungen (5.2.5) ein, ergibt sich das lineare Gleichungssystem

A+(f) +A_(—k) ::I)O(k}’ i (532)
—iw, A, (k) +iw,A_(—k) =Wy(k)
Damit folgt (Nachrechnen!)
A B= |8+ )
‘. - * (5.3.3)
AR =3 o= )]
W

Da die Fourier-Transformation umkehrbar ist, liegt es nahe zu vermuten, dass man auch fiir die ur-
spriingliche Wellenfunktion einfach Anfangsbedingungen der Art

(t =0,7)=By(7), ¥(t=0,7)=y(7) (5.3.4)

vorgeben kann, um eine eindeutige Losung der Wellengleichung zu erhalten.

Dazu miissen wir offenbar nur zeigen, dass sich aus der Vorgabe dieser Anfangsbedingungen die Fourier-
Koeffizienten A (k) eindeutig bestimmen lassen.
Dazu verwenden wir (5.2.6) mit t =0:

3 7 - - -
2 (5.3.5)

’ 7 > - -
Lo(7) = f 3 %[—iwkz‘h(k)exp(ik 7) +iwpA_(k)exp(—ik - )],

Wir versuchen nun, mit Hilfe der inversen Fourier-Transformation die Koeffizienten A, zu bestimmen. In
der Tat finden wir mit Hilfe von (5.2.13) bzw. der entsprechenden dreidimensionalen Verallgemeinerung

f Erexp(ik - 7) = 2n)8Ok) = 2n) 8O(—k) = f &7 exp(—ik - 7) (5.3.6)
R3 R3
die Beziehung

3 . ooy dk -
J;R}d r<I>O(r)eXp(—1c]-r)_fR3 2y fﬂ@ T{A ( )expli (/e q):7]

A_(k)expl—ik +7)- 71}

_ f d”e [4,(B)8O(G—B)+ A_(F)3O(G +F)]

=A( +A( 7)=%(q)-
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Im letzten Schritt haben wir (5.3.2) verwendet.
Genauso folgt (Nachrechnen!)

& rWy(7)exp(—ig - 7) = —iw, A (7) +iw,A_(—F) = ¥y(3). (5.3.8)
R3

Im letzten Schritt haben wir wiederum (5.3.2) verwendet.

Wegen (5.3.7) und (5.3.8) ist damit der Nachweis erbracht, dass die Wellengleichung unter Vorgabe der
b

Anfangsbedingungen (5.3.4) eine eindeutige Losung besitzt. Man muss demnach namlich nur

),

<!

by (k)= J PFdy(F) exp(—ik -
Lo (5.3.9)

~
~

A L@ & r,(7)exp(—ik - 7

setzen und dann (5.3.3) verwenden, um die Koeffizienten Ai(/_é) zu bestimmen. Die Losung des
Anfangswertproblems der Wellengleichung ist dann durch das Fourier-Integral (5.2.6) eindeutig be-

stimmt.

5.4 Allgemeine Losung der freien Maxwell-Gleichungen

In Abschnitt 2.11.1] haben wir gesehen, dass wir fiir die elektromagnetischen Potentiale ® und A stets die
Lorenz-Eichbedingung

1
V-A+—d,2=0 (5.4.1)
¢
fordern konnten, und dass dann fiir die Potentiale die Wellengleichungen

1 .
O®=—p, DA= o (5:4.2)
. !

gelten.
Wir betrachten nun den Fall freier elektromagnetischer Felder, also o =0 und ; = 0. Dann gilt

O0®=0, CA=0O. (5.4.3)

Wir wollen nun zeigen, dass wir hierbei zusitzlich auch ® = 0 fordern kénnen. Das folgt daraus, dass die Eich-
bedingung (5.4.1) die Potentiale noch nicht eindeutig festlegt. Wenden wir nimlich eine Eichtransformation

=0+ y, A=A-Vy (5.4.4)

an und verlangen, dass auch die neuen Potentiale die Lorenz-Eichbedingung erfiillen, folgt als Ein-
schrinkung fiir y lediglich, dass

Oy =0 (5.4.5)

gilt. Wihlen wir nun J, y = —®, wird in der Tat &’ = 0. Da fiir quellenfreie Felder gemifl (5.4.3) O0® = 0 ist,
ist dies auch mit der Forderung Oy = 0 vertréglich.
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Wir schreiben nun wieder ® und A fiir diese neuen Potentiale, die nunmehr die Strahlungseichbedin-

gung
$=0, V-A=0 (5.4.6)

erfiillen.

\.

Wir miissen also nur noch die allgemeine Losung der Wellengleichung fiir A finden, die die Eichbedingung
(5.4.6) erfiillt. Dazu schreiben wir das Vektorpotential als Fourier-Integral, analog wie im vorigen Abschnitt
fiir das Skalarfeld:

At,r)= f (;1:; Az, k)exp(ik - 7). (5.4.7)
Wie fiir das skalare Feld erortert, muss wegen 4 € R? gemif}

A(t,k)=A(t,—k) (5.4.8)
gelten. Die Eichbedingung V- A =0 liefert

k-A(t,k)=0. (5.4.9)

Die Wellengleichung [JA = 0 fiihrt zu den Lésungen von der Form (5.2.5).

Berticksichtigt man (5.4.8), ergibt sich schlief§lich
A(t, k) = a(k) exp(—icoy t) + a"(—k) explicog )- (5.4.10)

Insgesamt erhilt man also eine Entwicklung nach in Richtung von & fortschreitenden ebenen Wellen,
und die Koeffizienten stehen stets senkrecht zur Ausbreitungsrichtung, d.h. es ist k- a(k) =

Wir kénnen dies noch genauer spezifizieren, indem wir den Formalismus aus Abschnitt |5.1| verwen-
den, d.h. fiir jeden Wellenvektor k£ wihlen wir zwei beliebige (bequemerweise reelle) zueinander senk-
rechte Einheitspolarisationsvektoren ¢; (k), so dass (¢,,¢€,,k/k) cine rechtshindige kartesische Basis

bilden. Dann kann man (5.4.10) in der Form

2
Z k)exp —1co/€t)+e (— /e)a (—k)exp(icwp )] (5.4.11)
7j=1

Dabei sind die 4;(k) beliebige komplexe Funktionen, fiir die die Fourier-Transformation (5.4.7) wohl-
definiert ist.

Wir haben also schliellich die allgemeine Losung der freien Maxwell-Gleichungen nach transversalen, linear
polarisierten ebenen Wellen entwickelt. Wir konnen freilich auch beliebige andere, i.a. komplexe Polarisati-
onsvektoren verwenden, z.B. die links- und rechtszirkular polarisierten ebenen Wellen.

Im Folgenden verwenden wir die kompaktere Schreibweise (5.4.10), um das elektrische und magnetische Feld
zu berechnen:

162



5.4. Allgemeine Liosung der freien Maxwell-Gleichungen

Da in unserer Eichung ® = 0 ist, gilt mit (5.4.7) und (5.4.10)

E(t,r)=—dA(t,1)

. dk
_J 2y — 9 A(t,k)exp(ik - 7)

3
—J (if; iwp[a(k)exp(—iwyt)

—a’(—k)exp(icwyt)]exp(ik - 1),
A(t,7)

¥V x
dk -
:f 2y ik x A(t, k) exp(ik - 7)

= [ SSiexL®epion)

+a'(—k)exp(icy t)]exp(ik - 7).

(5.4.12)

Nun berechnen wir die Gesamtenergie des elektromagnetischen Feldes. Dazu verwenden wir die Energie-
dichte (2.8.22) und integrieren sie tiber den ganzen Raum, um die Gesamtenergie des Feldes zu erhalten,

g(em):ﬁf $Pr[EX(t,r)+ B (t, 1))
2 Jgrs - -

(5.4.13)

Fiir den magnetischen Beitrag der Energiedichte haben wir ¢2 = 1/(uy¢,) verwendet. Mit der FourierDarstel-
lung des Vektorpotentials in Strahlungseichung (5.4.7) und der Formel (5.2.19) fiir die raumlichen Integrale

von Produkten zweier Felder, ergibt sich aus (5.4.12) und (5.4.13)

d’k ~
&far>J%§56<ta@au@>

J = 8A (t,k)-3A"(t,k),
]R}

J J d%kaAtm]u@wAmﬂg
]Rs
:f &k )Tk x A (1, )]
]R}
d3k -

Dabei haben wir im letzten Schritt
(kxA)-(kxA)=k [Ax(kxA)] =k -[k(A-A

verwendet, wobei wir (5.4.9) beriicksichtigt haben.
Mit (5.4.10) erhalten wir weiter (Nachrechnen)

A(t,k)-A (t,k) =a(k)-a' (k) +a(—k) a*(—k)
+a(k)- a(—k)exp(—2iwyt)
+a*(k)-a"(—k)exp(2icwyt)

163

(5.4.14)

(5.4.15)

(5.4.16)



5. Elektromagnetische Wellen und Optik

und

OA(t,k)- A (t,k) =cy[a(k)-a" (k) +a(—k)-a’(—k)]
i[ (k)-a(—k)exp(—2icw,t) (5.4.17)
a’(k)-a’(—k)exp(2icw,t)].

Setzen wir dies in (5.4.13) ein, ergibt sich wegen c2k? = w

N

3
gl — ¢, f (d—sz[g@ & (6) + a(—k) - a"(=)]
R3

27)3

5.4.18
=2¢ J 'k ——wlalk)-a*(k). | )
e @mp
Dabei haben wir im letzten Schritt im zweiten Term im Integral k" = —k substituiert und danach &’
wieder zu kB umbenannt. Definieren wir als ,Energiedichte® im k-Raum
@™ =2eqwia(k)-a*(k), (5.4.19)
folgt
3
glem) — J i B (). (5.4.20)
R (27)° B

Da das freie elektromagnetische Feld ein abgeschlossenes System ist, ist die Gesamtenergie erhalten,
d.h. &€™ ist zeitunabhingig. Auf die gleiche Weise berechnet man den ebenfalls erhaltenen Gesam-
timpuls des Feldes (Nachrechnen!)

B(em) =€ & rg(t’L) X E(t’l)
R3

&k
:260J 2n )3coklea(/e) a*(k) (5.4.21)

1 &k 1
_1 s(em) (1) L
~ L@ o Bk

5.5 Quasiebenes zirkular polarisiertes Wellenpaket

Wir betrachten nun als einfachstes Beispiel ein Wellenpaket, das niherungsweise einer reinen links- bzw.
rechts-zirkular polarisierten Ebenen-Wellenmode entspricht. Wir schreiben dazu im Folgenden

3 ~
Ee)= | %E(@@i@exp[i(@-1—wkt>] Foc 6.5
mit ,
b= 7 [€,(R) £ic,(R)]. (5.5.2)

Dabei steht +cc fiir ,plus das Konjugiert-Komplexe des davorstehenden Ausdrucks®, und ¢, (k) sind die beiden

zu k senkrecht stehenden Polarisationsvektoren, die wir in (5.4.11) eingefiihrt haben. Es sei nun £ (k) eine
Funktion, die sehr scharf um einen Wellenvektor b, = kye; gepeakt ist. Wir diirfen dann erwarten, dass (5.5.1)
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niherungsweise einer harmonischen ebenen links- bzw. rechtszirkular polarisierten Welle entspricht, wie in

Abschnitt [5.1|besprochen.
Beispielsweise konnen wir ein Gauflsches Wellenpaket

. E by —ky)? k24 k2
E(k)= —% exp L 32 2°> — 12 - (5.5.3)
O'HO'J_ 0” O'J_

betrachten, wobei 0, 0| < |k isIﬂ Dann werden nur die Beitrige von Wellenvektoren k & k, zum Fourier-
Integral (5.5.1) beitragen. Dann konnen wir das Argument der Exponentialfunktion um kj entwickeln:

k-r—owpt~ky r—wgt +(k_éo)'l_(é_éo)'(kak)@:@()t

(5.5.4)
=ky 7 —wot +(k—ky) (r—2,t)
Dabet ist die Gruppengeschwindigkeit
ko
ﬂg:(zkwk)kzﬁo :c@ =ce;, (5.5.5)
wobei wir die Dispersionsrelation wj, = c|k| verwendet haben. Damit erhalten wir aus
k-r—wpt>k-(r—cet). (5.5.6)
Setzen wir (5.5.4) in (5.5.1) ein, erhalten wirf|
E(t,r) > Eq(t, 1) = b, (ko) E(r —cest). (5-5.7)

Dabei haben wir verwendet, dass sich 4 (k) relativ langsam mit k dndert, so dass wir es fiir die stark gepeakte
Funktion (5.5.3) durch A (/e ) nahern und damit aus dem Integral herausziehen durften. Die Funktion E(r —

ceyt) ist dabei durch

3

ES 0= by (k) f F(k)explik - (r — ceyt)] 4+

@np
£,
S )3/zeXP[1k( s—ct)] (5.5.8)
02
exp —;<x1+x2>—§<x3—ct>2 by k) + e

gegeben. Wir betrachten nun zunichst den Fall ;) = 0. Dann ist

£,
ES(t, 1) gm0 = o575 explikolies )]

(5.5.9)

*Man beachte, dass fiir o), in E(k)=E, (k,,k,)8 (k; — k,) iibergeht.
3Wir behandeln Gaufi-Integrale ausfiihrlich in Anhang
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)

Nun ist unsere Behandlung des Vektors etwas ungenau, denn offenbar gilt nicht div@éjE = 0. Dies konnen

wir aber fiir den Grenzfall o =0 sehr leicht beheben, denn offenbar ist

1

+ +
E(l )(tal)|0|:0:<§((') )+ /€
0

divgéi)g3> +cc (5.5.10)

divergenzfrei, denn es ist b (k,) = (e, £ie,)/2. Wir fiigen nun den Gaufischen Faktor fiir 0| # 0 wieder
ein. Dann erhalten wir

. 2
E ot o
E e ) =5 exp | —==(x} + ) — (et =)
cos[ky(ct —x3)] (5:5.11)
X +sin[ky(ct —x3)]
o1 {x, cos[ky(ct —x3)]—x; sin[ky(ct — x3)]} /Ry
Auf dieselbe Weise behandeln wir nun das Magnetfeld. Gemif3 ist
1
BS = —e EE. (5.5.12)

Dann korrigieren wir wieder im Limes oy = 0 die Verletzung der Divergenzfreiheit wie oben beim elektri-
schen Feld. Nach Hinzufligen der Gauf8-Funktion fiir die longitudinale Komponente, erhalten wir dann

E o
+ 0 1
B r) = exp | =S ) — (et )

Fsin[ky(ct —x3)] (5.5.13)

X cos[ky(x; —ct)]
—o} {#£x; cos[ky(ct —x3) ]+ x, sin[ ko(ct —x3)]} / #g

Wir bemerken, dass div £ (11) und divE gi) von der Ordnung 0 (O'JZ_ 0|2|) sind, da voraussetzungsgemifl o | , o <

ky sind, ist dies eine kleine Verletzung der Transversalitit von E und B. Auch die Wellengleichung ist bis
auf Gréflen der Ordnung 0(o7) erfiillt. Wir kénnen also (15.5.11[) und 5.5.131) als gute Niherungen fiir ein
elektromagnetisches Feld endlicher Gesamtenergie, Gesamtimpuls und Drehimpuls ansehen.
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In der Tat liefert die Integration tiber die entsprechenden Dichten

1 + 1«
ol = 5| B+ @R,

0 (5.5.14)
== em
£ = BB, [ =g
fiir die integralen Groflen (Nachpriifen!)
il
wd = % 5,2)
w200 1)
1
E;;) = ;Wemég + ﬁ(ai), (5.5.15)

JE = iiW§§>g3 +0(0?).

~em wy

Der Impuls des Feldes ist also in Ausbreitungsrichtung gerichtet, und zwischen Energie und Impuls
gilt die Beziehung

We% ) =¢

m

ggi>| : (5.5.16)

Der Drehimpuls des Feldes ist fiir linkszirkular (rechtszirkular) polarisierte Wellen in (entgegen) der
Ausbreitungsrichtung gerichtet. In der Quantenphysik nennt man die Projektion des Gesamtdrehim-
pulses eines Teilchens auf die Richtung seines Impulses die Helizitit:

1

®) — 41, (5.5.17)

—m

5.6 Erzeugung elektromagnetischer Wellen

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit der Frage, wie elektromagnetische Wellen aufgrund der An-
wesenheit zeitabhingiger Ladungs- und Stromverteilungen erzeugt werden. Dabei denken wir uns o und ;

vorgegeben, und wir rechnen durchweg in kartesischen Koordinaten.

5.6.1 Die retardierten Potentiale

Die einfachste Losungsstrategie ist die Verwendung der elektromagnetischen Potentiale in der Lorenz-Ei-
chung aus Abschnitt[2.11.1] Demnach werden die homogenen Maxwell-Gleichungen (2.5.1) und 2.5.2) iden-
tisch erfiillt, wenn das elektromagnetische Feld (£, B) durch die elektromagnetischen Potentiale, also durch
das Skalarpotential ® und das Vektorpotential A via

E=—3A-Y®, B=VxA (5.6.1)

ausgedriickt wird. Die Potentiale sind prinzipiell nicht beobachtbar sondern lediglich die Felder £ und B.
Entsprechend erfiillen fiir vorgegebene Felder £ und B auch die Potentiale

=0+ y, A=A-Vy (5.6.2)
mit einem beliebigen Skalarfeld y die Gln. (5.6.1), d.h. die Potentiale (¥',4") und (®,4) beschreiben die glei-

che physikalische Situation. Mann nennt den Ubergang (5.6.2) zwischen verschiedenen iquivalenten Poten-
tialen Eichtransformation und die Tatsache, dass diese Transformation nur die Beschreibungsweise nicht
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aber den beschriebenen physikalischen Sachverhalt dndert, Eichinvarianz. Diese Freiheit der Wahl der Po-
tentiale, erlaubt es, thnen Nebenbedingungen aufzuerlegen, die die Gleichungen fiir die Potentiale erheblich
vereinfachen.

Besonders bequem fiir unsere jetzige Aufgabe, die Potentiale fiir vorgegebene Ladungs- und Stromver-
teilungen zu finden, ist die sog. Lorenz-Eichbedingung (2.11.14)

V-A+—30=0. (5.6.3)
C

Setzt man dann (5.6.1) in die inhomogenen Maxwell-Gleichungen (2.5.3) und (2.5.4) ein, erhilt man

die Gln. (2.11.15) und (2.11.17)

. 1
OA= ), O=—p (5.6.4)
J: e

mit dem d’Alembert-Operator 0 = (1/c¢?)d? —

Dabei ist die durch die Eichbedingung (5.6.3) definierte Lorenz-Eichung deshalb so bequem, weil in (5.6.4)
das Skalarpotential und die drei kartesischen Komponenten des Vektorpotentials separieren, d.h. wir miissen
nur die skalare inhomogene Wellengleichung

O¢(t,r)=J(t,7), (5.6.5)

16sen, wobei J ein beliebiges vorgegebenes Feld ist.
Dazu erinnern wir uns an die analoge Situation in der Elektrostatik, wo wir in Abschnitt |1.6 die Poisson-
Gleichung mittels einer Greenschen Funktion geldst haben. In Analogie zu suchen wir nun also eine
Green-Funktion fiir den d’Alembert-Operator. Da wir hier zusitzlich zu Ableitungen nach den kartesischen
Ortsvektorkomponenten auch noch Zeitableitungen haben, muss entsprechend G = G(t, r;¢’,7’) sein und
die Gleichung

OG(t,r;t', 7 ) =8t — 8P (r — 1) (5.6.6)
gelten. Wir suchen also die Losung der Wellengleichung mit einer 8-Distribution als Quelle. Dazu erinnern
wir uns, dass wir in Abschnitt|1.6|die 8-Distribution fiir eine Variable x so definiert haben, dass

JR dx'S(x —x")f(x") = f(x) (5.6.7)

ist. Auflerdem ist definitionsgemaf}

(3)(7 — 7/) =38(x;— x{)S(xz - xé)é\(x3 - xé)

5.6.8
= &S50 F—7fF)=f(7F) ( )
R3
Haben wir jedenfalls eine solche Green-Funktion gefunden, ist offenbar eine Losung von durch
(t,7) f dt’ f &Er'Ge,r;t, P 1)) (5.6.9)
R3

gegeben, denn wendet man auf diesen Ansatz den d’Alembert-Operator an und nimmt an, dass man Integra-

tion und Differentiation vertauschen darf, folgt wegen (5.6.6)
D¢(t,1)=f de" | d*'0G(t, 151, 2] (¢, 1)
R JR

(5.6.10)
= f de’ | '8 —1)8CX
R R3

1=
1=
—
<
—
o~
DS
1=
<
N—"
|
~
—
o~
<
N—"
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Zur Form der Gleichung liegt es nahe, zu vermuten, dass der Ansatz
G(t,r;t', 1) =gt —t',r—7) (5.6.11)
zum Ziel fithrt. Offenbar muss dazu wegen
Og(t,r)=8()8% () (5.6.12)

gelten.

Betrachten wir weiter (5.6.9), darf das Zeitintegral effektiv nur fiir ¢/ < ¢ einen Beitrag liefern, weil
andernfalls das Feld ¢(z, r) von der Quelle J(¢’,7) zu spiteren Zeiten ¢’ > t abhingen wiirde, d.h.
es wiirde eine physikalisch beobachtbare Grofie ¢(t, ) von Gegebenheiten in der Zukunft abhingen,
was dem Kausalitatsprinzip widerspricht, wonach alle Observablen zur Zeit ¢ nur von der physika-
lischen Situation zu friiheren Zeiten ¢’ < ¢ abhingen kénnen, d.h. der Zusammenhang zwischen Ur-
sache und Wirkung legt eine Zeitrichtung fest. Wir miissen also als Nebenbedingung gemif3
verlangen, dass

g(t,r)=0 firalle <0 (5.6.13)

gelten muss. Man nennt die entsprechende Lésung der Gleichung (5.6.12) die retardierte Green-Funk-
tion, da diese Bedingung dafiir sorgt, dass sich zeitliche Anderungen der Quelle J(¢’, 7’) nur verzogert
(also ,retardiert®) auf die Feldgrofie ¢(z, r) auswirken.

\.

Um nun (5.6.12) zu losen, bietet es sich an, die Green-Funktion durch eine Fourier-Transformierte bzgl. der
Zeit auszudriicken, d.h.

g(t,r)= d—wexp(—ia)t)g(a),z). (5.6.14)
R 27T
Dann folgt (nachrechnen!)
da) . 2 ~ (3) -
Og(t,r)= | ——exp(—iwt)(—k"—A)g(w,x)=38(t)8(7)
R 27'C
- (5.6.15)
= | — exp(—iwt)8(7),
R 27'[

wobei kb = w/c gesetzt wurde. Durch Vergleich der Integranden in den Fourier-Integralen ergibt sich daraus
—(k* 4+ A)g(w,r) = 8O)(F). (5.6.16)

Nun ist die rechte Seite der Gleichung offenbar invariant unter beliebigen Drehungen, da fiir 7 # 0 die 8-
Distribution verschwindet. Das legt es nahe, dass § nur von r = |7| abhingt. Driicken wir daher fiir 7 # 0
den Laplace-Operator in Kugelkoordinaten aus, folgt

(A+E)F(w, )=~ 327 §(t, 1))+ k2 (e, 7) =0 5.6.17)
r
bzw. nach Multiplikation mit »
& N
—drz[rg(a),r)]:—/ez[rg(w,r)]. (5.6.18)

Das ist aber die Gleichung fiir einen harmonischen Oszillator fiir 7 §(cw, r) mit der allgemeinen Lsung
1
$(w,r)=—[Aexp(ikr)+ Bexp(—ikr)]. (5.6.19)
r
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Betrachten wir nun die physikalische Situation, die unsere Green-Funktion g(w, r) beschreibt. Die Quelle
des harmonisch mit der Kreisfrequenz schwingenden Feldes ist §)(r), d.h. eine im Ursprung des Koordi-
natensystems sitzende Punktquelle. Wir suchen nun offenbar Losungen, fiir die von dieser ,,Punktstdrung®
auslaufende Kugelwellen angeregt werden. Dies entspricht der Annahme B = 0, wenn man bedenkt, dass in
den Fourier-Integralen der Faktor exp(—iwt) = exp(—ikct) auftritt. Demnach ist also

$(w,r)= 4 exp(ikr). (5.6.20)
r

Fiir o = ck — 0 muss nun g die aus der Elektrostatik bekannte Green-Funktion des Operators —A sein.
Dies ist aber gemif} (1.6.20) g(0, r) = 1/(47r). Folglich ist also A = 1/(47) und damit

$(w,r)= L exp(iwr/c). (5.6.21)
4ty
Mit erhalten wir
g(t,r)= doo exp[—ic(t — r/c)]i, (5.6.22)
R 27T 4y
d.h. schliefilich 5
g(t,1)=w mit 7 =|r|. (5.6.23)
4rtr

Offenbar erfiillt diese Losung auch die Retardierungsbedingung, denn die 8-Distribution hat ihre Sin-
gularitit bei £ = r /¢ > 0, d.h. unsere anschauliche Begriindung fiir die Wahl ,auslaufender Kugelwel-
len” fiir §(w r) liefert tatsichlich das gewiinschte Ergebnis

Setzen wir dies zur Losung von ( ein, erhalten wir schliefflich die retardierten Potentiale

A (t,7) J dr’ 3d3r g( (== r/)/uoj(t/,[/)
R

) J it —lr=2lfe,1)
a 4rt|r —7r/|

P . (t,r)= fdt d3rgt—t r—r) ,O(t/,L/)
R3 €0

pPle=le=rjer)

R3 4reqg|r — 1|

b

(5.6.24)

Hier wird die ,Retardierungseigenschaft“ besonders deutlich: Zu jedem Zeitpunkt ¢ ergeben sich die Poten-
tiale wie in der Elektro- und Magnetostatik durch ein Integral {iber das Coulomb-Potential o< 1/|r — r|.
Es sind allerdings fiir jeden Quellpunkt r” die Ladungs- und Stromdichten zur retardierten Zeit t' = ¢, =
t—|r—r'|/c 2 verwenden, d.h. es ist immer der Zeitpunkt relevant, der um die Lichtlaufzeit |[r —r’| /c vom
Quellpunkt r" zum Beobachtungspunkt r verzogert ist. Dies zeigt, dass die Maxwell- Glelchungen im Vaku-
um in der Tat die endliche Geschwindigkeit der Wirkungsausbreitung realisieren. Im nichsten Band dieser
Lehrbuchreihe werden wir sehen, dass dies eine Eigenschaft der Elektrodynamik ist, die aus der Relativitits-
theorie resultiert.

Wir bemerken noch, dass die allgemeine Losung der Wellengleichungen sich aus der Summe aus den
retardierten Potentialen und beliebigen Losungen der homogenen Wellengleichungen ergibt, also be-
liebigen Losungen der freien Maxwellgleichungen, also fiir o = 0 und ; = 0. In Abschnitt [5.3 haben wir
gesehen, dass die Losungen der freien Maxwell-Gleichungen eindeutig bestimmt sind, wenn man Anfangsbe-
dingungen E(¢t =0,7) = E,(t,r)und B(t =0, r) = B,(r) vorgibt. Fiir die Potentiale benétigen wir Anfangs-
bedingungen fiir die Potentiale selbst und deren Zeitableitung zur Zeit ¢ = 0. Zunichst ist offenbar gemaf3
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5.6. Erzeugung elekrromagnetischer Wellen

(5.6.1)
VXxA(t=0,r)=V XAO =B (r) (5.6.25)

Da freilich div B, = 0 erfiillt sein muss, besitzt diese Gleichung stets eine Lésung (vgl. Anh. [B). Wegen der
Lorenz-Eichbedingung (5.6.3) liegt dann die Zeitableitung des Skalarpotentials ebenfalls fest, denn demnach
gilt

3,8(t =0,7) = cAdivA,(r). (5.6.26)
SchliefSlich folgt aus (5.6.1)
E(t=0,7)=Ey(r)=—A(t =0,7) = VP(r). (5.6.27)
Setzen wir dann willkiirlich
O(t=0,7)=y(r)=0, (5.6.28)
folgt
At =0,7)=—E(r), (5.6.29)

und damit sind aus den vorzugebenden physikalischen Anfangsbedingungen E(t =0,7) = E(r) und B(t =
0,7) = By(r) die benétigten Anfangsbedingungen fiir die Potentiale durch die Glelchungen (5.6.25({5.6.28)

bestlmmt

Schliefllich miissen wir noch die Lésungen darauthin tiberpriifen, ob die Lorenz-Eichbedingung
erfillt ist. Dazu miissen wir riumliche und zeitliche Ableitungen bilden, was aber wegen der etwas verwickel-
ten Struktur der Losungen mit der retardierten Zeit mithsam ist. Wir kdnnen uns aber die Arbeit etwas er-
leichtern, indem wir das Zeitintegral in zunichst nicht ausfiihren. Es ist

V-A(t,r) f de’ R3d3r poj (£, 1) Ng(t —t',r —17)
= [ @[ @) Dtz 65.6.30)
Jdt de3 glt—t',r—rV'-j(t,1)
und
th)(t,r):f dt/fw d3r/ilo(t/,1/)~th(t—t/,i—il)
J de’ fRz d&r ’6 t' 1) (=8,)g(t—t',r —1') (5.6.31)

:J de/ | &+ —g(t—t r—1r"3.p(t',1").
R R3

€0

Dabei haben wir jeweils im Schritt von der ersten zur zweiten Zeile vermoge der Kettenregel die Ableitungen
der Green-Funktion nach den Komponenten x; durch die Ableitungen nach den x! bzw. die Ableitung nach
der Zeit t durch ¢’ ersetzt. Im zweiten Schritt haben wir dann jeweils partiell integriert. Die Randterme
verschwinden wegen des fiir jedes endliche » = |r| und ¢ stets beschrinkten Integrationsbereichs fiir ¢’ und

7’ aufgrund der Green-Funktion . Mit 2 =1 /(€qu0) folgt daraus

1 3
C—23t<1>(t,1)+z'/_1(f’1):#ofRdt d’r g(t—t r—7') (5.6.32)

[%/p(t )+ (@ )] =0,
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5. Elektromagnetische Wellen und Optik

wobei wir die Kontinuititsgleichung
3,04+V-j=0 (5.6.33)

verwendet haben. Damit ist die Lorenz-Eichbedingung (5.6.3) also durch die retardierten Potentiale (5.6.24)
erfiillt, und liefern daher via (5.6.1) Lésungen der Maxwell-Gleichungen (2.5.1{2.5.4).

5.6.2 Jefimenko-Gleichungen

Um das elektromagnetische Feld (£, B) zu berechnen, miissen wir also (5.6.1) fiir (5.6.24) auswerten. Hier
gehen wir direkt von den ausintegrierten Gleichungen aus und fithren zur Abkiirzung

/
r—r
b = Lree(ts 7,7 ) = 1 — Iz = | (5.6.34)
ein. Wir bemerken, dass
1 r—r’
It =1 Viu=—V't,=—-Vr—1r|=—"— (5.6.35)
¢ clr—r']
Die retardierten Potentiale sind dann gemif$ (5.6.24)
].(tr 31/)
Aret(t’ y) — @f d3r/L’
EERGE A a4 (5.6.36)

1 teeiy ¥
@ret(t’r)_ d37'”0( ret L)

4rey Jps lr—r|

Fiir das Magnetfeld benétigen wir V x A_ . Die Differentiation kénnen wir unter dem entsprechenden Inte-
gral ausfithren. Dabeti ist zu beachten, dass ¢, von r abhingt und entsprechend die Kettenregel anzuwenden
ist.

Nach einfacher Rechnung findet man (Nachpriifen!)

B(t,1) =V xA,(t,1)

S —ret

- = x (r—1r"). (5.6.37)

— Mo J j(tret’l/) th(tret’L/)
R3

lr=2'P  clr—=1'P

Wir bemerken, dass fiir einen zeitunabhingigen Strom, die Biot-Savart-Formel (3.1.18) der Elektrosta-
tik resultiert. Fiir den zeitabhingigen Strom wird aber nicht nur die retardierte Zeit in der Biot-Savart-
Formel verwendet, sondern es tritt noch der Zusatzterm mit der Zeitableitung der Stromdichte auf.

Fiir das elektrische Feld bendtigen wir gemifd (5.6.1)

1 S, (tres 1)
_atéret(t’1>:_4 zf dSV/t——t/,
Tl JR3 |1_/1| 5 ) (5638)
1 L b tre .
_z@(t’1>: f d37'/|:l0( ret £)+ tlo( t r )](1_1/).
mé Jrs lr—=r'P  clr—r2
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5.7. Dipolstrahlung

Damit folgt

@(t,g:LJR}d%’[(P(”“’ )y Gl /)>(1—1’)

4me lr—7'P  clr—r'?
_ (5.6.39)
1 gti(tret’l/)
2 |r—r |

Die Formeln (5.6.37) und (5.6.39) ergeben direkt Losungen fiir die Maxwell-Gleichungen mit vorge-

gebenen Quellen (also Ladungs- und Stromdichten) und deren Zeitableitungen an. Sie werden in der
Literatur oft als Jefimenko-Gleichungen (Oleg Dmitrovich Jefimenko 1922-2009) bezeichnet.

5.7 Dipolstrahlung

Wir betrachten im Folgenden die Abstrahlung von elektromagnetischen Wellen durch eine harmonisch be-
wegte Punktladung, wobei wir uns mit der niedrigsten nichttrivialen Multipolordnung begniigen. Wir geben

die Trajektorie des Teilchens durch

y(t)=d cos(wt) = Re[d exp(—iwt)] (5.7.1)

vor. Die Ladungs- und Stromdichte sind dann von der Form

pt,1)=q8r—y(1)], j(t,r)= qy;(t)c?“)[z—z(t)]- (5.7.2)

Dabei bedeutet jy = dy/dt. Zunichst vergewissern wir uns, dass 2) die Kontinuititsgleichung erfiillt, also
die Ladungserhaltung gewihrleistet ist. Es ist

3,p(t,7)=—qj(t)- V&I [r —y(1)],
) (5.7.3)
V- j(t,r)=q3(t)- V&I r —y(1)]
und damit in der Tat
dp(t,r)+ V- j(t,r)=0. (5.7.4)

Freilich konnten wir jetzt direkt diese exakten Ladungs- und Stromverteilungen einer Punktladung in (5.6.24)
bzw. (5.6.37) und (5.6.39) einsetzen, um die dazugehorigen retardierten Potentiale bzw. das dazugehérige elek-
tromagnetische Feld zu erhalten. Dies sind die sogenannten Liénard-Wiechert-Potentiale, die aber mathe-
matisch recht kompliziert sind. Es sei dazu z.B. auf [SomO1]] verwiesen.

Wir betrachten im Folgenden die elektromagnetischen Felder nur aus Entfernungen » > |07 |. Dann kdnnen
wir die Ladungs- und Stromverteilung, wie bei der Elektrostatik gezeigt, durch die Multipolentwicklung
nihern. Im folgenden betrachten wir nur die niedrigste nichttriviale Dipolndherung, also

p(t,7)=q8V(r)—qy(t)- V8 (r)+ 0(d?), (5.7.5)
j(t:1)=q3()8(r) + 0(d?). (5.7.6)

Man rechnet sofort nach, dass auch in dieser Naherung die Kontinuitétsgleichung exakt erfillt ist, wie
es sein muss, damit die retardierten Potentiale (5.6.24) in Lorenz-Eichung mit ( und 6) als Quellen

wirklich zu Losungen der Maxwell-Gleichungen fiihren.
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5. Elektromagnetische Wellen und Optik

Betrachten wir (5.7.5), sehen wir, dass die fiihrende Monopolordnung einfach zu einem statischen Coulomb-
feld fithrt, d.h. dieser Beitrag zur Ladungsverteilung entspricht einer im Ursprung ruhenden Punktladung.
In der Tat liefert dieser Term den entsprechenden Beitrag zu den Potentialen (Nachrechnen!)

i
4reyr

Oy (t,7)=

. Atr)=0. (5.7.7)

Wir denken uns im Folgenden dieses elektrostatische Feld dadurch kompensiert, dass wir zusitzliche
eine im Ursprung ruhende Ladung —q angebracht denken. Interessant im Sinne von Strahlungsfeldern sind
namlich erst die zeitabhingigen Dipol-Beitrige, und wir gehen gleich zur komplexen Schreibweise tiber.Die
physikalischen Felder sind dann wieder durch die Realteile gegeben. Dann ist mit (5.7.1)

pi(t,r)=—qd - VEO(r)exp(—iwt),

5.7.8
j (61 =—igeod 89 () exp(—iwo), 79
Wir berechnen zunichst mittels das Vektorpotential. Offenbar ist es ebenfalls o< exp(—iwt). Die

Ausfithrung der raumlichen Integration ist wegen der &-Distribution sehr einfach und liefert (Nachrechnen!)

At 1) =A(D)exp(—iwr) mit A1) =L dexplikr), k= (5.7.9)
4rr c
Das Vektorpotential ist also eine auslaufende Kugelwelle, ganz so, wie wir es von dem gestellten Problem
erwarten. Dass die Welle auslaufend ist, haben wir natiirlich der korrekten Wahl der Losung als retardierte
Funktion zu verdanken (vgl. auch die obige Herleitung der retardierten Green-Funktion des d’Alembert-
Operators).

7~

Das Magnetfeld ergibt sich sofort mit (5.6.1):

B(t,r)=B'(r)exp(—ioot), B'(r)=-2q(d x r)(ikr —1)exp(ikr). (5.7.10)

47ty

Hierin ist £ = w/c die Wellenzahl.

\.

Das elektrische Feld gewinnen wir einfacher direkt aus den Maxwellgleichungen und dem bereits berechneten
Magnetfeld als durch Berechnung des Skalarpotentials und der Ableitungen gemif(5.6.1), denn fiir unsere
harmonische Zeitabhingigkeit kénnen wir iiberall in den Maxwellgleichungen J, durch —icw ersetzen. Aus
dem Ampere-Maxwell-Gesetz mit j(t,r) =0 fiir » # 0 folgt daraus sofort

E(t,r)=E'(r)exp(—iwt) mit E'(r)= V x B'(r). (5.7.11)

Mit (5.7.10) ergibt sich also (Nachrechnen!)

E'(r)= r(r-d)

4reqr3 7

q |:3—3i/er—k2r2

(5.7.12)
—(1—ikr— kzrz)d] exp(ikr).

.

Wir konnen uns einen ersten Eindruck von der Gestalt des Feldes verschaffen, indem wir zwei Grenzfille
betrachten.
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5.7. Dipolstrahlung

5.7.1 Die Nahfelder

Als Nahfelder bezeichnen wir die Felder in dem Gebiet, fiir welches k7 < 1 ist. Mit der Wellenlinge geschrie-
ben heiflt das » < A/(27). In linearer Naherung bzgl. der kleinen Grofie k7 ist folglich

B =20 xr), E(r)=

py— r [3r(r-d)—r*d]. (5.7.13)
Viva

5
4dmeyr

Jetzt erinnern wir uns, dass nur die Realteile physikalische Grofien sind, so dass

E(t,1) = . [3r(rd) — r’d Jeos(cot),
TEQY

(5.7.14)
B(t,1) = K8 cos(we + 2 )@ x 1)

ist. Es handelt sich also um ,quasistationire Felder, d.h. mit unserer Nahzonenniherung vernachlis-
sigen wir die Retardierung.

Das elektrische Feld schwingt in Phase mit der Bewegung des geladenen Teilchens und ist ansonsten ein stati-
sches Dipolfeld. Das Magnetfeld ist der Schwingung des Dipols um eine Phase 77 /2 voraus. Freilich wird die
Niherung im statischen Falle, also « = & = 0 exakt, und es ergibt sich ein reines elektrisches Dipolfeld, und
das Magnetfeld verschwindet, wie es sein muss: Ruhende Ladungen erregen kein Magnetfeld!

5.7.2 Die Fernfelder

Die Fernfelder ergeben sich gerade im entgegengesetzten Grenzfall kr > 1 bzw. r > A/(27). Wir haben
wieder unsere exakten Lsungen anzuschauen, um die entsprechenden Niherungsausdriicke zu gewinnen.
Hier miissen wir freilich die Exponentialfunktionen stehen lassen, denn wir kénnen sie in diesem Falle nicht
irgendwie nihern, da sie einfach periodische Funktionen ihres Arguments sind.

Aus (5.7.10) und (5.7.12) ergibt sich

2 .
Eer)= -2 [4—1@ 2cos(tr —ot)= B0,
4reqr r2 r (5.7.15)

2
B(t,1)= (1  d)cos(kr — )
4rrr?
In der Fernzone sind also £ und B aufeinander senkrecht stehende in Phase schwingende Kugelwel-
lenfelder, die beide senkrecht zur Richtung r polarisiert sind; , £ und B bilden in dieser Reihenfolge
ein rechtshindiges Basissystem aufeinander senkrecht stehender Vektoren. Sie entsprechen also lokal
ebenen Wellen, die sich in radialer Richtung 7 /7 vom Quellpunkt » = 0 ausbreiten. Thre Amplituden
nehmen mit der reziproken Entfernung vom Erregungszentrum ab.

Phasenmiflig sind sie genau retardiert zur erregenden Dipolquelle, wobei die Ausbreitungsgeschwindigkeit
der Storungen gerade w/k = c ist. Die Phase kann man entsprechend auch in der Form kr —wt = k(r —ct)
schreiben.
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5. Elektromagnetische Wellen und Optik

5.7.3 Der Strahlungsfluss

Wir betrachten nun die Energiestromdichte fiir &7 >> 1. Dabei miissen wir nur die Fernfelder (5.7.15)
berticksichtigen, denn der Poynting-Vektor (d.h. die Energiestromdichte des elektromagnetischen

Feldes) ist gemaf} (2.8.20) (Nachrechnen!)

wtd?q?

1 .
$= L ExE= _ycréz(“ﬁl = gy i I cos’ (@t —kr)r. (5.7.16)
0 0 0

Dabei ist ¢ = Z(d, ), also cos® = r -d/(rd) und folglich (r x d)* = r2d?sin’&. Offenbar gilt
hinsichtlich der Abhingigkeit von 7 fiir diesen Strahlungsanteil der Energiestromdichte S = 0(1/72),
und die {ibrigen Terme ergeben Beitrige der Ordnung 0(1/7%). Um die gesamte Strahlungsleistung zu
erhalten, muss man § iiber eine Kugelfliche um den Ursprung integrieren. Lisst man den Radius dieser

Fliche — oo gehen, bleibt demnach nur noch der Beitrag von (5.7.16) tibrig.

X3 Fiir das Zeitmittel (iiber eine Periode 7= 27/ gemittelt) fin-
qd den wir aus (5.7.16)

co4d2q2

N

(8) = sin? &7r. (5.7.17)

32m2eqc 73

x;] Die Lichtintensitit nimmt im Fernfeld (k7 > 1) also mit 1/r?
ab und ist senkrecht zur Richtung des Dipols gd am stirksten.
In Richtung des Dipols (also ¢ = 0 bzw. ¢ = ) verschwindet

der Energistromvektor.

Integrieren wir (5.7.17) iiber eine Kugelfliche, erhalten wir fiir die gesamte mittlere Strahlungsleistung
(Nachrechnen!)

271 s
(P):f dgoJ dz?rzsim?lg(ﬁ)
0 0 r
w4d2q2

C R2meycd”

(5.7.18)

Die charakteristische Abhingigkeit der abgestrahlten Leistung bzw. der Energiestromdichte o< cw*

erklirt das Blau des Himmels (John William Strutt, 3rd Baron Rayleigh, 1842-1919).

Die Sonne strahlt Licht ab, das sich aus allen Wellenlingen zusammensetzt. Wir nehmen es als die Farbe Weif3
wahr. Die blauen Anteile der Strahlung mit hoherer Frequenz werden durch die Atmosphire gemifd
und stirker gestreut als die roten mit niedrigerer Frequenz, d.h. es gelangt bei Blickrichtung senkrecht
zur Sonne mehr blaues Streulicht in unsere Augen als die anderen Anteile. Daher erscheint der Himmel blau.
Ebenso erklirt sich das Morgen- oder Abendrot. Hier gelangt das Licht aus Richtung der Sonne direkt in unser
Auge und es werden wieder die blauen Anteile mehr weggestreut als die roten, so dass das wahrgenommene
Licht rot erscheint.

5.8 Zeitabhingige Felder in Materie

Wir betrachten nun das elektromagnetische Feld in einem homogenen, isotropen Medium und betrachten
zunichst Felder mit harmonischer Zeitabhingigkeit bei einer festen Kreisfrequenz w. In der komplexen No-
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5.9. Brechung und Reflexion (Dielektrika)

tation sollen also alle Felder o< exp(—iwt) sein.

Die Materie wird dann einfach durch konstante Permittivititen € = € .¢,, Permeabilititen u = u, y,
und elektrische Leitfihigkeiten o charakterisiert. Diese Konstanten sind allerdings i.a. von der Kreis-
frequenz w der Wellen abhingig.

Es ist dann bequem, die Maxwell-Gleichungen durch das elektrische Feld E, das Magnetfeld B, sowie
die elektrische und magnetische Erregung D und H zu charakterisieren. Es seien weiter e und ]_;c
die freien Ladungs- und Stromverteilungen, also die zusitzlich zu den im Medium enthaltenden
Ladungen von auflen eingebrachten Ladungen und Strome. Im Falle eines leitenden Mediums kommt
zur Stromdichte noch die Leitungsstromdichte

ji=0F (5.8.1)

hinzu. Dabei vernachlissigen wir i.a. den Beitrag der magnetischen Kraft auf die Ladungstriger (s. die
entsprechende Diskussion in Abschnitt[3.4/im Gleichstromfall).

.

Im Folgenden schreiben wir fiir die komplexwertigen Felder
E(t,7)=E(7)exp(—icwt) (5.8.2)

und entsprechend fiir EC, o, und ]_;

7

Die makroskopischen Maxwell-Gleichungen fiir die rein 7-abhingigen Felder lauten dann

V x E =iwB, (5.8.3)
V.B=0, (5.8.4)
V x H+iwD = ji+ Jr, (5.8.5)
V-D=p; (5.8.6)

Hinzu kommen noch die Materialgleichungen

-

D=¢E= ereob:, B= qu[ = ,ur,uoﬁ, L= oE. (5.8.7)

5.9 Brechung und Reflexion (Dielektrika)

Wir betrachten nun eine ebene Welle der Kreisfrequenz cw, die aus einem homogenen nichtleitenden (o =
0) Medium mit Permittivitit €; = const, das den Halbraum x; < 0 ausfiillen mdge, auf ein Medium mit
Permittivitdt €, = const im Halbraum x; > O trifft. Die Absorption sei vernachlissigbar, d.h. wir nehmen an,
dass €, €, € R ist. Die Permeabilitdten seien u; = u, >~ u,.

Die Maxwell-Gleichungen entsprechen dann in jedem Medium denen im Vakuum, nur dass die Permittivita-

o n .
ten statt €, jewells €; = el >60 sind.
I
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5. Elektromagnetische Wellen und Optik

Fiir die allgemeine sich in Richtung von N ausbreitende ebene Welle gilt demnach

E (1) =EyexplibiN -1 —wt), k==, (5.9.1)
]

wobei die Phasengeschwindigkeiten in den beiden Medien durch

1 1 1
£ (5.9.2)

C: = = =
T ey L) ety 7
]

gegeben sind. Die n; = ‘/ei.rel) ist der Brechungsindex des Mediums; ¢ ist wie bisher die Lichtge-

schwindigkeit im Vakuum. Mit k; = 7;c/c und & i = k;N kénnen wir dann in der Form
E,(t,1) = Eqexplieo/c(n,N -7 —ct)] 59)

schreiben. Das Magnetfeld ist analog zum Vakuumfall durch

1 n; €0
B,=—NxE, = H =—LNxE = |2 nNxE, (5.94)
¢ MoC Mo
gegeben.
x Wir betrachten nun den oben beschriebenen Fall. Aus der Er-

fahrung wissen wir, dass die elektromagnetische Welle (Licht)

an der Grenzschicht x; = 0 i.a. sowohl reflektiert als auch ge-

brochen wird, d.h. es liuft eine weitere Welle in Medium 2

(x3 > 0) in einer gegeniiber der einfallenden Welle gednderten
x Richtung.

Wie in der Skizze gezeigt, nehmen wir an, dass die Richtung der

einfallenden Welle durch

sin
N=[ o (5.9.5)
cos?

gegeben ist. Durch die Richtung N der einlaufenden Welle und den Normalenvektor e, der Grenzfliche
zwischen den Medium wird die Einfallsebene definiert. Dabei ist definitionsgemif} ¢ € (0,7/2), denn die
einlaufende Welle soll ja aus dem unteren Halbraum einlaufen.

Fiir die reflektierte bzw. gebrochene Welle ist dann

sin®’ cos ¢’ sin "’ cos ¢”
N'=(sin®sing’ |, N’"={sind"sing” |. (5.9.6)
—cos’ cos}”’

5.9.1 Reflexions- und Brechungsgesetz

An der Grenzschicht x; = 0 sind weder duflere Flichenladungen noch Flichenstrome vorhanden, so dass
die Tangentialkomponenten von E und H entsprechend der Betrachtungen zum Verhalten der Felder an
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5.9. Brechung und Reflexion (Dielektrika)

Grenzflichen in Abschnitt|1.7|stetig sein miissen. Bei x; = 0 bedeutet dies fiir das elektrische Feld

ey X [Eqexp(inyN - r —iwt) + Egexp(in, N - r —ie't)], o
, (5.9.7)

=5 X [Eg exp(inyN" - 7 — ia)”t)]x320'

Es ist klar, dass 1) nur erfiillt sein kann, wenn die drei Exponentialausdriicke fiir beliebige 7|, _o und ¢
tibereinstimmen.

Das impliziert
a = =@ (5.9.8)

d.h. die Kreisfrequenz der ebenen Wellen ist tiberall gleich.

Da weiter N - 7, _o = x;sin ¢ ist, muss

sing’ =sing” =0 = ¢'=¢" =0 (5.9.9)
sein. Es ist also
sin’ sin}”’
N'= 0 , N'={ 0o |. (5.9.10)
—cos’ cos P}’

D.h. auch die Wellenvektoren der reflektierten Welle im unteren und der gebrochenen Welle im oberen
Halbraum liegen in der Einfallsebene, d.h. bei unserer Wahl der Koordinaten in der (x;, x;)-Ebene.
Schlieflich folgt aus der Gleichheit der Argumente der Exponentialfunktionen in (5.9.7)

nyx;sind = n,x;sind’ = n,x sind”. (5.9.11)
Dies kann nur erfiillt werden fiir
=%, nysind=n,sind”. (5.9.12)

Die erste Gleichung liefert das bekannte Reflexionsgesetz wonach der Einfallswinkel stets gleich dem
Ausfallswinkel ist. Die zweite Gleichung liefert das Snelliussche Brechungsgesetz
sindd_ »n

. ny .
- =2 sind’ =-Lsind. (5.9.13)
sind’  ny 7,

Da im physikalischen Wertebereich 3", € [0,7r/2] der Sinus eine monoton wachsende Funktion
ist, ist 9 < &, wenn 1, < n, ist, also beim Ubergang vom optische diinneren zum optisch dichteren
Medium. Es wird also dann das Licht zur Flichennormalen hin gebrochen. Fiir 7, > 7, und falls
ny/nysing < 1, lisst sich mit reellen Werten fiir ¢ erfiillen. In diesem Fall wird das Licht
von der Flichennormalen weggebrochen.

Fiir Winkel ¢, fiir die 7, /n,sin ¢ > 1 wird, wird " komplex. Da wir mit komplexwertigen Feldern
arbeiten, ist dies ebenfalls eine physikalische Losung der Maxwell-Gleichungen. Wir werden im {iber-
nichsten Unterabschnitt sehen, dass dann Totalreflexion eintritt.

\.

5.9.2 Polarisation des Lichtes bei Reflexion und Brechung

Wir betrachten zunichst den Fall, dass (5.9.13) durch eine reelle Losung fiir " erfiillt wird. Dann liegt ge-
wohnliche Reflexion und Brechung vor. Um die genauen Verhiltnisse der Polarisation des reflektierten und
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5. Elektromagnetische Wellen und Optik

gebrochenen Lichtes zu bestimmen, miissen wir aus den Stetigkeitsbedingungen der Tangentialkomponen-
ten von E und H die entsprechenden Komponenten von £ und E{ bestimmen, wobei die Amplitude der
einfallenden Welle E, gegeben ist. Die Amplitudenvektoren miissen wegen V - E = 0 stets senkrecht zum
Wellenvektor stehen, d.h. N- E, = N'- Ej = N" - Ef = 0. Weiter empfichlt es sich, die Amplitudenvektoren
nach Komponenten senkrecht und parallel zur Emfallsebene zu zerlegen, d.h.

Egcosd Eé” cos Ec’)h cos
Ey= Eqy , Ey= Ey, , Ej= ES, : (5.9.14)
—Ey sind —Eé” sin19l Eéh sin?”’

Dabei wurde die Richtung der entsprechenden Basisvektoren so gewahlt, dass die Ausbreitungsrichtungen
der Teilwellen (also N, N’ bzw. N”), die zur Einfallsebene parallelen Komponenten des elektrischen Feldes

(also Eq, E! £y bzw. E/ £y und ¢, in dieser Reihenfolge ein rechtshindiges Koordinatensystem bilden (vgl. die

obige Abbildung). Weiter gilt mit

H

1
Hy=——NXE,= —NxE

MoC1 T 4/Mo

Hy= _FM x Eq, (5.9.15)
Hj=-"2N"xE{.

v Mo

Mit folgt

— —E, | cost
0
Hy= \ /7”1 Eo]| )
0 Ey| sint
— EéL cost
/ €0 /
H, =\ —n | Ly | (5.9.16)
Ko EéL sin
— —Eé’l cos &’
€
Hy=,|—n, Ey
\ o E” sin®”

Die Stetigkeitsbedingungen fiir die Komponenten tangential zur Grenzfliche der beiden Medien (also der 1-
und 2-Komponenten) von £ und H bei x5 =0 liefert demnach das lineare Gleichungssystem

(Eq —EOH)00319 = EC/JTI cos®”, (5.9.17)
2 "
o+ By = 2 (5.9.18)
Eo +Ey, :Egl, (5.9.19)
(Eop —Ey) )cost = @Eéli cos " (5.9.20)
n

1

Vorgegeben sind die Amplituden Eq und £ der einlaufenden Welle, und wir miissen das lineare Gleichungs-

system 1 ) nach den gesuchten Amplituden fiir die reflektierte Welle (Eé” und £ | ) und die durch-

laufende gebrochene Welle (Eé{| und E7 ) auflésen. Aus (5.9.17) und ii folgt mit dem Brechungsgesetz
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5.9. Brechung und Reflexion (Dielektrika)
(5.9.13)

(ny/n,)cos ¥ —cos§”
(ny/n,)cosF + cos 3"
(sind/sin ") cos ¥ —cos ¥’
l (sin®/sin 9”)cos I + cos§”
sin cos ¥ —sin¢” cos ¢

W sin & cos? + sin 9" cos 9
tan(d —9”)

o”tztn(75l +97)

(5.9.21)

Den letzten Schritt kann man mit Hilfe der Additionstheoreme fiir cos und sin nachrechnen

sin(¢ + ")

cos(F +9")

_ sind} cos¥” +sin 3” cos ¢ (5.9.22)
cos ¥ cos#” —sin ¥ sin ¥

tan ¥ +tan ¢’

1—tandtan§”"

tan(d + ") =

Dabei haben wir im letzten Schritt den Zihler und den Nenner durch cos® cos®” dividiert. Ersetzt man in

dieser Gleichung 3" durch —9” folgt

tan? —tan ¢’

V4
tan(¥ —§7) = 1+tanPtan §”"

(5.9.23)

Damit wird
tan(¢ —3”)  (tand —tan?¥”)(1—rtanJ tan §”)
tan(¢ +9”)  (tand +tan 3”)(1 + tan P tan$”)’

(5.9.24)

Driickt man dies wieder mit cos und sin aus, findet man nach einigen Umformungen (Nachrechnen!) in der

Tat (5.9.21).

Genauso erhilt man aus (5.9.17) und (5.9.18) nach einiger Rechnung

y 2cos P sin”’
Eq = Eal
ol sin cos & + sin 9" cos 3"
g (5.9.25)
_ 2cos P sind
B O”sin(ﬁ+19”)cos(19—19”)’
und mit (5.9.19) und (5.9.20)
SNV 1 (9 — 9"
El —E, cosﬁsTnﬁ s%nﬁcosﬁ —_E, s%n( )’ (5.9.26)
cos ¥ sin§” + sin ¥ cos 3" sin(§ + 9”)
2 : /! 2 : 11
El —E, sin” cos ¥ _E sin cosﬁ‘ (5.9.27)

sind” cosd +sindcos ¥’ Ot sin(§ + 9”)
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5. Elektromagnetische Wellen und Optik

Damit ist unsere Aufgabe, bei Vorgabe der einlaufenden Welle die Eigenschaften der reflektierten und
gebrochenen Wellen zu bestimmen, durch die Fresnel-Gleichungen (Augustin Jean Fresnel, 1788-
1827) (5.9.21} [5.9.25}5.9.27) vollstindig geldst. Wir konnen nun daraus einige interessante Schlussfol-
gerungen iiber die verschiedenen Phinomene ziehen:

* Falls & > ¢, d.h. ny > n, ist, besitzt E]| gemifl (5.9.26) das entgegengesetzte Vorzeichen im
Vergleich zur einlaufenden Welle, d.h. bei Reflexion am dichteren Medium findet ein Phasen-

sprung um 7t statt. Dasselbe gilt tibrigens auch fiir die zur Einfallsebene parallele Komponente,
wo unter diesen Bedingungen zwar wegen (5.9.21) £/, dasselbe Vorzeichen wie die einlaufende

o
Welle besitzt, aber der geometrischen Bedeutung gemif$ einer Richtungsumkehr des reflektier-
ten gegeniiber dem einlaufenden Polarisationsvektor entspricht.

e Ist ¢ so gewihlt, dass 3" + ¢ = /2, d.h. wenn die reflektierte und gebrochene Welle in zuein-
ander senkrechten Richtungen voneinander weglaufen, so wird in tan(¢ + 9”) — oo,
d.h. der parallel zur Einfallsrichtung polarisierte Anteil der Welle wird nicht reflektiert, und
das reflektierte Licht ist senkrecht zur Einfallsebene linear polarisiert. Bezeichnen wir die-
sen Winkel mit &p, folgt mit dem Brechungsgesetz das Brewstersche Gesetz (David Brewster,

1781-1868) (5.9.13)

7,y sintp

n—l = m = tanﬁp. (5928)

5.9.3 Totalreflexion

Wir betrachten nun noch genauer den Fall, dass 72, > 7, ist, also den Ubergang vom optisch dichteren in ein
optisch diinneres Medium. Betrachten wir das Brechungsgesetz (5.9.13) in der Form

sind” = ZLsin . (5.9.29)
()

Fiir Einfallswinkel ¢ mit arcsin(n,/n,) < ¢ < /2, wird die rechte Seite der Gleichung > 1, d.h. es gibt
keine reelle Losung fiir ¢”. Es spricht jedoch in unserer Behandlung des Randwertproblems mit komplexen
Feldern nichts dagegen, die Fresnelschen Formeln auch auf diesen Fall anzuwenden. Dann ist

sind”’ = Lsind>1 und cos?®” = 1—sin28” <O0. (5.9.30)
7

Da nun cos " auch komplex (in unserem Fall sogar rein imaginir) werden darf, miissen wir das Vorzeichen
beim Wurzelziehen aus dem physikalischen Kontext festlegen. Dazu betrachten wir (5.9.1) fiir die gebrochene
Welle im Halbraum x; > 0. Im Exponenten ergibt sich fiir den riumlichen Anteil wegen (5.9.10)

E" o< exp(ik,N" - 1) = exp[ik,(x; sin?” + x5 cos ¢")] (5.9.31)

Dasind” € R, entspricht dies bzgl. der Abhingigkeit von x; wieder einer Wellenldsung, die vom Betrag her

beschrinkt ist. Allerdings ist, wie eben erliutert, in diesem Fall cos? ¢” < 0und damit cos ¢ = i sin? 9 —1.
Wiirden wir hier das untere Vorzeichen wihlen, wiirde dies einem exponentiellen Anwachsen des elektrischen
Feldes (5.9.31) entsprechen. Folglich miissen wir also zwingend

n
cos®’ = +ivsin? ¥ —1=i sin? ¢ —1=ix (5.9.32)
n
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5.9. Brechung und Reflexion (Dielektrika)

setzen. Dabei ist das Argument der Wurzel reell und ihr Wert gemiaf} der tiblichen Konvention der reellen
Whurzel positiv, d.h. es ist x > 0.

Demnach breitet sich also das elektrische Feld im oberen Halbraum nicht als Welle aus sondern wird fiir wach-
sende x; gedampft. Betrachten wir aber zunichst die reflektierte Teilwelle. Gemif} gilt in unserem
Fall

sin? cos? —sin?”’ cos P’

E. =FE
oI~ " sin 9 cosd + sin 9" cos 9
sind cos§ —ix(n/n,)sin
= Lo - - (5.9.33)
sin® cos & +ix(n/n,)sind
. cos® —ix(ny/n,)
~ o d +ix(ny/ny)
Nun ist
cos? +ix(ny/n,) = p exp(ig)) (5.9.34)
mit
o= \/cos2 G+ x2(n?/n3), @|| = arccos <cosz9> € (0, 7). (5.9.35)
P
Damit wird
EL = By PO 0 _ i —aig) 5.9.36
o=l exp(ig) O exp(—2ig) (5.9.36)

d.h. die zur Einfallsebene parallele Komponente des elektrischen Feldes der reflektierten Teilwelle besitzt die
betragsmiflig gleiche Amplitude wie das einlaufende Feld, ist jedoch um den Winkel (—2¢) phasenverschoben.

Fiir die zur Einfallsebene senkrechte Komponente der reflektierten Welle folgt aus (5.9.26)

cos?sin?”’ —sin & cos

cos sin?” + sin @ cos 3
(n,/n,)cosYsin —ixsin

Ec/u =Ey

n,/ny)cos¥sind +ixsind

(m1/n,)
£ (ny/ny)cos§ —ix
OL(nl/nz)cosﬁ +ix’

Man analysiert diese Gleichung genauso wie (5.9.33). Man erhilt dann

(ny/ny)cosT +ix = p | exp(—ig|)

(ny/ny)cosd
PL

(5.9.38)

mit o = \/(721/712)2 cos? 3 +x2, ¢ = arccos< > € (0, 7).

Dann wird
Ej) = Eqy) exp(—2ig,), (5.9.39)

d.h. wie der parallel zur Einfallsebene polarisierte Anteil der reflektierten Welle ist auch der senkrecht zur
Einfallsebene polarisierte Anteil der reflektierten Teilwelle ist gegeniiber der einfallenden Welle phasenver-
schoben, allerdings um einen anderen Phasenwinkel (—2¢ ).
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5. Elektromagnetische Wellen und Optik

Schliefilich analysieren wir den im oberen Halbraum laufenden gebrochenen Anteil der Welle genauer. Hierzu

schreiben wir wieder (5.9.25) und (5.9.29) mit Hilfe von (5.9.29) und (5.9.32) um:

2cosFsint”’
sin¥ cos ¥ + sin ¥ cos 9"
2cos¥(n,/n,)sind
Isin & cos & + (2, /n,)sin Jix
_ 2(ny/ny)cos
T Weos I +i(ny/ny)x’
2sin " cosd
sin?” cos ¥ + sin ¢ cos 3"
2(ny/n,y)sint cos
ny/n,)sint cos + sin Pix
2(ny/ny)cos
(ny/ny)cos? +ix

" o_
Loy =Eq

=E,

(5.9.40)

Vi
Ey =Eq

_EOL(

=k

Auch hier weisen also die zur Einfallsebene parallele und senkrechte Komponente des elektrischen Feldes
unterschiedliche Phasenverschiebungen gegeniiber der einlaufenden Welle aus. Entscheidender ist hier aber

der Exponentialfaktor (5.9.31). Schreiben wir ihn wieder mit Hilfe von (5.9.29) und (5.9.32), erhalten wir
E” o< exp{iky[x,(n,/n,)sin® +ixx;]} = exp(ik;x; sin? — kyxx;). (5.9.41)

Dabet haben wir k), = w/c, = n,c/c und also k,n, /ny = cwny /c =k, verwendet.

An der Grenzfliche x; = 0 bewegt sich also eine Welle entlang der x,-Achse mit der Wellenzahl &, sin ¢
fort. Fiir x5 > 0 wird die Welle gedimpft. Betrachten wir als Zahlenbeispiel den Fall einer Grenzschicht
zwischen Glas und Vakuum (bzw. Luft), also 7; = 1,5 und 7, = 1. Setzen wir dazu als Beispiel den
Winkel ¢ = 7/3. Dann ist sin 3" = 1,5sin(7/3) ~ 1,3 und folglich x = 4/1,32 — 1 ~ 0,84. Dann ist fiir
x; = A, =27 /k, der Dimpfungsfaktor bereits exp(—27x) =~ 5,5- 1072, d.h. die besagte Welle schreitet
also nur in einer sehr diinnen Schicht entlang der Grenzfliche fort.

5.10 Beugung

Die Erkenntnis, dass es sich bei Licht um ein Wellenphinomen handelt, ist vor allem der Entdeckung der
Beugungserscheinungen zu verdanken. Insbesondere das Youngsche Doppelspaltexperiment (Thomas
Young, 1773-1829) hat hierbei eine wichtige historische Rolle gespielt. Unter Beugung versteht man dabei
Interferenzerscheinungen, die auftreten, wenn Wellen auf Hindernisse treffen.

Esist klar, dass die elektromagnetische Theorie des Lichtes auch hier im Prinzip die korrekte Beschreibung ist,
um alle Verhiltnisse bei der Beugung, also sowohl die Intensitit des Lichts hinter dem Hindernis als auch seine
Polarisation unter Vorgabe der Lichtquelle vollstindig zu beschreiben. Allerdings erweist sich die Losung des
entsprechenden Randwertproblems als auflerordentlich schwierig. Nur in wenigen sehr einfachen Fillen, wie
die Beugung an einem Halbraum, lisst sich das Problem vollstindig und analytisch l6sen (vgl. dazu [Som78]]).
Wir begniigen uns daher hier mit der skalaren Beugungstheorie und der Kirchhoffschen Niherung (Gu-
stav Kirchhoff, 1824-1887), die sich hervorragend bewihrt, soweit es die Lichtintensitit betrifft und den Fall,
dass die Lichtquelle weit von den beugenden Objekten entfernt ist und wir die Lichtintensitdt in nicht zu
grofler Nihe dieser Objekte beobachten. Wir betrachten daher im Folgenden eine einzelne skalare Grofe #,
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worunter wir uns z.B. eine kartesische Komponente des elektrischen Feldes vorstellen konnen, und betrach-
ten monochromatische Wellen der Kreisfrequenz c:

U.(t,7) = u(7)exp(—iwt). (5.10.1)

5.10.1 Das Huygenssche Prinzip

Die Kirchhoffsche Theorie geht vereinfachend davon aus, dass die Welle sich bis zur Blende ungestort ausbrei-
tet und daher die Welle innerhalb der Offnungen vorgegeben ist. Die anschauliche Idee zur Beantwortung der
Frage, wie sich die Welle jenseits der Blende ausgehend von den Offnungen, weiter ausbreitet, ist das Huy-
genssche Prinzip (Chirstiaan Huygens (1629-1695), auf den auch die ersten Wellentheorien des Lichtes (1678)
zurilickgehen).

Demnach ist die Welle hinter der Blende als Superposition von Kugelwellen anzusehen, die von
jedem Punkt innerhalb der Offnungen in der Blende ausgehen:

X3

Kugelwellen von Offnungen

25

Punktlichtquelle

Wie die obige Abbildung illustriert, muss natiirlich die Punktlichtquelle hinreichend weit weg von der Blende
positioniert sein, so dass sie alle Offnungen ausleuchtet. Ebenso muss das durch die Offnungen gelangende
Licht hinreichend weit weg von der Blende beobachtet werden, so dass sich die einzelnen Kugelwellen in der
Beobachtungsregion auch iiberlagern und die entsprechenden Interferenzerscheinungen auch tatsichlich
auftreten.

Wir untersuchen also als erstes die Frage, wie eine Kugelwelle mathematisch zu beschreiben ist. Betrachten
wir dazu zunichst eine monochrmoatische Kugelwelle, deren Quelle sich am Ursprung des Koordinatensy-
stems befindet. Wir suchen also eine Losung fiir die Wellengleichung fiir eine Funktion der Form mit
u (7)=ur), wo (r,4,¢) wieder die iiblichen Kugelkoordinaten bezeichnen.
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5. Elektromagnetische Wellen und Optik

’ Aus der Wellengleichung folgt mit dem Ansatz
OU =0 mit O= Cizaf —A (5.10.2)
fir #, die Helmholtz-Gleichung
(A+kHu, =0 mit k=w/c. (5.10.3)

Fiir eine Kugelwelle ist nun aus Symmetriegriinden #,(7) = #.(r), und wir konnen den Laplace-Operator in

Kugelkoordinaten (A.2.7) anwenden. Daraus folgt

1

Au,=—3*(ru)=—k*u,. (5.10.4)
r

Es ist nun offensichtlich bequem, mit dem Ansatz #.(r) = v(r)/r zu arbeiten. Setzt man dies nimlich in

(5.10.4) ein, folgt

v"(r) =—k>0(7), (5.10.5)

und das ist die Differentialgleichung fiir einen harmonischen Oszillator mit der allgemeinen Lsung

v(r)=Aexp(ikr)+ Bexp(—ikr)

1 . . (5.10.6)
=> u(r)= ;[Aexp(der) + Bexp(—ikr)]

mit Integrationskonstanten A und B. Setzen wir dies in den Ansatz (5.10.1) ein, folgt (unter Verwendung von
w =ck)

U.(t,7) = %{A exp[—ik(ct — r)]+ B exp[—ik(ct + )]} (5.10.7)

Offenbar beschreibt dies die Uberlagerung einer vom Ursprung radial nach aufien laufenden und einer auf den
Ursprung radial zulaufenden Welle. Fiir unsere Zwecke bendtigen wir stets rein auslaufende Kugelwellen,
d.h. Lésungen mit B =0.

Wir betrachten also nun genauer die spezielle Losung einer auslaufenden Kugelwelle
A .
G(r)=—exp(ikr). (5.10.8)
r

Berechnen wir dazu zunichst den Laplace-Operator nochmals unter Berticksichtigung der Tatsache, dass wir
aus der Elektrostatik wissen, dass A(1/7) = —478G)(7) ist, denn das Potential ¢(7) = g /(47e,7) beschreibt
das Coulomb-Feld einer Punktladung (vgl. Abschnitt[1.6). Nun ist nach der Produktregel (Nachrechnen!)

AG(r) = A explibr)AL + 2% exp(ik r) - ¥ exp(ikr) + lAexp(ikr):|
L r r

—A| —4780)(F)exp(ikr)+ 2V exp(ikr) - %l + lA exp(ik 7)] (5.10.9)
roor

- > . -1 1 .
=A —4%3(3)(r)+2VeXp(1/er)-V—+—Aexp(1/er)}
roor

Verwenden wir nun, dass V f(r)=7/rf'(r) ist, folgt nach einigen Umformungen (Nachrechnen)

AG(r) =—4nASO(F)— k2 G(7). (5.10.10)
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Wir sehen also, dass fiir A =1/(47)

G(r)= Lexp(ik r) (5.10.11)
4rtr
wird und damit
—(A+E)G(r)=80)F) (5.10.12)

gilt. Die Funktion G stellt somit die Greensche Funktion fiir den Helmholtz-Operator —(A + k?)
dar, die auslaufenden Kugelwellen entspricht.
Hat man also die Helmholtz-Gleichung mit einer beliebigen Quelle J(7), also

—(A+E)u, (7)=](7) (5.10.13)

zu l3sen, ist mit unserer Greenschen Funktion (5.10.11) eine Losung durch

. _’_-’/
@)= PreE—vyE)= [ @rSRRE=TD; (5.10.14)
R3 R3 4r|r —7/|

gegeben. Dies ist die formale Fassung des Huygensschen Prinzips: Das Wellenfeld #,(7) am Beobach-
tungspunkt 7 ist durch die Superposition der von jedem Punkt 7/, an dem sich Quellen befinden,
ausgehenden Kugelwellen gegeben. Dabei ist J(7') die ,,Quellstirke® am betreffenden Punkt 7’.

5.10.2 Mathematische Losung des Beugungsproblems

Im Folgenden wollen wir das Huygenssche Prinzip auf das Beugungsproblem anwenden. Dazu wenden wir

den Gauf3schen Integralsatz auf das Vektorfeld

V()= G =7 )V u (F)—u (7 )V'G(F 7 (-10.15)

fiir ein Volumen V an, dessen eine Begrenzung & V, die Blende mit den Offnungen und eine Halbkugelfliche

mit sehr groflem Radius R — oo ist (s. die Abbildung unten).

X3

av,

=

*1
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Wie in der Abbildung eingezeichnet, legen wir den Ursprung unseres Koordinatensystems in die Nihe der
Beugungsotfnungen. Der Gauf3sche Integralsatz lautet

Jd%’%ﬂ\?(?’):f B V(). (5.10.16)
\% av

Nun ist mit (5.10.15)

VV=(V'u) (VG)+ulNG—(V'G)-(V'u)—GAu,

(5.10.17)
=u, NG—GAu,.
Da #_ die Helmholtz-Gleichung erfiillt, und wegen
NGGF—7)=AGF—7)=—8O(F —7)—k*G(F -7 (5.10.18)
folgt nach kurzer Rechnung (Nachrechnen)
V-V =80G =7 )u (7 (5.10.19)
und damit wegen
u (7)) = LV &f[GE =W (7)—u ()W GG —7)]. (5.10.20)

Da aufler durch die im Endlichen gelegenen Offnungen kein Licht durch die Blende gelangt, fillt #,(7') fiir
7’ — oo wie 1/7’ ab. Das ist auch konsistent mit der anschaulichen Lésung des Problems durch das Huy-

genssche Prinzip. Entsprechend ist V/u,(7') ~ 1/7" fiir r’ — 0. Die gleiche Uberlegung gilt natiirlich auch
fiir die Green-Funktion G(7 —7'). Der Integrand in (5.10.20) fillt also fiir »” — oo wie 1/7" ab, und folglich

verschwindet fiir R — oo der Beitrag vom Integral iiber die Teilfliche & V), denn d? ]F "= R?d§'dy’¢,, d.h.
wir miissen nur tiber die Offnungen in der Blende integrieren.

Nun nehmen wir eine in 7, gelegene punktférmige Lichtquelle an, d.h. die Quelle ist wieder eine Kugelwelle,
und unterhalb und entlang der Blende soll demnach gemifl der Kirchhoffschen Annahme
exp(ik|7 — 7))

%(7):%—'7 = (5.10.21)
e

gelten.

7

D.h. die Kirchhoffschen Annahmen ergeben schliefilich

1. auf der Blende &V, ist aufler in den Offnungen #, = 0 und %uc =0,
2. in den Offnungen der Blende nimmt die Welle die ungestorten Werte der Kugelwelle (5.10.21)

an.

Wir betonen, dass dies eigentlich ein mathematischer Widerspruch ist, denn wie bei der Laplace-Gleichung

fiir das elektrostatische Potential kann man auch bei der Helmholtz-Gleichung eigentlich nur entweder Rand-

werte fiir #, oder fiir Vi . vorschreiben. Um die jeweils nicht gegebene Information (d.h. in unserem Fall Vi o

wenn wir die zweite Kirchhoffsche Annahme macheni zu vermeiden, miissten wir also eigentlich anstelle der
-5. 10.11

freien Green-Funktion der Helmholtz-Gleichung ) eine an die Form der Blende und deren Offnungen
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angepasste Green-Funktion mit den entsprechenden Dirichletschen Randbedingungen verwenden, was aber
1.a. sehr schwierig ist.

Setzen wir also (5.10.11) und (5.10.21) in (5.10.20) ein. Wir bendtigen dazu zunichst die Gradienten der Green-
Funktion (5.10.11) und der Lichtquelle (5.10.21) (Nachrechnen!):

> e 7—7 ) 1 e o
V/G(r—r/):—% ik — ———— )exp(ik|7 — 7)),
7|7 —7/|? |7 —7/|
(5.10.22)

-

12 —7/ 1

- . Q . o R

Vi (7) = —u, 7o —7F <lk B 7/|>€Xp(1/€|rQ —7|).
Q Q—

Nun betrachten wir den Fall, dass die Beugungséffnungen auf einen kleinen Bereich »” = |#’| < d beschrinkt
sind und nehmen an, dass sowohl die Punktlichtquelle als auch der Beobachtungspunkt sehr weit von den
Blendenéffnungen entfernt sind. Dann ist auch & =27/A>> 1/|7 —7| und k > 1/|7 — 7', d.h. wir kénnen

jeweils die zweiten Terme in den Klammern vernachlissigen:

= =y
VG —7) :—i/e—4ﬂT — s exp(k[T =707 =7

B (5.10.23)

To—7T
mexp(lkhQ 7D+ O(|7q— 7'[7).
0—

V' (7) = —iku,
Setzen wir diese Niherung in (5.10.20) ein, folgt mit dem Normalenvektor 7 der Blendenoberfliche d ]? =
7d? f/

(7) = ko f g2 SPUEITQ — 1) exp(ik]7 — 7))
n\r)=— - — — —
‘ 4 Offnungen |7Q - /| |7 - 7’/l

Fo—1 g
Aol __T7T )
=71 =71
Nun ist wegen rQ > r"und r > r’ sowohl der Winkel ¢Q zwischen dem Normalenvektor 7 auf die Blen-
denfliche und 7, als auch der Winkel ¢ zwischen 7 und (—7) stets sehr klein (s. die obige Abbildung), d.h.

(5.10.24)

— 7Q_7/ - A
COS¢Q:71'_,—_,/%71'7QN1,
7o — 7]
Q (5.10.25)
— 7_7/ - A
cosqﬂ:—n-r ﬁ/lw—n-rwl.
r—7r

Dabei ist 7 = 7/r der Einheitsvektor, der vom Koordinatenursprung (der auf der Blende gewihlt wurde)
zum Beobachtungspunkt weist und entsprechend #(, der Einheitsvektor der vom Ursprung zur Lichtquelle
zeigt.

Setzen wir (5.10.25) in (5.10.24) ein, folgt

u (%)= (5.10.26)

_ 2ikug f 2/ SPUkITQ —71) exp(ik|7 —7')

4 Offnungen |7Q - 7/| |; - ;/l

Wegen 75> 7’ kénnen wir den ersten Faktor als konstant ansehen, d.h. dort 7/ =0 setzen.
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5. Elektromagnetische Wellen und Optik

Damit finden schlief8lich mit all diesen Niherungen das Huygenssche Prinzip bestitigt:

(k|7 —7|)

u(7)=C f g gL (5.10.27)
C)ffnungen |7 -7 |

denn diese Formel besagt ja, dass sich das Feld am Beobachtungspunkct als Uberlagerung der von jedem
Punkt 7’ der Offnungen ausgehenden Kugelwellen ergibt.

Unter unseren Annahmen ist dabei die Quellstirke tiber die Offnungen konstant. Zur Vereinfachung haben
wir als Abkiirzung

kuy exp(ikrg)
27 7Q

C= (5.10.28)
geschrieben.

Nun ist aber 1.a. selbst das Integral (5.10.27) noch sehr schwierig exakt zu berechnen. Wir leiten also noch
weitere Niherungen her, die wieder ausnutzen, dass 7’ < d < 7 ist. Dann kénnen wir |7 —7’| nach Potenzen
von r’/r < 1 entwickeln. Es gilt

F—F = F—FR = r2 472277

7\ 2 7/ (5.10.29)
=7 1—|—<—> —27-—=rvl+e.
r r
Nun entwickeln wir die Wurzel bis zur zweiten Ordnung in (»/7), d.h.
1
1/1+€:1+§—§€2+ﬁ(63). (5.10.30)

Offenbar ist tatsichlich @(¢*) = O[(7'/7)*]. Setzen wir den Audruck fiir € ein, folgt nach einigen Rechnungen

(Ubung/)
—/ N\ 2 -’.-’/2 /\ 3
77 :r<1_w_+1<’—> _Er) +ﬁ[<’—> D (5.1031)
r 2\ r 2r 7

Im Integranden (5.10.27) diirfen wir nun im Nenner offenbar |7 — 7’| & r setzen. Im Argument der Expo-
nentialfunktion miissen wir (5.10.31) verwenden.

Hier sind nun zwei Fille zu unterscheiden:

Kann man den Beitrag der Ordnung O[(7'/r)?] vernachlissigen, spricht man von Faunhofer-Beu-
gung (Joseph von Fraunhofer, 1787-1826), andernfalls spricht man von Fresnel-Beugung (Augustin
Jean Fresnel, 1788-1827).

Hier betrachten wir nur den einfacheren Fall der Fraunhofer-Beugung. Dazu miissen wir uns noch kurz die
Bedingungen fiir deren Giiltigkeit iiberlegen. Damit die Beitrige der Ordnung O[(7'/r)?] vernachlissigbar
gegeniiber dem Beitrag der Ordnung O(7’/r) sind, muss gelten

kr (N> wr?  nd?
—(— < —X1,

2\ Ar T A (5.10.32)
RG 7Pk _wd
2r3 T 2y T Ar '
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5.10. Beugung

Es muss also
wd A

— — 5.10.33
r << d ( )

erfillt sein, damit die Bedingungen fiir Fraunhofer-Beugung erfiillt sind.
Dies kann man stets dadurch erreichen, dass man r hinreichend grofy macht. Jedenfalls ergibt sich dann

fir

o . o
exp(ikr) Ef exp(—ik-7), k=Fk?. (5.10.34)
Offnungen

u(7)=C

y

Bis auf Konstanten ist also bei der Fraunhofer-Beugung das Interferenzmuster durch die Fourier-
Transformation der Beugungsoéffnungen gegeben.

5.10.3 Rechteckige Beugungsoffnung

Als einfachstes Beispiel betrachten wir als Beugungsoffnung ein Rechteck (—a/2,4/2) x (—b/2,5/2) in der
12-Ebene des kartesischen Koordinatensystems. Dann legen wir den Ursprung des Koordinatensystems in

den Mittelpunkt des Rechtecks, und (5.10.33) wird zu (nachrechnen!)

u.(7) = exp (ikr)

f J dx2 exp —1k(x1x1 +x2x2)/7’]
—a)2 b/2

;. <a/ex1> , <bkx2>
= C'sinc sinc ,
2r 2r

wobei wir C' = Cexp(ikr)/r ~ C exp(ikL)/L = const gesetzt haben. Dabei ist L der Abstand zwischen dem
Mittelpunkt der Blenden6ffnung und der Beobachtungsebene. Auflerdem haben wir die Funktion

(5.10.35)

sin o

sinca =

(5.10.36)

eingefiihrt.

Die Lichtintensitit ist / = |#,|*>. Da bei x; = x, = 0 die sinc-Faktoren 1 werden (warum?), wird dort
die Lichtintensi tit maximal. Bezeichnen wir diesen Maximalwert mit , ist demnach

I(7) = Isinc? <ﬂ]€l>sincz<b2kx2>. (5.10.37)

2r r

Offenbar liegen die Beugungsminima bzgl. der x;-Richtung, d.h. die Stellen, wo / = 0 wird, bei
akx,,/2 = nnL mit n € Z # {0}, d.h. bei x;,, = nrA/a. Genauso folgt bzgl. der x,-Richtung
x,, =nri/b.

5.10.4 Einzelspalt, Doppelspalt, N-fach=Spalt

Das Resultat fiir den Einzelspalt erhalten wir formal fiir 5 — oco. Dabei riickt das erste Intensititsminimum
bzgl. x, immer niher an x, =0.
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1

Einzelspalt‘ N=2 ‘ D‘oppelspalt‘
09 ] 09 4 :_Ba Einzelspalt ----- ]
0.8 F 9 0.8 F
0.7 ] 0.7 b
0.6 1 0.6 |
= 05 = 05 ¢
~ ~
04 F 9 04 F
03 F 9 03 F
0.2 ] 02
0.1 1 0.1
0 . 0
-3z —2r -7 0 T 2 3n -3z
akxy /(2r) akxy /(2r)
1 ‘ ‘ 1 : T ‘ ‘
_ . N-Fachspalt _ D N-Fachspalt
0.9 fl‘\’ :_35(1 B Einzelspalt - - - - - 1 0.9 IX _ %2 ; " Einzelspalt - - - - - E
0.8 . 0.8 o
. 1
0 7 ' 0 7 II
0.6 A 0.6 . B
< 05 ; < 05 : ‘
~ ' ~ .
0.4 '-‘ 0.4 .
03 . 0.3
0.2 ' 0.2 '.'
0.1 0.1 l l
0 bLeserre. AN . = 0 Lasac=men 7T z" 2 B >
-3z —2r -7 0 T 2 3n -3z —2r -7 0 T 2 3n
akxy /(2r) akxy /(2r)

Abbildung 5.2: Intensititsverteilung bei Fraunhofer-Beugung am Einzel-, Doppel-, 5-fach- und 20-fach-Spalt.

Wir kénnen fiir den Einzelspalt also x, = 0 setzen. Dann wird der zweite sinc?-Faktor in (5.10.33)
einfach zu 1, d.h. entlang der x;-Achse ist die Intensititsverteilung

s ) = i <“/2€x1 > (5.10.38)
7

\.

Betrachten wir nun den Doppelspalt. Es sei der Abstand der beiden Spalten A und die Breite des Einzelspaltes
wieder a. Dann ist im Fourierintegral iiber die Bereiche x| € [A/2—a/2,A/2+a/2] und x| € [-A/2—
a/2,—A/2+ a/2] zu integrieren, und das liefert (Nachrechnen!)

Al2+a)2
u.(x) = C[ JA/Z p dx| exp(—ikx x|/7)

—A/2+a/2
+J dx; exp(—i/exlx{/r):| (5.10.39)
—A/2—a /2

Ak k
:2Ccos< x1>sinc<d x1>'
2r 2r

Es tiberlagert sich also das Beugungsbild des Einzelspalts mit dem Beugungsbild, das sich fiir den Limesa — 0
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5.10. Beugung

ergibe, also

1 PPN (5 ) o exp[—ikx,A/(27)] + explikx,A/(27)] = 2cos[Akx, /(27)]. (5.10.40)

Fiir die Intensititsverteilung ergibt sich

doppel)

I(x;) = |

2 Ak k
=41, cos’ ad! sinc? akdad! , (5.10.41)
2r 2r

wobei I, das Intensitdtsmaximum des Einzelspalts ist. Bei x; = 0 ergibt sich also fiir den Doppelspalt
die vierfache Intensitit im Vergleich zum Einzelspalt.

Das erklirt sich damit, dass bei x; = 0 alle von jedem Punkt in den Spalten ausgehenden Huygensschen Kugel-
wellen konstruktiv interferieren. Entsprechend ist die Amplitude dort doppelt so grof$ wie die Amplitude
beim Einzelspalt, die Intensitit also, wie berechnet, viermal so grofs.

Entsprechend erhilt man fiir N Spalten im Abstand A mit Hilfe der Summenformel fiir die geometrische
Reihe (Nachrechnen!)

N—1
ugN)(xl) o< Zo exp(—ikAx,An/r)

_ 1= exp(—iNkAx,/7)
1—exp(ikAx,/7)

_ exp[iNkAx,/(27)]—exp[—iNkAx,/(27)]
exp[ikx,/(2r)]—exp[—ikAx,/(27)]
exp[—iNkx,/(27)]
exp[—ikAx,/(27)]

_ sin[NkAx,/(27)] exp[—iNkAx,/(27)]

sin[kAx,/(27)] exp[—ikAx,;/(27)]

(5.10.42)

Die Intensitit hinter dem N-fach-Spalt ist also unter Berticksichtigung der Beugung am jeweiligen Ein-

zelspalt
sin’ [ NkAx,/(27)] . 2<akx1>
sinc” [ — ).
sin’[kAx, /(27)] 2r
Dabei ist wieder I, die maximale Intensitit fiir den Einfachspalt. Auch hier kann man mit der de

L’Hospitalschen Formel nachrechnen, dass 7,,(0) = N?I ist. Die anschauliche Begriindung ist analog
wie oben beim Doppelspalt.

In(x,) = |”c(x1)|2 =1 (5.10.43)

Mit der Doppelwinkelformel sin(2a) = 2sin @ cos @ bestitigt man, dass fiir N = 2 wieder die Formel fiir den

Doppelspalt (5.10.39) folgt, wie es sein muss.

In Abb. [5.2]sind die Intensititsverldufe fiir den Einzel-, Doppel-, den 5-fach- und den 20-fach-Spalt
geplottet. Wie man sicht, werden die Einzelpeaks, die sich durch Uberlagerung der von den Spalten
ausgehenden Teilwellen ergeben, umso schirfer je mehr Spalten das Beugungsgitter enthilt (bzw. von
der Lichtquelle beleuchtet werden).
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5. Elektromagnetische Wellen und Optik

5.10.5 Geometrische Interpretation der Fraunhoferbeugung

Beobachtungsschirm

X1

Blende

Betrachten wir (5.10.34) fiir das Gitter nun noch einmal unter geometri-
schen Gesichtspunkten. In Fraunhoferscher Beobachtung wird die Ampli-
tude wegen r ~ L = const

u (7)= CJ dx| exp(—ikx]sing), (5.10.44)
Offn.

wobei sing = x;/r >~ tang = x,;/L der Sinus des Winkels der Beobach-
tungsrichtung ist (s. Skizze, wobei die Naherung natiirlich nur gilt, wenn
der Winkel ¢ wesentlich kleiner als in der Zeichnung, also wenn L we-
sentlich grofler als die Abmessung NA des gesamten Gitters, ist). Dabei
konnen wir die Verbindungslinien von jedem Spalt zum Beobachtungs-
punkt auf dem ,unendlich weit entfernten® Beobachtungsschirm als par-
allel ansehen. Sehen wir vom Beugungsbild des Einzelspalts ab, machen
also @ < A und betrachten nur Beobachtungspunkte mit aksing/2 < 1,
so dass sinc? ak(sin ¢ /2) ~ 1 gesetzt werden kann, miissen wir nur noch
die Exponentialfunktionen fiir jede Offnung, also iiber x{ = nA mit
n € {0,1,...,(N — 1)} summieren, was die bereits oben angegebene geo-
metrische Reihe ergibt.

Dies ldsst sich nun auch rein geometrisch verstehen. Wir beginnen ja die
Abzihlung der Spalten willkiirlich beim duflersten linken Spalt bei 7z =0,
und setzen den entsprechenden Beitrag exp(—inkAsin ¢) = 1. Die nichste

Welle, die vom Spalt # = 1 ausgeht, weist gegeniiber der Welle von 7 = 0 eine Phasenverschiebung auf, die
sich aus dem Gangunterschied & der entsprechenden Teilwelle gegeniiber der vom linken Spalt ausgehenden
Teilwelle berechnen ldsst. Dieser Gangunterschied ist gemif$ der Skizze durch

%%singﬂ = & =Asing (5.10.45)

gegeben. Die entsprechende Phasenverschiebung zwischen beiden Wellen ist @ = &8 Fiir n = 2 ist die Pha-
senverschiebung 2a usw. d.h. fiir den n-ten Spalt ist die Phasenverschiebung gegentiiber der Teilwelle, die von

Spalt » = 0 ausgeht, na.

Imz

Man kann sich nun die komplexen Zahlen exp(—iza) in
der komplexen Zahlenebene als Vektoren (,Zeiger®) auf-

Rez getragen denken (s. die obige Skizze). Die Gesamtamplitu-

de ergibt sich dann durch die Summe all dieser Vektoren
bzw. durch Aneinanderhingen der Pfeile. Aus dem Drei-
eck mit dem Winkel /2 liest man fiir den Radius » des
Umbkreises ab 7 sin(a/2) = 1/2, daja der rote Pfeil die Lin-
ge 1 besitzt. Die Gesamtamplitude ist dann durch die Lin-
ge der blau eingezeichneten Sehne gegeben, und diese ist
27 sin(Na/2). Damit ergibt sich schlie8lich fiir die Inten-
sitit

Lo—1 sin’(Na/2) _ sin’(NkAsing/2)

o sin’(2/2)  sin’(kAsin ®/2)

was mit dem ersten Faktor in (5.10.43) tibereinstimmt

und entsprechend das ,N-Spalten-Interferenzmuster® be-

, (5.10.46)

schreibt. Der zweite Faktor liefert die Intensititsinderung aufgrund der Interferenz der Teilwellen, die von
jedem Punkt des Einzelspalts mit der Breite 4 ausgehen.
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5}

Abbildung 5.3: Die geometrischen Verhaltnisse des zylindrischen Wellenleiters: Der Wellenleiter liegt mit
seiner Achse parallel zur z-Achse eines kartesischen Koordinatensystems {¢;, é,, €, }. Der Querschnitt ist also
in der xy-Ebene gelegen und ein kompaktes Gebiet D. Dessen Rand dD ist bzgl. des ebenen kartesischen
Systems {€;,¢,} positiv orientiert. Der Vektor ¢, bezeichnet den Tangentenvektor an dD und €, den stets
nach auflen weisenden Normalenvektor an dD in der x,x,-Ebene: €, =€ x ¢;.

Man kann mit Hilfe von (5.10.46) durch eine Grenzwertbildung iibrigens auch zu dieser Intensititsverteilung
fiir den Einzelspalt kommen. Dazu denkt man man sich die Einzelspaltoffnung in N Spalte der Linge A =
a/N geteilt. Dann ergibt die der Summation der Zeiger entsprechende geometrische Reihe gemifl (5.10.46)

e OF sin(kAsing/2)  sin[ka/Nsin¢/2]

sin(NkAsing/2) __sin[kasing/2] _ Nsinc<’€“5ﬂ>, (5.10.47)

Dabei haben wir im letzten Schritt fiir N — oo den Sinus im Nenner durch sein Argument genihert. Die
maximale Intensitit ergibt sich wieder bei ¢ = 0 und entsprechendes Skalieren liefert wieder

: kasi
I =|u,|* = I,sinc? <$>, (5.10.48)

was wegen x; /7 = sin ¢ in der Tat mit (5.10.38) tibereinstimmt.

5.11 Wellenleiter

In diesem Abschnitt betrachten wir die Standardtheorie der zylindrischen Wellenleiter. Dabei handelt es sich
um einen sehr langen metallischen, sehr gut leitenden Hohlzylinder. Wir wollen zunichst kurz den Fall allge-
meinen Querschnitts betrachten, d.h. die Leitlinie des Zylinders sei eine beliebige abschnittsweise glatte Kur-
ve. Wir legen die Zylinderachse in die x;-Richtung eines rechtshindigen kartesischen Koordinatensystems,
sodass die Leitlinie fiir beliebiges x5 ein und dasselbe Gebiet D in den jeweiligen Ebenen parallel zur x;-x,-
Ebene umschliefit. Die Leitlinie ist dann d D, und wir wollen diese in positive Richtung, d.h. entgegen dem
Uhrzeigersinn orientieren. Weiter bezeichnen wir mit é; den Einheitstangentenvektor an dD in positiver
Orientierungsrichtung und den nach auflen weisenden Normalenvektor an die Leitlinie mit ¢,,. Es gilt dann
offenbar &, =€, x &;. Diese geometrischen Verhiltnisse werden in der Abbildung[5.3|skizziert.

5.11.1 Allgemeine Wellenleiter

Wir setzen im folgenden voraus, dass das Innere des Hohlleiters als Vakuum behandelt werden kann, in dem
sich keinerlei Ladungen oder Magnete befinden. Dann gelten dort die Maxwell-Gleichungen in der Form

1
dB=—rotE, rotB——gE=0, divE=0, divB=0. (5.11.1)

4
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Bilden wir die Zeitableitung der zweiten und die Rotation der ersten Gleichung, finden wir zusammen mit
der dritten Gleichung, dass die kartesischen Komponenten £ der Wellengleichung gentigen miissen (Nachrech-
nen!). Umgekehrt folgt durch Bildung der Zeitableitung der ersten und der Rotation der zweiten Gleichung
auch die Wellengleichung fiir B (Nachrechnen!), d.h. es gilt

OE =0B =0. (5.11.2)

Nunmehr nehmen wir an, das Material der Hohlleiterwinde sei ideal leitfihig. Daraus folgen die Randbedin-
gungen an £ und B. Zu deren Herleitung bezeichnen wir mit » | = x,e,+x,¢, die Projektion des Ortsvektors
7 auf die x,-x,-Ebene. Im Folgenden bedeutet ein Ausdruck der Art E|; ), dass der Ausdruck fiir beliebiges
x5 giltund 7| € D, also auf der Leitkurve des Zylinders, liegt.

Es ist klar, dass bei der vorausgesetzten idealen Leitfahigkeit des Hohlleiters die Tangentialkomponenten von
E an den Zylindermantel verschwinden miissen, d.h. es gelten die Randbedingungen

Eilap =e¢,-Elop =Es|lap =0. (5.11.3)
Wir betrachten Felder mit harmonischer Zeitabhingigkeit der Form
E(t,r) = Eo(r)expl(—icot), B(t,r)=By(r)exp(—icot). 6.11.4)

Jetzt ist es auch einfacher, Randbedingungen fiir B(r) herzuleiten. Aus der ersten Gleichung (5.11.1) folgt
zusammen mite X e, =e,

_lwgn 'Q(wil)bD = (gsEz _ngs)laD =0 :>Bn|3D =0, (5115)

denn die Tangentialkomponenten von £ sind ja gemifl (5.11.3) entlang des Zylindermantels konstant. Genau-
so leiten wir aus der zweiten Gleichung (5.11.1) die Randbedingung

3,B,|,p =0 (5.11.6)

her (Nachrechnen!).
Die Wellengleichung geht fiir die harmonische Zeitabhingigkeit in die Helmbholtz-Gleichung
(A+EHE (r)=(A+E)By(r)=0 mit k=w/c (5.11.7)

tiber. Aufgrund der Translationssymmetrie des Problems in z-Richtung konnen wir die Helmholtzgleichung
in 7 | und z separieren, d.h. wir kénnen E(ew, r) und B(w, r) als Produkt einer Funktion, die nur von z und
einer, die nur von 7| abhingt, ansetzen. Diesen Ansatz in (5.11.7) eingesetzt ergibt (Nachrechnen!)

Eo(r)=E (r))expliksx;),  Bo(r)=B,(r)exp(iksxs). (5-11.8)
Insgesamt haben wir fiir die Felder also nunmehr den Ansatz

E(t,) = E(r ) explibyr,—icor), 5119

B(t,1)=B,(r | )exp(iksx; —icwt).
Als nichstes wollen wir zeigen, dass mit diesem Ansatz die vier Maxwell-Gleichungen (5.11.1) sich drastisch
vereinfachen lassen. Wir werden nimlich gleich sehen, dass

(a) die beiden ersten Gleichungen bereits die beiden letzten Gleichungen implizieren und

(b) die Anteile der Felder £ | = (£, E,,0) und B| = (B, B,,0) senkrecht zur Zylinderachse bereits durch
Vorgabe der Komponenten E; und B; folgen, d.h. wir finden die allgemeine Losung des Problems be-
reits daraus, dass wir die allgemeine Losung der Helmholtzgleichungen fir E5 und B; unter
Beriicksichtigung der Randbedingungen (5.11.3) und (5.11.6) angeben und daraus £, und B | bestim-
men.
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Um die Behauptung (a) zu zeigen, bendtigen wir nur die harmonische Zeitabhingigkeit des Ansatzes (5.11.9),
die impliziert, dass J,E = —iwE und d,B = —iwB ist. Dies in die beiden ersten Gleichungen in (5.11.1)
eingesetzt liefert

iwB=VxE, —ZE=VxB, (5.11.10)
C

d.h. sowohl B als auch E sind bis auf Faktoren die Rotationen des jeweils anderen Feldes,und da V-(Vx V) =0
tiir jedes Vektorfeld gilt, sind folglich auch die beiden letzten Gleichungen in erfille.

Behauptung (b) erfordert einige Rechnungen. Dazu zerlegen wir alle Vektoren und Felder in Komponenten
entlang der x;-Achse und senkrecht dazu, also, wie bereits oben eingefithrt r = r | + x5, E = E | + Eze,
usw. Dabei ist offenbar einfach 7| = (x;,%,,0)%, E | = (E},E,,0)T usw. Setzen wir den Ansatz in die
beiden ersten Gleichungen ein und zerlegen alle Gleichungen nach Komponenten in x;-Richtung und
in senkrechter Richtung erhalten wir

iwB,| =—ey; x (VE;3—iksE | ), (5.11.11)
ikywe By =V XE, |, (5.11.12)
—iw/?E, | =e; x (ik3B,| — VBy), (5.11.13)
—iw/c’e;E;3 =V x B, . (5.11.14)

Betrachten wir die longitudinalen Feldkomponenten E;; und By; als gegeben, haben wir hier also vier Glei-
chungen fiir die vier unbekannten dazu senkrechten Feldkomponenten £ | und B, . Wir sollten also in der
Lage sein, die letzteren Komponenten durch die Longitudinalkomponenten auszudriicken. Dazu wenden wir
die fiir jeden Vektor v giiltige Beziehung

e;x (e xv)=¢e5(e5-v)—2 (5.11.15)
zunichst auf (5.11.13) an. Dann ergibt sich nach einfachen Umformungen (Nachrechnen!)

Dies verwenden wir nun, um in (5.11.13) den Term o< e; x B, | zu eliminieren. Nach einer weiteren kleinen
Umstellung erhalten wir mit & = w/c (Nachrechnen!)

1
£y = m(kai% —we; X VB,3), (5.11.17)

d.h. wir kénnen bei vorgegebenen Longitudinalkomponenten E,; und B,; tatsichlich £, bestimmen.

Bilden wir andererseits (5.11.15) auf (5.11.13) an erhilt man nach kurzer Rechnung

16_62093 X Ey) =iksBy| — VB (5.11.18)

und damit in (5.11.11) den Term o< ey x E, | eliminiert liefert schlief8lich

1

k
B = m <’%YB13 + 5 X YEl3>- (5.11.19)

Wir kénnen also tatsichlich die transversalen Komponenten £, | und B, aus den longitudinalen Kompo-
nenten E; und B;; berechnen, sofern nicht diese beiden Komponenten verschwinden.
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5. Elektromagnetische Wellen und Optik

Diese Losungen konnen wir nun in zwei Anteile zerlegen, nimlich transversal elektrische (TE) und
transversal magnetische (TE).
(TE) Dann ist definitionsgemaf3 ESE) = 0 und mit (5.11.17) und (5.11.19
(TE) _ (TE) _ @ (TE)
Eu_ __kz—k2£3 XYBB __/6_353 XEU_ )
0 (5.11.20)
(TE) _ _iks v
=1l b2 _ k32 —713
(TM) Dann ist definitionsgemif3 BgM) =0 und mit (5.11.17) und (5.11.19
L, '= szn’
‘k3 . (5.11.21)
(T™M) _ 1 (T™M) _ (TM)
B, = C(kz_/%z)ﬁ XEjy = Eﬁa XE |

Zuletzt miissen wir noch den Fall diskutieren, dass beide Longitudinalkomponenten E,; = B,; = 0 verschwin-
den. Dann sprechen wir von transversal elektromagnetischen (TEM) Wellen, und wir miissen wir auf die

urspriinglichen Gleichungen zurtiickgreifen. Offenbar folgt aus
VxE, =0 (5.11.22)
Wegen E,; = 0 ist nun auch £5 =0 und damit wegen V- E =0
0=V E =exp(ikyx; —iwt)V-E,| =>V-E,| =0. (5.11.23)

Folglich muss E | | (r ) die Losung eines ebenen elektrostatischen Problems sein. Ist die Querschnittsfliche
D einfach zusammenhingend, muss im Inneren des Zylinders demzufolge E,; = 0 sein, denn dann existiert
ein elektrostatisches Potential ®(x;,x,) mit £,; = —V®, und der Rand D muss Aquipotentiallinie sein.
Demnach ist eine (und damit die einzige) Losung der Laplacegleichung A® = 0 ein konstantes Potential
® = const. Wegen verschwindet dann auch B, |, d.h. in einem solchen Fall existieren keine TEM-
Wellen.

Nur wenn wir eine Anordnung wie ein Koaxialkabel haben, wo auch noch ein Innenleiter vorliegt und das
Gebiet D mehrfach zusammenhingend wird, kann es nichtverschwindende elektrostatische Losungen £, | =
—® geben (im Fall des Koaxialkabels vgl. dazu (1.7.44), wo wir den entsprechenden Zylinderkondensator fiir
Gleichspannung behandelt haben), wobei ® das entsprechende elektrostatische Potential ist. In diesem Fall

ergibt die Wellengleichung
O[E, | exp(ikyx; —icwt)] = (k3 —w?/?)E | exp(iksx; —icwt) =0

5.11.24
Cc

Falls also, wie beim Koaxialkabel, TEM-Wellen existieren, so breiten sich diese fiir jede Frequenz
entlang der Wellenleiterachse mit der Vakuumlichtgeschwindigkeit aus. Wegen ist dann
B,| = ey x E, |, und die Welle ist einer ebenen Welle im freien Raum sehr dhnlich. Der einzige Un-
terschied ist, dass die Amplitude entlang der Querschnittsfliche des Wellenleiters gemif$ der elektro-
statischen Losung fiir £, | eine Funktion von 7 | ist.
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5.11. Wellenleiter

Der Vollstindigkeit halber sei angemerkt, dass die Quellen der Felder im Wellenleiter sich als Oberflichenla-
dungen und Oberflichenstrome ergeben. Dazu betrachtet man wieder die Abb.|1.5} wobei man als die blaue
Fliche einen (infinitesimalen) Ausschnitt des Zylindermantels verwendet. Bei unserer Wahl der Normalen in

Abb. 5.3 wird entlang der Zylinderwand (Nachrechnen!)
oQ=—¢¢, £, kq=—uee,xB.

Dabei sind E bzw. B die Werte der Felder unmittelbar an der inneren Oberfliche des Wellenleiters.

5.11.2 Eigenmoden fiir rechteckige Wellenleiter

Betrachten wir nun als konkretes Beispiel einen rechteckigen Wellenleiter. Es sei also D = [0,a4] x [0, 5].
Nach den obigen Betrachtungen fiir allgemeine Wellenleiter miissen wir nur E5(x;,x,) und B5(x;,x,) fir
die beiden Fille transversal elektrischer (TE) und transversal magnetischer (TE) Wellen berechnen, d.h. die
allgemeine Losung der Helmholtz-Gleichung

(A+E)E(t,7)=0, (A+k*)By(t,r)=0 (5.11.25)

finden. Setzen wir den Ansatz (5.11.8) in (5.11.4) ein, erhalten wir daraus

(A+kD)E;3(x1,%,) =0, (A+k] —k5)By5(x;,x,) =0. (5.11.26)

Diese Gleichungen sind unter Berticksichtigung der Randbedingungen (5.11.3) und (5.11.5), also fiir die x;-
Komponenten
Ejlop =0, e,-VBi;|op =0, (5.11.27)

zu 16sen. Dabel ist
kT =k —k;. (5.11.28)

Eine wichtige Losungsstrategie fiir solche Probleme ist es, einen Separationsansatz zu versuchen. Betrachten
wir zunichst die TM-Wellen, also B,; = 0. Wir setzen also den Ansatz

Eq3(x15 %) = X, (x1)X5(x,) (5.11.29)
in (5.11.25) ein und erhalten
X7 ()X () + X (x1) X5 () = _kiX1(x1)Xz(xz)- (5.11.30)
Dividieren wir diese Gleichung durch X (x,)X,(x,) und formen etwas um, erhalten wir

X)) (Xf)
X,(x) <X2<xz>+ L>'

(5.11.31)

Da nun die linke Seite dieser Gleichung nicht von x, und die rechte nicht von x; abhingen, miissen beide
Seiten konstant sein, d.h.

X{'(xy) . X7 (xy)
X5(xy)

=—k; mit k; =k —kf. (5.11.32)

Die allgemeinen Losungen dieser Differentialgleichungen sind offenbar

Xy(x1) = A cos(kyxy) + By sin(ky x,),

5.11.33
X5(x,) = A, cos(k,x,) + B, sin(k,x, ). ( )
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5. Elektromagnetische Wellen und Optik

Die Randbedingung fiir E; in ( 7) verlangt X,(0) = X,(0) =0, was A; = A, = 0 bedeutet. Weiter muss
noch X,(a) = X,(b) = 0 gelten, und das ist der Fall wenn k,a und k, b jeweils ein ganzzahliges Vielfaches von
7T 1st.

Wir erhalten somit die folgenden Lésungen

T™)

E&;m,n =sin(k,,,x,)sin(k,, x,) Srlery
mit klm:%, /ez,l:%, mneN={1,2,..). o

Dabei benétigen wir fiir 72 und 7 nur die positiven ganzen Zahlen, weil die negativen Zahlen bis auf das
Vorzeichen dieselben Losungen, also linear abhidngige Losungen, liefern. In der Theorie der Fourier-
Reihen zeigt man, dass einen vollstindigen Satz von Losungen der Helmholtz-Gleichung
liefern, d.h. alle Lésungen kénnen in eine Reihe der Form

™
Ei3(x1,%5) = Z E;rm )E& m)n( 1%2)

m,neN

Z EM™ gin (k, nX1)sin(ky,x,)

m,neN

(5.11.35)

(TM)

entwickelt werden. Man nennt die entsprechenden Funktionen E;; "

(5.11.32) kann also /eper nur die diskreten Werte

KW= k2 k2 (5.11.36)

annehmen. Stellen wir nun (5.11.27) zu k2 k2 — /ei um, wird klar, dass sich Wellen entlang der x;-
Achse nur dann ausbreiten kénnen, wenn k? > 0 ist, denn andernfalls wird k; rein imaginir. Der

die Wellenmoden. Wegen

minimale Wert fiir kj_TM) ist der Wert (5.11.35) fiir m = n = 1. Demnach muss also

B> <1 +b12> Eo (5.11.37)

(TM)

sein, d.h. es kdnnen sich nur dann TM-Wellen ausbreiten wenn die Frequenz w > e, ™ = ck, ist.
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5.11. Wellenleiter

Genauso findet man die TE-Wellenmoden. Der einzige Unterschied ist die Randebedingung fiir B,

in (5.11.26), die zu

Bgi)n = cos(ky,, %) cos(k,, x;) (5.11.38)

mit denselben Werten fiir k; bzw. k, wie in , wobei jedoch auch die Fille m» =0, n # 0
bzw. m # 0, n = 0 erlaubt sind. Man macht sich anhand von klar, dass m = n = 0 nicht
zur Ausbreitung von Wellen entlang der x;-Achse fiihrf] Weiter folgt, dass fiir « > b demnach die
Grenzfrequenz, oberhalb derer sich TE-Wellen ausbreiten konnen,

w,=ck, '=— (5.11.39)

ist. Das ist dann iiberhaupt die kleinste Frequenz eines Signals, die mittels des Wellenleiters iibertragen
werden kann.

“Fiir m = n =0 wilre B;; = const und B, | = 0. Dann ist aber div B # 0 (Nachpriifen!).

Fiir die Feldmodenkomponenten senkrecht zur Wellenleiterachse finden wir mittels (5.11.20) und (5.11.21)
(Nachrechnen!)

™ lk klm Cos(klmxl)Sin(an xZ)
E = 2| ky,sin(ky,, 1)) cos(ky, 1) |, (5.11.40)
' kJ_mn 0
- ik —ky, sin(ky,, x1) cos(k;, X;)
—(1L W)m = 2 klm Cos(k1mx1)sin(k2nx2) l} (51141)
’ CkJ_mn 0
on Cos(klm xl) Sin(an xZ)
—iTLEZ,m = kzlk Ry, sin(ky,, x1) cos(k,, x,) (5.11.42)
Lmn 0
E ick Ry sin(ky,, ) cos(ky, x,)
—(u im ——— | kg, cos(ky,,x,)sin(k,,x,) |. (5.11.43)
Lmn 0

Insbesondere sehen wir, dass auch die erste Randbedingung in (5.11.3), also e, - E| 5 p = 0, erfiillt ist (Nachprii-
fen!).
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5. Elektromagnetische Wellen und Optik

Fassen wir alles zusammen, erhalten wir fiir die Felder
Mt r)= S E,(,m EM™ Xy, %Xy)+ E M Xq5 X
(t,7) m;ﬂ [e3E 5, (%1:%2) 1Lmn(1 2)] i
exp(ik;x; —iwt),
M, )= > Epn B (61,1, expliky s —iot), (5.11.45)
m,n=1
(¢, 7) Z B (%15 % 2)E(T ) (x1,%;)
mm=0 " (5.11.46)
exp(ik3 X3 —lwt),
BTE) (T )
£,7) B X15%,) + B Xqy X
R m;o [€3B13 1 (*¥1:%2) R (%15%2)] 517
exp(ik;x; —iwt).
Dabei ist zu beachten, dass zwingend gé;fE) =0 ist, wie oben erortert. Jedes im Wellenleiter mogliche
Feld ldsst sich als Superposition aus TE- und TM-Moden berechnen.

5.11.3 TEM-Moden beim kreiszylindrischen Koaxialkabel

Als einfachstes Beispiel fiir die Ausbreitung von TEM-Wellen entlang eines Wellenleiters betrachten wir das
kreiszylindrische Koaxialkabel. Es sei der Radius des Innenleiters 4 und der des Auflenleiters b. Wir neh-
men wieder einen idealen Leiter an, so dass die allgemeinen Ausfithrungen in Abschnitt gelten. Wir
beriicksichtigen allerdings fiir dieses Beispiel nur die TEM-Wellen. Selbstverstiandlich gibt es auch TE- und
TM-Wellenmoden. Deren Behandlung erfordert aber Kenntnisse tiber die Bessel- und Neumann-Funktionen
(Zylinderfunktionen). Fiir den kreiszylindrischen Wellenleiter bzw. das kreiszylindrische Koaxialkabel sei
auf die Literatur verwiesen, z.B. [Som01}[Som77]].

Fiir die Bestimmung der TEM-Wellen miissen wir gemaf (5.11.22) nur das elektrostatische Problem fiir das

Feld E1 1 (7)) 16sen. Dabei bedienen wir uns der tiblichen Zylinderkoordinaten. Wegen der Symmetrie des
Problems gilt fiir das entsprechende statische Potential

8(7,) = ®(R), (5.11.48)
und mit Hilfe von folgt
AD = %ER(RQR):O. (5.11.49)

Wie bereits in Abschnitt bei der Behandlung des Zylinderkondenstators gezeigt, gilt fiir unsere Rand-
bedingungen

®(R) = —, In(R /a), (5.11.50)
wobei wir willkiirlich den Nullpunkt des Potentials auf den Innenleiter gelegt haben. Das entspricht im ent-
sprechenden elektrostatischen Problem einer Belegung des Innenleiters mit positiver und des Auflenleiters
mit negativer Ladung (fiir ®, > 0). Das elektrische Feld ergibt sich zu

2,

E, (R)= Sy (5.11.51)
und damit o
E(t,7)= ER;O exp(ikyx; —iwt). (5.11.52)
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5.12. Hoblraumresonatoren

Gemif} (5.11.24) gilt die Dispersionsrelation fiir freie elektromagnetische Wellen k3 = £ = «w/c. Das Ma-
gnetfeld berechnet man sofort aus der ersten Gleichung (5.11.1). Wegen der harmonischen Zeitabhingigkeit
konnen wir namlich tiberall d, durch —iew ersetzen, und daraus folgt

= 1= . . @ : .
B(t,7)= L rotE = e ik Ep =8, — exp(ikyx; —icwt). (5.11.53)
w ¢ ?cR
Hier ist es sehr einfach, die Flichenladungsdichten bzw. die Flichenstromdichten auf dem Innen und Aufien-
leiter zu bestimmen. Am Innenleiter (Auflenleiter) ist e, =—e (e, = +e) und folglich
€,®

0Qlr=s =—€0¢, " E= =2 exp(ikyx; —icot),
¢
fob % exp(ikyx; —icot),
1 L@ . , (5.11.54)
@Q|R:¢ =——¢,xXB=e¢, exp(ik;x; —iwt),

Ho Hota

1 o
é |R:b = __gn X ‘E = _EZ 0
Q Ho foch

Man rechnet sofort nach, dass die Kontinuititsgleichung fiir die Flichenladungen und -strome gilt am Innen-
leiter (Nachrechnen!)

0Qlr=p =—€0¢, E=—

exp(ik;x; —iwi).

1we®,

J0q=—ilwog=— exp(ikyx; —iwt). (5.11.55)
und " 5 . @
div/_e;Q = 5370 exp(ik;x; —iwt) = Ml exp(ikyx; —iwt) = —0,04, (5.11.56)
toca tocla

wobei wir im letzten Schritt pyc? = 1/¢, verwendet haben.

5.12 Hohlraumresonatoren

Bei Hohlraumresonatoren haben wir es mit endlichen von einem Leiter umschlossenen Hohlram zu tun. Wir
betrachten nur den einfachsten Fall eines kastenférmigen Hohlleiters. Es sei also der Hohlraum der Quader

[0,4] % [0,5] % [0, c].

Wir suchen gleich die Eigenmoden, die sich aus dem Separationsansatz
4,(,7) = a; expl—ieot) X, (x)Y, () Z,(2) (5.12.1

tiir das Vektorpotential ergeben.

Dabei verwenden wir das Vektorpotential in Coulomb-Eichung, verlangen also
V.A=o0. (5.12.2)
Das elektromagnetische Feld ergibt sich dann zu
E=—3A—V® B=VxA. (5.12.3)

Dies erfiillt die beiden homogenen Maxwell-Gleichungen identisch. Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen
mit p =0 und j =0 liefern fiir Felder mit harmonischer Zeitabhingigkeit o< exp(—icwt) und w = ck

V-E=—A®=0, (5.12.4)
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5. Elektromagnetische Wellen und Optik

wobei wir (5.12.3) und (5.12.2) verwendet haben. Da im Hohlraum keine Ladung vorhanden ist, muss zwin-
gend ® = 0 sein, und die verbliebene Gleichung

= = 1 = <!
\Y% XB—C—Zé)tE:‘uO] =0 (5.12.5)

liefert durch Einsetzen von (5.12.3) und Beriicksichtung der Eichbedingung (5.12.2) die Helmholtz-Glei-
chung

(A+k)A=0. (5.12.6)
Setzt man den Separationsansatz (5.12.1) ein, ergeben sich fiir die Modenfunktionen die Losungen

X:(x) :Agf) cos(kyx)+ B)(Ci) sin(k; x),

1

Y;(x) :A;i)cos(/ezy) —I—By)sin(kzy), (5.12.7)

Z(z) :A(Zi> cos(k;z) —I—By) sin(k;z).

4

Da die Hohlraumwinde ideale Leiter sein sollen, miissen die Tangentialkomponenten von E und damit wegen

-

E=—3A=iwA (5.12.8)

auch die Tangentialkomponenten von A auf den Quaderflichen verschwinden miissen.

Fiir die zur xy-Ebene parallelen Flichen bedeutet dies, dass

Z,(0)=2Z,(c)=0, Z,(0)=2Z,(c)=0, (5.12.9)
fiir die zur xz-Ebene parallelen Flichen

Y,(0)=Y,(b)=0, Y4(0)=Y;(b)=0 (5.12.10)
und fiir die zur yz-Ebene parallelen Flichen

X,(0)=X,(a)=0, X;(0)=X,(a)=0. (5.12.11)

Aus den Randbedingungen fiir x = 0 bzw. y = 0 bzw. z = 0 folgt, dass die entsprechenden Funkionen der

Form (5.12.7 Aﬂf) :Ag,l) = A(Zi) = 0 erfiillen miissen, also reine sin-Funktionen sind.

Dass sie auch am anderen Rand x = a bzw. y = b bzw. z = ¢ ebenfalls verschwinden, ergibt fiir die
erlaubten Wellenvektoren £ die diskreten Werte

1 13
< (5.12.12)
mit 7,773 €Ny={0,1,2,...}, /ez;éO.

. J

T
a

Wir schreiben ab jetzt vereinfacht
s (x) =sin(kyx), s,(y)=sin(k,y), s3(z)=sin(k;z). (5.12.13)
Bis jetzt ergibt sich fiir die Komponenten von A also

A(t,X) = ayexp(—icwt) X, (
Ay(t,X) = ayexp(—icwt)Y,(

= R
SN—
29
o
=2
N—"
v
w
—
N

)
(x)s3(2), (5.12.14)
As(t,X) = azexp(—iwt)Z;(z)s(x)s,(y)-
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5.12. Hoblraumresonatoren

Damit die E1chbed1ngung 2) erfiillt ist, muss offenbar X/ (x) o< 5 (x),
Wegen (5.12.7) folgt daraus, dass wir

setzen kénnen. Damit wird schlief$lich

und aus (5.12.2) folgt fiir jedes mogliche durch (5.12.12) bestimmte k,

!
I

V-A=—7- /;sl(x)sz(y)%(z) =0=>a-

() o< 55(y), Z5(z) ox s53(z) sein.

(5.12.15)

(5.12.16)

(5.12.17)

Wir betrachten zunichst den Fall, dass alle Komponenten k; # 0 fiir i € {1,2,3} sind. Wie bei freien ebenen

Wellen, gibt es zu jedem solchem zu k zwei transversale Moden. Wir wihlen 61(k) und ez(k) als zueinander

orthogonale Einheitsvektoren, so dass El(le) X 62(16) —k /F ist, d.h. die beiden Vektoren bilden in dieser

Reihenfolge zusammen mit k& /k eine rechtshindige kartesische Basis.
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5. Elektromagnetische Wellen und Optik

Wir definieren nun die Moden-Funktionen

)cos(k,x)sin(k,y)sin(k;z)
)sin(k,x)cos(k,y)sin(k;z)
)sin(k,x)sin(k,y)cos(k;z)

R R €1a(
Ap ) =NER) [ e

€3(

(5.12.18)

= ;Y

Dabei ist N(k) eine Normierungskonstante.

Um sie zu bestimmen, miissen wir nun zwei Fille unterscheiden, denn offenbar ergeben sich auch
nichtverschwindende Losungen wenn ein k; = 0 ist. Sind zwei oder gar alle drei der b, = 0, wird
nimlich (5.12.18) offenbar null. Wir miissen also im Folgenden zwei Fille unterscheiden:

¢ Eine Komponente von k verschwindet. Nehmen wir als Beispiel eine Mode mit k£, = 0. In dem

Fall ist notwendig A Az . =0, weil diese Terme sin(k;x) = sin0 = 0 enthalten, d.h. in

B2 = CE R
diesem Fall gibt es nur einen Polarisationsrichtungvektor, nimlich ?(IO)(O,/ez,k3) = ¢,. Damit
iiberhaupt /T/; 3 # 0 ist, miissen notwendig k, # 0 und k; # 0 sein. Analog kann man auch fiir
k, = 0 bzw. by = 0 argumentieren. In diesem Fall haben wir fiir jedes solche k jeweils nur eine
Modenfunktion entsprechend der einen Polarisationsrichtung:

4(0) >\ _ 70 . ) .
A(O,kz,k3),1<x) - N(o,kz,k3) sin(k,y)sin(k;z)é;,
10) ) . . R
A 0k F) =Ny o1, sin(krx)sin(ks 2)e, (5.12.19)
1©) 2 — N© . . -
A(kDO:kZ) 3(¥)= N(/el,/ez,o) sin(k;x)sin(k,y)é;.

Alle drei Komponenten von £ sind von O verschieden. Dann gibt es, wie oben erldutert und in
Analogie zum Fall freier ebener elektromagnetischer Wellen, stets zwei linear unabhingige Pola-

risationsvektoren, die wir wie oben angegeben zusammen mit & /k als rechtshindige kartesische

Basis wihlen.

Zur Bestimmung der Normierungsfaktoren bemerken wir, dass die Modenfunktionen ein orthogonales Sy-
stem von Funktionen in folgendem Sinne bilden. Dazu definieren wir fiir zwei beliebige auf dem Quader
Q =[0,a] x [0,b] x [0,c] definerte Vektorfelder V,, V, € R’ ein Skalarprodukt

<‘71 | ‘72>: fQ PV (F)- Vo).

(5.12.20)

Bertrachten wir nun die Modenfunktionen (5.12.18). Durch direktes Nachrechnen (Ubung!) zeigt sich, dass

<AA,/;’
< 70
kj

<,za°>
k,j

gilt. Damit ergibt sich fiir die Normierungskonstanten, die wir positiv wihlen

I‘YA,’,; > =80 Ni(R)V /8,
- - 22
A(go,)j, > =881 [N R v /4, (5.12.21)
Al;,/l > =0.
Ny(k)= 8V, NOGR)=v/4]V. (5.12.22)
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5.12. Hoblraumresonatoren

Dann konnen wir die Fourier-Entwicklung der Losungen der Maxwell-Gleichungen im Hohlraum
nach diesen Modenunktionen in der Form

= 2 N _ R ) )
A=373 [axk) expl—ico(k)t] +aj(k) exp[ +ieo(k)e ]| Ay ,(F)
< (5.12.23)
+ 25247 ) empl—cok)e] + 4 (R)expl ok ]| 47
k ),

3
j=1 !

schreiben. Dabei haben wir ausgenutzt, dass die Modenfunktionen Ldsungen fiir beide Exponential-

faktoren sind, da in der Helmholtzgleichung nur &2 = wz(g)/ 2 = k2 /c? vorkommt und wir reelle
Lsungen suchen. In der zweiten Summe ist natiirlich nur tiber die beiden jeweils von 0 verschiedenen

Komponenten von k zu summieren.

Die Koeffizienten a /1(/;) kann man aus den Anfangsbedingungen /T(O, x) und th(o, X) gewinnen. Ver-
wenden wir nimlich die Orthogonalititsrelationen (5.12.21) erhalten wir fiir Moden, wo keine Kom-

ponente von k verschwindet

(4], ’z@),; )= ay(k)+a;(k) = 2Reay(k),

B, . . R (5.12.24)
(34, ’A i )= —ilay(k)—aj(k) = 2Ima(k)
und analog fiir die verbliebenen Moden, wo eine Komponente von k null ist
<ﬁlt:o A > =aP(k)+4" (k) = 2Rea”(k),
kyj ! ! ! (5.12.25)

(91|47 ) = —ila; k) —a (k)= 2Tma % k)

Wir erhalten also in der Tat aus den Anfangsbedingungen Real- und Imaginirteil fiir alle 2 /1(/;) und
2§°>(/Z).

Wir bemerken ohne Beweis, dass damit jede Anfangswertaufgabe durch die Enwicklung nach den Moden-
funktionen geldst werden kann. Dies ist der Vollstindigkeit dieser Modenfunktionen zu verdanken, d.h.
jedes Vektorfeld, das die Wellengleichung und die Lorenz-Eichbedingung sowie die oben definierten Rand-
bedingungen erfiillt, durch eine Modenentwicklung der Form dargestellt werden kann. Wie aus
und klar wird, handelt es sich dabei um Entwicklungen in Form von Fourier-Reihen.
Wir besprechen nun noch einen anderen wichtigen Aspekt der Modenentwicklung. Dazu nutzen wir aus,
dass die Feldmoden die Helmholtz-Gleichung erfiillen und alle divergenzfreien Vektorfelder, die die Rand-
bedingungen erfiillen, durch die Fourier-Entwicklung nach den Modenfunktionen (5.12.18) und (5.12.19)
darstellbar ist, d.h. es gilt

3 - =
A7) =D Ta)(t, k) L+ Zza](.O)(t,/e)Ag(z). (5.12.26)
~ ,

=17

Wir miissen nun nur noch die Wellengleichung fiir A erfiillen. Nun folgt aber aus dem Fourier-Ansatz (5.12.26)
, dass

DA, %) =0 = 82a,(t,k) + way(t,k), w=clk| (5.12.27)

207



5. Elektromagnetische Wellen und Optik

gilt, d.h. wir haben die Anfangswertaufgabe auf die Losung eines entkoppelten Systems aus Gleichungen fiir
unabhingige harmonische Oszillatoren zuriickgefiihrt. Analog folgt die auch fiir die Funktionen aj.o). Die

allgemeinen Losungen sind

a)(t,k) = A (k) exp(—iewt) + A5(R)expliot) mit @ = c|k|,

)
a§O>(t,2) Ai.o)(/;)exp(—ia)t)+A§O)*(E)exp(iwt) mit w:c|/€|.

(5.12.28)

Dabei erhilt man die benétigten Anfangswerte fiir die Fourierkoeffizienten a,(t, k) wieder wie oben aus der

Orthonormalitit der Modenfunktionen aus den vorgegebenen Anfangsbedingungen fiir /_{(t, xX).

In diesem Sinne ist die Losung der Maxwellgleichungen fiir die Wellen in einem Hohlraum dquivalent
zur Losung fiir Bewegungsgleichungen von ungekoppelten harmonischen Oszillatoren der Punktme-

chanik. Jeder Feldmode zum Wellenvektor k entspricht also einem harmonischen Oszillator mit der

Kreisfrequenz c = Cl/_€)|
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Anhang A

Die Differentialoperatoren in krummlinigen
Orthogonalkoordinaten

A.1 Allgemeiner Fall

Wir gehen von drei beliebigen generalisierten Koordinaten ¢,, ¢, und ¢; aus, die zumindest einen Teil des
dreidimensionalen Euklidischen Raumes abdecken. Dazu geben wir den Ortsvektor

#:7(%5%:%) (A1)

bzgl. eines beliebigen Punktes (Ursprung des Bezugssystems) vor. Weiter seien €], €, und ¢ eine rechtshin-
dige kartesische Basis, d.h. es gilt

8.8 =38, @xd=¢. (A.1.2)

L 7

Die Komponenten von 7 bzgl. dieser Basis sind

/

/ X1
_ /
r=i1x
/

X3

Dann definieren wir in jedem Punkt des Raumes drei neue Basisvektoren als die Tangentialvektoren an die
Koordinatenlinien

> =1'(91,92.93)- (A.1.3)

-

o
bi(41,94:) = 5 (A.14)
9

Es ist wichtig zu beachten, dafl diese Basisvektoren i.a. orzsabhingig sind.
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A. Die Differentialoperatoren in krummlinigen Orthogonalkoordinaten

Die krummlinigen Koordinaten (¢, ¢,, g) heiffen krummlinige Orthogonalkoordinaten, wenn die

bj senkrecht aufeinander stehen, d.h. wenn

bi-bi=g;5, (A.1.5)

gilt, wobei g; = |b;| > 0. Wir betrachten im folgenden nur solche krummlinigen Orthogonalkoordi-
naten.
Wir fithren weiter die normierten krummlinigen Basisvektoren

- 1 =
€, — _bl (A.1.6)
&i
ein.
Dann gilt wegen (A.1.5)
65 =8,, (A.1.7)

d.h. die é; bilden an jedem Punkt des Raumes kartesische Basisvektoren, sind aber i.a. an jedem Punkt ver-
schieden. Wir nehmen weiterhin an, daf§ die Reihenfolge der ¢, so gewihlt ist, dafl in jedem Punkt die €; ein
rechtshindiges kartesisches Basissystem bilden, d.h.

Im Folgenden betrachten wir Skalar- und Vektorfelder. Die letzteren konnen wir nach Komponenten bzgl.

der ortsabhingigen kartesischen Basisvektoren zerlegen. Sei /_f(?) ein Vektorfeld. Definitionsgemif} sind dann
die Komponenten

Afq1592:93) = € - Al7(9192: 95)]- (A.1.9)
Wir betrachten also diese Komponenten als Funktionen der generalisierten Koordinaten ¢;.

Wir wollen nun die Differentialausdriicke grad ¢ = V¢ (Gradient eines Skalarfeldes ¢), rotA =V x A (Ro-
tation eines Vektorfeldes A) und divA =V - A (Divergenz eines Vektorfeldes A) herleiten.

~ )

Das Volumenelement lautet in den krummlinigen Koordinaten

&7 = d71d42d%(l;1 X Zz) Z}

=dg,dg,dq; 8,8, 85(¢; X &) - & (A.1.10)
=dg,dq,dg;8,¢,8;-
A.1.1 Gradient eines Skalarfeldes
Der Gradient ist definiert durch
dp =d7 - V. (A.1.11)

Betrachten wir andererseits ¢ via ¢(qy,9,,93) = @[7(41,95,93)] als Funktion der generalisierten Koordina-
ten, gilt andererseits wegen der Kettenregel

qu:idqi%:idqiﬁ-Vqﬁ. (A.1.12)
=1 aql =1 aql
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A.1. Allgemeiner Fall

/
X1

Abbildung A.1: Zur Berechnung der Rotation eines Vektorfeldes

Nun ist aber wegen (A.1.4), (A.1.6) und (A.1.9)

3 o 3
dp=> dg;b;- V=2 dg;g;¢;-V¢. (A.1.13)
i=1 i=1
Damit ist aber 5
2 ? =g(Ve); (A.1.14)
q;

wobel

(V) =¢.-V (A.1.15)

die gesuchten Komponenten des Gradientenfeldes bzgl. der krummlinigen Orthonormalbasisvektoren e¢;
sind.

Es gilt also
3
108y 198 At

V i =
( ¢) &i aqz =1 & gql

A.1.2 Rotation eines Vektorfeldes

Zur Berechnung der Rotation eines Vektorfeldes verwenden wir die Definition {iber den Limes eines We-
gintegrals entlang der Rinder der Koordinatenflichen. Daraus ergeben sich die drei Komponenten bzgl. der
krummlinigen Orthonormalbasisvektoren. Z.B. ist fiir die Abb.|A.1|blau eingezeichnete Koordinatenfliche

-

e 1
(rotA), = f dr-A
TN oy,

1
N dg,d [dg,dq39(g345)/ 9 g5 — dq3dq,9(,4,)/ I 4] (A.1.17)
8283992993
_ 1 [3(83143) _ 3(82142):|.
8283 85]2 3613

Genauso konnen wir auch fiir die anderen beiden Koordinatenflichen vorgehen.
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/
X3

dg;g; g3

Q

dg, g€, A,
~

L. dg,g,¢.
H(dyanqs) 00

/
0%

/
Xy

Abbildung A.2: Zur Berechnung der Divergenz eines Vektorfeldes

Es ergibt sich schliefflich wieder eine ,zyklische Struktur® bzgl. der Indexnumerierung:
=~ [ A Ay)]
(rotA), = 1 [d(g4s) . d(4,) ,
&l 99 dq; |
- [J(g14)) d(g:45)]
(I'OtA)2 — 1 (gl 1) . (g3 3) , (A118)
&l 9g dq; |
=~ [ A A)T
(rotA); = 1 [d(g4) . d(g:41) .
gaiel 9q g, |

A.1.3 Divergenz eines Vektorfeldes

Hier wenden wir die Definition der Divergenz {iber ein infinitesimales Flichenintegral an, wobei wir als
Volumen A®V den von den Koordinatenlinentangentenvektoren aufgespannten Quader verwenden (s. Abb.

(Nachrechnen):

divi— L f &7 A
YA

AV (A.1.19)
_ 1 [3(g2g3A1)+3(g3g1A2)+3(g1g2A3)]' o
818283 36]1 36]2 8%

A.1.4 Laplace-Operator

Schliefllich kénnen wir durch Kombination von (A.1.16) und (A.1.19) auch den Laplace-Operator, angewandt
auf ein Skalarfeld, in krummlinigen Orthonormalkoordinaten ausdriicken
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A¢ =divgrad ¢
__1 [3 <g2833¢>+ d <g3813¢>
8ol oa\ & 991/ Ip\ & I (A.1.20)

+i<&ﬁ>],
3513 &3 36]3

Wir bendtigen also fiir ein gegebenes krummliniges orthogonales Koordinatensystem nur die Lingen g; der

Koordinatenlinientangentenvektoren (A.1.4), um mittels (A.1.16) den Gradienten eines Skalarfeldes, (A.1.18)
bzw. (A.1.19) Rotation und Divergenz eines Vektorfeldes und (A.1.20) den Laplaceoperator auf ein Skalarfeld

zu berechnen. Diese Lingen erhilt man aber sehr einfach iiber die Parametrisierung der kartesischen Kom-
ponenten r’ des Ortsvektors 7. Zur Ubersicht geben wir in den folgenden Abschnitten die entsprechenden
Formeln fiir Zylinder- und Kugelkoordinaten an.

A.2 Zylinderkoordinaten

Definitionsgemif$ lauten die kartesischen Komponenten des Ortsvektors in Zylinderkoordinaten (R, ¢, z)

Rcosg
r'=|{ Rsing |. (A.2.1)
z

Die Definitionsbereiche fiir die Koordinaten sind R > 0, ¢ € [0,27[ und z € R. Zylinderkoordinaten sind
entlang der €;-Achse (also fiir R = 0 singulir. Die Koordinatenlinienbasisvektoren sind also (Nachrechnen!)

cos @ —Rsing 0
bp=0r' = sing |, égﬂ:é’(Pf: Rcosgp |, b,=3d,r'=0}]. (A.2.2)
0 0 1

Die Betrige dieser Vektoren sind somit (Nachrechnen!)

gr=lbpl=1, g,=lb,|=R, g =|b|=1 (A.2.3)

Setzen wir dies in (A.1.16) und (A.1.181A.1.20) ein, ergibt sich (Nachrechnen!)
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5 17 do.,
grad ¢ = ¢, Si €% 8¢ Qf (A.2.4)

y R (RAR) l aA(P aAz

dvd= R R Y o (A.2.5)
N 104, ﬁAgo
rotA_eR[R Sgp Qz]
JAR JA,
[32 &’R] (A.2.6)
. J(RA,) SAR
ZR JR 3g0
14 3¢ 1 82¢ 32¢
Agﬁ_l—w—( &’_R> F T e (A.27)

Dabei sind die Einheitstangentenvektoren an die Koordinatenlinien
cos @ —sing 0
ex=|sng |, e,=| cosg |, ¢e,={0]. (A.2.8)
0 0 1

A.3 Kugelkoordinaten

Definitionsgemif3 lauten die kartesischen Komponenten des Ortsvektors in Kugelkoordinaten (7,9, ¢)
7 cos@sin
r'=| rsingsind |. (A.3.1)
r cos
Die Bereiche sind » € (0, 00), ¢ € (0, 7) und ¢ €[0,27). Kugelkoordinaten sind entlang der Polarachse (also

entlang é;) singulir.
Die Koordinatenlinienbasisvektoren sind also (Nachrechnen!)

cosgsin ¢ r cos @ cos ¢
b =37 =|sinpsind |, by=3sr'=| rsinpcos? |,

cos —rsind
v (A3.2)
—rsingsind
égp = anl/ =| rcospsind |.
0
Die Betrige dieser Vektoren sind somit (Nachrechnen!)
& =1b,1=1, gg=1b,I=r, g,=Ib,|=rsind. (A.3.3)
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A.3. Kugelkoordinaten

Die Differentialoperatoren in Kugelkoordinaten berechnen sich also zu

B . 18¢ 1 d¢
Fedl= er&’ tes 319 (Prsmﬁ E’go
.- 13d(r*A) 1 Jd(sindAy) 1 94,
leA_ﬁ dr +rsin19 a9 +rsin19 ago’
- d(sindA,) Ay
rotA = [ 59 — 3;0]
[ 1 a4, 1904)
€ rsind do r Jdr
ta [3(71‘119) QAV]
9”7 dr a9

"rsind

,9¢ 1 dé 1 J?¢
Ag= 725’r< 37’> rzsin19319<sm0319>+rzsinzﬁé’(pz

_12 P ER) LY
PP r251m9(919<smﬁaz9> r2sin20 Dg?

Die Einheitsvektoren sind

cosgsin ¢ 1 cos @ cos
e, =|singsind |, _19:—3197’— singcos? |,

cost —sind

—sing
%= 751n193¢£_ co;go '

(A.3.4)

(A.3.5)

(A.3.6)

(A.3.7)

(A.3.8)

(A.3.9)
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Anhang B

Umkehrung von grad und rot und der
Helmholtzsche Fundamentalsatz

In diesem Anhang stellen wir einige wichtige Sitze der Vektoranalysis zusammen, die im Zusammenhang mit
den partiellen Differentialgleichungen, die in der Elektrodynamik auftreten, wichtig sind. Wir betrachten
zuerst die Frage, wie und in welchem Sinne man die Differentialoperatoren umkehren kann.

B.1 Wirbelfreiheit und Potentialfelder

Wir haben bereits in Abschnitt das Poincarésche Lemma kennengelernt, wonach in jedem einfach weg-
zusammenhingenden Gebiet des dreidimensionalen Raumes, in dem fiir ein Vektorfeld Wirbelfreiheit, d.h.

rot V=0 (B.1.1)
gilt, das Vektorfeld ein skalares Potential besitzt, also ein Skalarfeld ¢ existiert, so dass
V=-Vé (B.1.2)

ist. Wir konnen dies auch durch einfaches Integrieren in kartesischen Koordinaten nachweisen. Zunichst

bedeutet
HVis—3V, 0
ZXZ—<33V1—31V3>—<O>. (B.1.3)
aV,—a,Vv, 0

Es ist auch klar, dafl in dem Fall, dass es ein (zweimal stetig partiell differenzierbares) Skalarfeld ¢ gibt, so
daf§ erfille ist, erfiillt ist, da in dem Fall die zweiten partiellen Ableitungen von ¢ vertauschbar

sind.

Um umgekehrt zu sehen, dafl es immer ein Skalarfeld ¢ der gewiinschten Art, also ein skalares Potential fiir

das Vektorfeld V gibt, schreiben wir zunichst l) in kartesischen Koordinaten ausfiihrlich hin

A —Vi
= (a3 -(-4) -
A —V;

Wir 16sen zuerst die durch die erste Komponente vorgegebene Gleichung durch Integration. Im folgenden sei
a ein im Inneren des Bereichs gelegener Punkt, an dem alle Felder wohldefiniert (und stetig partiell differen-
zerbar sind. Offenbar gilt dann aufgrund dieser Gleichung

P(x1,%p,%3) = _f dx{ V1(x{’ X9, %3) + @ (x5, %3). (B.1.5)
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B. Umkebrung von grad und rot und der Helmboltzsche Fundamentalsatz

Dabei ist ¢ irgendeine Funktion, die bzgl. x; konstant ist, denn ein unbestimmtes Integral ist immer bis
auf eine Konstante unbestimmt. Freilich kann diese Konstante immer noch von x, und x; abhingen, d.h.
entsprechend der obigen Notation ist ¢'(x,, x;) eine Funktion von x, und x5, hingt aber nicht von x, ab.

Nun wollen wir auch die zweite Komponente der Gleichung (B.1.4) erfiillen. Dazu setzen wir erst (B.1.5) in

die linke Seite ein:

A P(x1,%y,%3) = _f dx} Ay Vi (x1, x5, %3) + Sy (5, x3).

Nun ist wegen der dritten Komponente von (B.1.3)

V,=4aV,
und damit
AP(xy,x9,%3) = — :l dx1 0, Vy(x, 2, x3) + 9’ (x5, %3)
!
=—Vy(x1,%,%5) + Valay, %3, %5) + 09,
—Vz(xpxz”%)-
Daraus folgt, dafl

32¢/(x2, x3) =—V)(ay, %y, %3)

X
= ¢'(x2,x3):—f dx) Vs (ag, x5, %3) + ¢ (x3)
a

gilt. Damit ist also

X1 X
ng(xl,xz,x}):—f dx{Vl(x{,xz,xQ—f dxéVz(az,xé,x3)—|—¢”(x3).
a a

Wir miissen also nur noch die dritte Komponente von (B.1.4) erfiillen:

3395(’61» X9, %3) = _J dx{% V1(x{, X3, X3)

a

- dx, 3, Vy(ay, x5, x3) + " (x3).

)

Verwenden wir schliefllich wieder die Bedingung der Wirbelfreiheit (B.1.3), finden wir
*1
A (x1,%5,%3) = —f dx(0 V3 (x{, x5, %3)
4

—J dx, 3, Vs(ay, x5, x3) + 38" (x3)

2
= —V;(x;, %, %3) + V3(ay, %, x3)
— V3(ay, %9, %3) + Vi(ay,ap,%3) + " (x3)
=—V3(x1, %, %3) + Vs(ay, a5, %3) + 6" (x3)

!
= —V5(x15 %, %3)-
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B.2. Quellenfreibeir und Wirbelfelder

Daraus folgt, dafl

X3

A" (x;3) =—Vi(ay,a5,x3) = ¢”(x3):—J‘ dxj Vs(ay,ap,x5) + C (B.1.13)

a3

mit einer willkiirlichen Konstanten C ist. Damit erhalten wir schlieflich gemif3 (B.1.10)

*1 *2
Glxp,xpx3)=— | dx|Vi(x1,%5,%3) _J dx; Va(az, x5, %;)
o “ (B.1.14)
—f dx; Vi(ay,ay,x3) + C.
a3
Dabei ist C eine unbestimmte Integrationskonstante.
B.2 Quellenfreiheit und Wirbelfelder
Nehmen wir umgekehrt an, dafl W ein reines Wirbelfeld ist, d.h. es sei
W = rotA. (B.2.1)
Wegen der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen folgt daraus sofort
divW =o. (B.2.2)

Wir wollen nun zeigen, inwiefern umgekehrt aus 1) also der Quellenfreiheit des Vektorfeldes W die
Existenz eines Vektorpotentials A folgt, so dass li gilt.

Als erstes beschiftigen wir uns mit der einfacheren Frage nach der Eindeutigkeit. Nehmen wir also an, es gibe
zwei Vektorpotentiale Aund A zu W. Dann gilt

-

rot (A’ —z‘_f) —rotA' —rotA=W—W =0. (B.2.3)

Wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, muf3 es demnach ein Skalarpotential ¢ geben, so daf3
/i)/—f_l):—gradgﬁ = A :/_f—gradgé. (B.2.4)

Das bedeutet, daf} offenbar das Vektorpotential nur bis auf ein additives Potentialfeld bestimmt sein
kann. Man nennt den Ubergang von A zu A’ auch eine Eichtransformation und die Invarianz von

-

W = rot A = rot A’ Eichsymmetrie.

Beschiftigen wir wir uns nun mit der Frage, ob ein solches Vektorpotential immer existiert. Um dies dhn-
lich wie oben durch einfache Integration zu beantworten, vereinfachen wir zunichst die Aufgabe dadurch,

"
dass wir die Freiheit zur ,Umeichung® ausniitzen, um eine Nebenbedingung an A zu stellen. Nehmen wir

dazu an, wir hitten irgendein A’ mit rot A’ gefunden. Dann ist es nach der obigen Betrachtung aufgrund der
Eichsymmeterie moglich, ein neues Vektorpotential zu definieren, so dass A; = 0 ist. Dazu setzen wir gemaf3

(B.24)

/T:/?-l—grad @. (B.2.5)
Dann ist unsere Nebenbedingung A; = 0 offenbar erfiillt, wenn
A=A+ 34 =0 (B.2.6)
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gilt. Offenbar ist dann
P(x1,%5,%3) = —f diey A3 (x5 %3, %3) + Bx1, 3). (B.2.7)

Es gibt also offenbar sogar beliebig viele Skalarfelder, die erfiillen. Wir diirfen also in der Tat annehmen,
dafy
A =0 (B.2.8)

gilt. Diese Wahl der Eichung nennt man axiale Eichung.

Wir schreiben nun wieder die Bedingung der Quellenfreiheit und (B.2.1) unter Beriicksichtigung der Eichbe-
dingung (B.2.8) in kartesischen Koordinaten hin

—d4, L4
rotA = AA, ={W,]. (B.2.10)

glAZ - 32A1 W3

Wir kénnen nun die ersten beiden Gleichungen in (B.2.10) sofort integrieren. Dazu sei 4 irgendein Punkt
im Raum, der im Inneren des Bereichs liegt, wo die Felder wohldefiniert (und insbesondere stetig partiell
differenzierbar) sind

X3
Ay(x1,%,%3) = _f dxy Wi (xy, %, 25) + A (x1, %),
a
g B.2.11)
/ / /
Ag(xp,29,05) =+ | dos W)y, x5, x5) + A (x4, X,).-
a3

Schlieflich miissen wir die verbliebenen unbestimmten Funktionen A} und A’ noch verwenden, um auch die

dritte Komponente von (B.2.10) zu erfiillen. Offenbar ist

X3
JA,— A :—f dxi[ 3, W, (x, %, %2) 4+ 3 W, (1, X, X4
142 — 94y . 3[9 Wi (xg, 25, 63) + A Wi(xq, %5, %3) ] B.2.12)
+ 3 A (%, %,) — A (x4, %,).

wegen (B.2.9) ist 3, W, + &, W, = —J;A; und damit

X3
31A2 - 32A1 = +f dxé 33 Wi (x5 %5 xé) + glA/Z(xl’ X)) — QzAll(xl, X))
a3
(B.2.13)
= Wi3(xy, %9, %3) — Wy(xy, %5, 45)
+ A (xy,x,) — A (%1, %,).

Wir brauchen also nur zu verlangen, dass 3 A5(x;, x,) — A  (x, X,) = Wy(xy, X,,45) ist, damit auch die dritte
Komponente von (B.2.10) erfiillt ist. Die einfachste Mdglichkeit ist, A} =0 und

Ay(xy,%) = f’ﬁ dx; Wy(x1, x,,a3) (B.2.14)
a
zu setzen. Dann erhalten wir fiir die Komponenten des Vektorpotentials schliellich aus und
Ay(x1 %9, %3) =+ ; dxs Wy (xp, x5, %3),
a3
Ay(xy,%,%3) = — ; dx; W1(x1>x2,x§)+JX1 dx Wy(x], 2, 43), (B.2.13)
a a

As(xy, %5, x3) =0.
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B.3 Der Helmholtzsche Fundamentalsatz

Wir kénnen nun den sehr wichtigen Helmholtzschen Fundamentalsatz der Vektoranalysis bewei-
sen. Dieser besagt, dass sich ein beliebiges Vektorfeld U aus seinen Quellen und Wirbeln, also durch
Vorgabe von

divU=0Q, rotU=a (B.3.1)

bestimmen lisst.

\.

Dabet ldsst es sich in einen quellen- und wirbelfreien Anteil
U=V+W mit rotV=0, divW=0 (B.3.2)
zerlegen. Damit erfiillt ist, muf§ demnach
divV = Q, rot W =a (B.3.3)

sein. Verlangt man noch das Verschwinden von U im Unendlichen, ist die Zerlegung eindeutig.

Nach den in den vorigen beiden Abschnitten bewiesenen Sitzen gibt es fiir das wirbelfreie Feld V ein Skalar-
potential ¢ und fiir das quellenfreie Feld W ein Vektorpotential A:

V= -V, W = rotA. (B.3.4)
Wir rechnen im Folgenden wieder in kartesischen Koordinaten. Setzen wir (B.3.4) in (B.3.3) ein, folgt
divV = —A¢p=Q, rot W = rotrotA = @. (B.3.5)

Die erste Gleichung kennen wir aus der Elektrostatik, wo Q = p/€, war.

Wir konnen die Gleichung wieder mit Hilfe des Integrals iber Coulomb-Potentiale (also die Green-
Funktion des Operators (—A)) 16sen, wie dort ausfiihrlich erkldrt wurde:

d3 7’/ Q(;)/)

R3 47'C|7—;/|

P(7)= (B.3.6)

Wenden wir uns nun der zweiten Gleichung in zu. Wir begegnen ihr in der Magnetostatik (s. Kapitel
B). In kartesischen Koordinaten kdnnen wir die Gleichung auf eine hnliche Gleichung wie fiir das Skalarpo-
tential zuriickfiihren, wenn wir kartesische Koordinaten verwenden. Um das zu sehen, rechnen wir zuerst die
zweimalige Rotation in kartesischen Koordinaten aus

HA; — %A,
rotrotA =rot | A, — A,
A, — A,

2,A,— I2A, — B2A, + 3,0,
= 8,845 —2A,— A, + 3,84, (B.3.7)
A A — A — 37 As + 3,354,
(F A + KA, + FA;)— (IFA, — FFA, — FPA,
= (A, + A, + AA;)— (312142 + 322142 + 932/12)
(A + HA; + FA;) —(FF Ay + 3P Ay + 97 Ay)
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B. Umkebrung von grad und rot und der Helmboltzsche Fundamentalsatz

Dabei haben wir im letzten Schritt die rot markierten Terme zusitzlich addiert und wieder subtrahiert, denn
dann entnimmt man den Ausdriicken fiir die Vektordifferentialoperatoren in kartesischen Koordinaten

rotrotA = V(divA)— AA. (B.3.8)

Es ist wichtig, sich daran zu erinnern, dass der Ausdruck AA nur in Anwendung kartesischen Komponenten
so einfach berechnet werden kann bzw. iiberhaupt sinnvoll definiert ist. Damit lautet die zweite Gleichung

in (B.3.5) in kartesischen Komponenten
V(divA)—AA=w. (B.3.9)

Nun erinnern wir uns, dafl wir in Abschnitt[B.2|gesehen haben, dass A nur bis auf ein Potentialfeld bestimmt
ist (Eichinvarianz) und wir daher eine willkiirliche Eichbedingung fordern diirfen.

~ ~

In unserem Fall bietet es sich an, die Coulomb-Eichung zu wihlen, die dadurch definiert ist, dass

divA=0 (B.3.10)

gelten soll.

. J

Das ist immer mdglich, denn nehmen wir an, wir hitten ein Vektorpotential A’ fiir W gefunden, kénnen wir
A=A"+ Yo setzen und verlangen, dafl

divA=divA'+ Ay =0 = —Ay =divA’ (B.3.11)
ist, und diese Gleichung kénnen wir wieder mit der entsprechenden Integration iiber Coulombfelder 15sen:

= @A)

R3 47T|£—£/|.

(B.3.12)

Wir diirfen also die Coulomb-Eichbedingung (B.3.10) stets zusitzlich fordern. Verwenden wir dies in (B.3.9)
finden wir schlief8lich
—AA=w, (B.3.13)

und dies sind getrennte Poisson-Gleichungen fiir jede der drei kartesischen Komponenten 4, so dass wir wie-
der die Integration mittels Coulomb-Feldern zur Lsung verwenden konnen, d.h.

Ax)=| & y ) (B.3.14)

R 4mlx—x/|

Wir kdnnen also in der Tat die behauptete Aufspaltung (B.3.2) mittels (B.3.4) erreichen, wobei Skalar- und
Vektorpotential durch (B.3.6) bzw. (B.3.14) gegeben sind. Diese Felder sind auch eindeutig bestimmt, denn
angenommen, die Integrale (B.3.6) bzw. (B.3.14) sind wohldefiniert, d.h. insbesondere dass die Quellen und

Wirbel im Unendlichen hinreichend schnell verschwinden, so erfiillen die Potentiale und damit auch die

Ableitungen in (B.3.4) die Bedingungen

lim V()= lim W(#)=0, (B.3.15)

i o
|7|—o00 |7|—o00

und diese Felder sind eindeutig tiber die eben bestimmten Potentiale gegeben.
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Anhang C

Der Ricci-Kalkiil fiir kartesische Koordinaten

Fiir manche Rechnungen ist der Ricci-Kalkiil (Giovanni Ricci, 1904-1973), bequem. Wir betrachten ihn hier
in der Form fiir kartesische Basen und die dazugehdrigen Komponenten von Vektoren und Vektorfeldern.

C.1 Kartesische Basen und orthogonale Basistransformationen

Zuerst erspart man sich die Notation von Summensymbolen. Nach dieser Einsteinschen Summen-
konvention wird iiber doppelt auftretende Indizes in den Gleichungen stillschweigend summiert.

Es ist klar, dass in unserem Fall alle Indizes von 1 bis 3 laufen, weil wir es stets mit Vektoren im dreidminsiona-
len Raum zu tun haben. Es darf also jeder Index nur maximal zweimal in einer korrekten Gleichung des Ricci-
Kalkiils auftreten. Einmal auftretende Indizes nennt man freie Indizes. Uber Indexpaare wird summiert. Im
Folgenden bezeichnen ¢; drei kartesische Basisvektoren, die vereinbarungsgemifl ein rechtshindiges Basissy-

stem bilden. Die entsprechenden kartesischen Komponenten eines Vektors o sind durch v; =¢; - f definiert.

Die Zerlegung in Komponenten im Ricci-Kalkiil liest sich demnach einfach wie folgt:

5:_}7}]-26]4(2]»-6). (C.l.l)

Es sei nochmals daran erinnert, dass in dieser Formel iiber den doppelt auftretenden Index j zu sum-
mieren ist, wobei j die Werte {1,2,3} durchlauft.

\.

Da die Basisvektoren kartesische Vektoren sind, sind sie definitionsgemifd Einheitsvektoren, und sie stehen
aufeinander senkrecht, d.h. es gilt

1 fir j=+F
e, =8, = ’ C.1.2
%Rk {o fir j#k. (C12)

Das Symbol &', heiflt Kronecker-Symbol (Leopold Kronecker, 1823-1892).
Betrachten wir nun die wichtige Frage, wie sich die Komponenten eines Vektors bzgl. verschiedener karte-
sischer Koordinatensysteme ineinander umrechnen lassen. Sei dazu E]’. (7 € {1,2,3}) ein anderes kartesisches

rechtshindiges Koordinatensystem. Der Vektor o ist unabhingig von der Wahl des Koordinatensystems. Es
gilt also
T=vj¢; = V€. (C.1.3)
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C. Der Ricci-Kalkiil fiir kartesische Koordinaten

Nun ist
‘U/;:E//e'zz_}):é}/e'gj?/j. (C.1.4)

Definieren wir nun die Basistransformationsmatrix

T/e] :g;.gj’ (C.l.S)
dann gilt

'U]/e = Tk]‘U]. (C.1.6)
Offenbar folgt mit (C.1.1), angewandt auf 7 =¢,
und
Weiter ist
und
wobei wir beidemale wieder (C.1.1) verwendet haben. Man nennt eine Matrix (7%;), die (C.1.9) und
(C.1.10) erfiillt orthogonale Matrix.

Es ist klar, daf§ man das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren v und @ auf gleiche Art tiber die Kompo-
nenten bzgl. einer beliebigen kartesischen Basis berechnen kann, denn es gilt

. I8,

,_
R v, =10 Tyw, = 3

]Z’U]‘ZZ}Z:"U]‘ZU]. (C.l.ll)

C.2 Rechenregeln fiir das Vektorprodukt

Im Folgenden gehen wir davon aus, dass alle kartesischen Bassen, die wir verwenden, rechtshindig sind, d.h.
es soll gelten
21 X 22 = 23. (C.z.l)

Fiir das Vektorprodukt von zwei beliebigen Vektoren folgt im Ricci-Kalkiil

(77 X ZE)] = E] . (Ek X El)vkwl. (C22)

Nun definieren wir das Levi-Civita-Symbol (Tullio Levi-Civita, 1873-1941), durch

6]-/€Z = g] . (gk X gl) (C23)
Dann folgt aus
(’ZX ’ZE)j:(‘j/el’Uk‘wl. (C24)

Offenbar gilt €,,; = 1. Weiter ist € ;;,; = 0, wenn wenigstens zwei der Indizes gleich sind (warum?). Aufierdem
ist

eij:Ej.(EkXEZ):(ijEk).gZ:eljk (C.2.5)
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C.3. Einige Formeln fitr Differentialoperatoren

und

(]-klze]--(ekxel):—ej-(ezXek):(]-Zk. (C26)
Das Levi-Civita-Symbol ist allgemein unter Vertauschen je zweier Indizes antisymmetrisch, d.h. vertauscht
man zwei Indizes, multipliziert es sich mit (—1).

Das Ricci-Kalkiil erlaubt es, relativ einfach kompliziertere Formeln fiir Vektorprodukte herzuleiten. Dazu
bendtigt man nur einige Formeln fiir Produkte und Summen von Levi-Civita-Symbolen. So ist

€kl €imn =€ (€ X €))€; - (6, X €,)
) (C27)

Die eckige Klammer werten wir nun mit der ,bac-cab-Formel® aus:
€jkl€jmn = _)/e ) [Em(gl ’ gn)_gn(gl ’ gm)] = Skmé\ln - 8/en31m' (C.2.8)

Setzen wir hierin noch m = k (was dann der Summationskonvention gemifd auch die Summe tiber das
gleichnamige Indexpaar impliziert)

€k1€jkn = OpkO1y — 04,0 1p =38, — 81, =26, (C.2.9)

C.3 Einige Formeln fiir Differentialoperatoren

Das Ricci-Kalkiil ist besonders flexibel, wenn es um den Umgang mit den Differentialoperatoren grad, div
und rot geht, da man hier ausschlief}lich mit den Komponenten von Skalar- und Vektorfeldern arbeitet. In
kartesischen Koordinaten gilt

V=¢2, (C3.1)
wobei wir zur Abkiirzung die partielle Ableitung nach den Ortsvektorkomponenten als Operator in der
Form P

o

eingefithrt haben.

Ist nun ¢ = $(7) = ¢(xy, %y, x3) = ¢'(x], x5, x3) ein Skalarfeld mit den Komponenten (x4, x,, x3) des Ortsvek-
tors 7 bzgl. einer kartesischen Basis €; (j € {1,2,3}) und (1, x5, x3) die entsprechenden Komponenten bzgl.
einer anderen kartesischen Basis ¢ , folgt aus der Kettenregel

a,;¢’=j—zaj¢:<a,;xj>aj¢:njaj¢, c3
wobei wir die Transformationsmatrix verwendet haben:
X; :E"]»-?:Z”]--E,/exl/e :Tk]-x//e. (C3.4)
Da nun offenbar Jd/x, = &, gilt, folgt
Ix; =TyS =T (C.3.5)

Gl besagt, daf8 J; ¢ sich in der Tat wie die Komponenten eines Vektorfeldes transformiert:
A (F) = Ty A (7). (C3.6)
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C. Der Ricci-Kalkiil fiir kartesische Koordinaten

Im Ricci-Kalkiil kann man nun z.B. einfacher mit Ableitungen von Produkten rechnen.
Betrachten wir als erstes Beispiel
CllV(A X B) = 8j€ijA/eBl = ijZ(BlajAk +Ak9]Bl)
=B -rotA—A-rotB
und als weiteres Beispiel
(IZ X rotg)]» = (ijAk(rOtE)l
= Gj/elelmnA/egmBn
:(ljk(lmnAkgmBn (C38)
= (8]m8kn - é\]n8/67;’;)A/eamBn
Nun gilt weiter
[grad(A-B)]; = J(A-B) = J;(ApBy,) = (J;Ap)B, + A9 By (C3.9)
Dies lif3t sich nicht so einfach im V-Kalkiil schreiben, aber wir kénnen es mit Hilfe von (C.3.8) in eine Form
bringen, die eine Schreibweise im V-Kalkiil erlaubt, denn es ist offenbar
(A X rotB +B X I'OtA)j :AkajBk +Bka]A/€ _Akng] —BkﬂkA]

oL (C.3.10)

Damit folgt
grad(A-B)=A xrotB+B xrotA+(A-V)B+(B-V)A. (C3.11)

Im Folgenden geben wir noch eine Liste mit niitzlichen Formeln an. Dabei sind ¢ und ¢ skalare und Aund

B Vektorfelder. Es ist eine sehr gute Ubung all diese Formeln mit Hilfe des Nabla- oder Ricci-Kalkiils, wie in
den obigen Beispielen gezeigt, nachzuvollziehen!

grad (@) = pgrad ¢ + Jgrad ¢, (C3.12)
div(pA) = pdivA + Agrad b, (C.3.13)
rot(¢g) = ¢rotg—g x grad ¢, (C3.14)
div(/_l)xg)zg-rotg—/_l)-rotg, (C.3.15)
grad(z:l)-g) —AxrotB+B x rotA+ (A)%)E +(§ . %)/_1), (C.3.16)
rot(A x B) = AdivB —BdivA+ (B -V)A—(A-V)B, (C.3.17)
rotrotA = grad divA—AA. (C.3.18)

Zur letzteren Formel ist zu sagen, dafy man nur in kartesischen Koordinaten die Komponenten von AA naiv
berechnen darf, weil die kartesischen Basisvektoren €; konstant sind, d.h. nicht vom Ort abhingen.

Dies ist in den in Anhang[A]beschriebenen krummlinigen Orthogonalkoordinaten nicht der Fall. Will man
dann iiberhaupt den Laplace-Operator in Anwendung auf Vektorfelder definieren, muf§ man also (C.3.18) als
Definitionsgleichung fiir diesen Ausdruck betrachten, d.h.

AA= grad divA —rotrot A (C.3.19)
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C.4. Sprungdivergenz und Sprungrotation

definieren. Die rechte Seite kann man dann mit den allgemeinen Formeln im Anhang[Alfiir die entsprechen-
den Komponenten bzgl. der lokal definierten, d.h. vom Ort abhingigen Einheitsbasisvektoren, die in jedem
Raumpunkt wieder kartesische Basen bilden, auswerten.

C.4 Sprungdivergenz und Sprungrotation

Zuweilen kommt es vor, dass physikalische Groflen entlang von Flichen Unstetigkeiten aufweisen, z.B. die
elektrische Verschiebungsdichte D entlang einer Fliche, die eine Oberflichenladung trigt. Dann existieren
weder partielle Ableitungen noch die Differentialoperatoren div und rot. Man benétigt dann aber oft eine
Verallgemeinerung dieser Begriffe, die sog. Sprungdivergenz bzw. Sprungrotation.

Zur Definition der Sprungdivergenz betrachten wir die neben-
Gebiet 1 , ; ) .

stehende Abbildung. Wir berechnen das Volumenintegral eines

Vektorfeldes V iiber den rot eingezeichneten Bereich im Limes
A f Ah — 0 und AF — 0. Wir gehen dabei davon aus, dass nur

die Normalkomponente V,, = 7 - V einen Sprung aufweist,

Geb1et 2 wihrend der Tangentialanteil 7 x 1% stetig ist. Dann definie-

ren wir dieses Volumenintegral als A f Div V. Man beachte, dass

wir hier nicht wie bei der Definition der gewdhnlichen Divergenz das Integral als proportional zum Volumen

AV = Af Ab angesetzt haben, denn in der Tat bleibt nach dem GaufSschen Integralsatz wegen des angenom-

menen Sprungs der Normalkomponenten 7 V des Feldes entlang der Fliche der Beitrag A f 72( \71 — \72) tibrig.

dabei bezeichnen V; und V, die Grenzwerte von V(7), wenn man sich 7 € F aus Gebiet 1 bzw. aus Gebiet 2
nihert.

Dividieren wir die Resultate fiir das Volumenintegral und das dazugehorige Oberflichenintegral durch
Af erhalten wir die Definition der Sprungdivergenz entlang der Fliche F zu

DivV(#)=#-(V,— V), (C.4.1)

wobei V, und V, die Grenzwerte des Vektorfeldes fiir die Anniherung des Arguments an 7 auf der
Oberfliche vom Gebiet 1 bzw. 2 her sind.

Ein Beispiel sind Flichenladungen. Nach dem Gaufischen Gesetz gilt
f £f-D=0q,. (C.4.2)
av

Betrachten wir dann den Fall, dass aufler einer kontinuierlichen riumlichen Ladungsdichte (,Ladung pro Vo-
lumen* p(7)) auch eine Flichenladungsdichte (,Ladung pro Fliche® 04(7), 7 € F) vorliegt. Dann ergibt
die Anwendung des GaufSschen Gesetzes auf das in der obigen Zeichnung definierte rote Volumen fiir belie-
bige Ah stets Qy = o Af, und die lokale Form des Gaufschen Gesetzes fiir 7 € F muss in diesem Fall mit der
Sprungdivergenz geschrieben werden, denn die gewohnliche Divergenz existiert in diesem Fall offensichtlich

nicht, denn dividiert man das
Gebiet 1 Volumenintegral durch AV = AhAf, erhilt man im Limes Ah — 0 offenbar
- oAf/Abh — oo. Es ist aber gemif} der obigen Definition der Sprungdivergenz

n * { | (&

/ 1 )\; / DivD(?)=o(7), 7€F. (C.4.3)
xnyf F In analoger Weise definiert man die Sprungrotation eines Vektorfeldes, dessen
Ab

Tangentialkomponenten Spriinge entlang der Fliche F Spriinge aufweisen,
wihrend die Normalkomponenten stetig sein sollen.

Gebiet 2 AJ
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C. Der Ricci-Kalkiil fiir kartesische Koordinaten

Dann ergibt die Anwendung des Stokesschen Integralsatzes auf die rot gezeichnete Fliche die Defini-
tion der Sprungrotation

(Fx#)-Rot V(F)=T-[V,(F)— V,(¥)], FEF, (C.4.4)

wobei V,(7) bzw. V,(7) fiir 7 € F die Werte des Vektorfelds bei Anniherung des Arguments an 7 aus
Gebiet 1 bzw. aus Gebiet 2 sein sollen.

Da fiir drei Vektoren stets (4 X Z) C=a- (Z x ¢) gilt, folgt
[-(AxRotV)=7-(V,— V), (C.4.5)
und da wir dabei 7 als einen beliebigen Tangentenvektor wihlen konnten, folgt
7ixRotV =V,—V,. (C.4.6)

Wegen a x (Z X C)

= #(2 C)—c(a- Z) folgt durch Vektormultiplikation der Gl 1) von links mit 77 wegen
n-RotV=0und7n-n=1

— —

Rot V =7 x (V,— V). (C.4.7)
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Anhang D

Gaufl-Integrale

D.1 Grundlegende Formeln

Die Gaufsche Normalverteilung

x:iex —X2 ..
f(x) 7r p(—x) (D.1.1)

spielt als die sog. Normalverteilung eine wichtige Rolle in der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Oft werden
Integrale tiber diese Funktion benétigt. Die Stammfunktion ist (bis auf einen Faktor 2) die Gauflsche Feh-
lerfunktion

erf(x J dx’ exp(— (D.1.2)

Sie ldsst sich nicht mit den {iblichen elementaren Funktionen ausdriicken, ist jedoch bequem durch numeri-
sche Integration zu berechnen.

Das Integral tiber die ganze reelle Achse kann man aber mit einem Trick berechnen. Dazu definieren wir
zunichst

= %fR dx exp(—x?). (D.1.3)

Offensichtlich ist 7 > 0, und wir kénnen auch I? berechnen. Dazu schreiben wir das Integral einfach zweimal
hin, nennen aber die Integrationsvariable im zweiten Integral anders:

J dx exp(— f dy exp(—y?). (D.1.4)

Dieses Integral konnen wir auch als Integral iiber die gesamte (x,y)-Ebene betrachten und dann in Polarko-
ordinaten (R, ¢) ausdriicken. Betrachten wir die ebenen Vektoren als (x;,x,)-Ebene im Raum, kénnen wir
schreiben
x Rcosg
r=|y |=|Rsing |, R>0, ¢e&(0,2n). (D.1.5)
0 0

Die Koordinatenlinien R = const sind offenbar Kreise in der (x,y)-Ebene und ¢ = const beschreibt radiale
Strahlen in der (x,y)-Ebene. Den Flicheninhalt der entsprechenden Flichenstiicke kénnen wir nun mittels
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D. Gaufs-Integrale

berechnen (Nachrechnen!):
dr dr

2r _ = _=
d]_[_degangggo

cos —Rsing
=dRdy (| sing | x| Rcosgp
’ : D.1.6)

0
=dRdyp <O>,
R

&f = |df|=dRdgR. (D.17)

und der Betrag ist

Dies in (D.1.4) eingesetzt, liefert

21

I’ = lj dR do R exp(—R?)
0

T 0
= ZJ. dRR exp(—R?) (D.1.8)
0

2 R—o0
=—exp(—R )‘R:O =1.

Es ist also

1 f 2
— | dxexp(—x")=1. (D.1.9)
V7 Jr
Wichtig sind noch die Momente der Gauf’-Verteilung, also
I ! J dxx” exp(—x?) (D.1.10)
= — xp(—x°). 1.
77 s

Offenbar sind aus Symmetriegriinden fiir ungerade 7 diese Integrale 0. Fiir alle anderen Integrale empfiehlt
sich die Berechnung der erzeugenden Funktion

Z(y)= \/—%JRdx exp(—x? + yx). (D.1.11)

Dieses Integral lifit sich auf zurtickfithren. Dazu schreiben wir fiir das Argument der Exponential-
funktion (Nachrechnen!)

—x?+yx =—[(x—y/2)*—y?/4]. (D.1.12)
Dann folgt
20)= = e /4 fR dxexp[—(x— )] 0.1.13)

Substituieren wir nun x” = x —y, dx” = dx finden wir in der tat mit (D.1.9)

20)=—zesplr?14) JRdx’exm—x’Z)=exp<—y2/4>. O.1.14
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D.2. Fourier-Transformation der Gaufs-Verteilung

Nun lassen sich die Momente offenbar durch die Ableitungen von Z berechnen, denn gemif}

1St
1
A _ :—f d —x? =1,
o=z | dexespimr?)=1

Vi 1
Z (y>|3’:°ﬁ fR dxx2 eXp(—x2> = ]2,

(D.1.15)
ZM ), o= LJ dxx” exp(—x?)=1,.
SRVEN "
Die ersten drei Ableitungen sind
/ Y 2 " y? 1 2
Z(y)=7Zexp(y’/4), Z0(y)={ "+ 3 Jexp(y/4),
; (D.1.16)

ZO(y) = <y§ - y> exp(y*/4)-

Dies ist ein wenig mithsam. Wir bendtigen aber nur die Werte der Ableitungen bei y =0, die wir einfach aus
der bekannten Taylor-Reihe fiir die Exponentialfunktion finden

[e'e) Zn [ele} 1 yz n
expz :Z; = exp(y2/4):Z;<7>

”;01 (\2 - ’;ZO (D.1.17)
_ 2n __ ]
=2.5\5) v =Ly
Es ist demnach
/ 0 tir j=2n+1, D.1.18)
[ — 271 ol
/ %(%) fir j=2n.

D.2 Fourier-Transformation der Gauf3-Verteilung

Wir kénnen nun mit Hilfe des Integrale auch die Fourier-Transformierte der Gauf3-Verteilung berech-
nen. Wir wollen dies sogleich fiir eine etwas allgemeinere Funktion tun:

f6)= | - Fkrexatik)
dk

k—ky)? :
= 2 exp |:—<270)i| exp(ikx) (D.2.1)

[ dk (k—ko)* .
—fRﬁexp[—Tﬂ+1kx .

Wir kénnen wieder dhnlich wie bei der Berechnung von zunichst das Argument der Exponential-
funktion umformen:
(B —Fky)? . k? + k2 —2k(ky +io%x)
—| ———ikx |=—
|: 202 202
T 202 '

(D.2.2)
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D. Gaufs-Integrale

Dies in (D.2.1) eingesetzt und noch etwas vereinfacht, ergibt

2.2 L 2.\2
f<x)ziexp<—" * +i/eox> J dkexp[—(k ky—io”x) ] (D.2.3)
27 2 R 202
Nun substituieren wir
k—ky—io?x =v20x = dk=+20dx. (D.2.4)
Damit wird unter Zuhilfenahme von
2.2
f(x)= \/%_ﬂexp <_02x +i/eox> %fRdxeXp(—xz) .
o o?x? ©-23)
= mexp(— 5 +i/eox>.
Definieren wir nun
3,0)= ——f0)= S exp( T+ ik D26
= =—exp|——+1i 2.
»(x e x)=—exp 5 o |
folgt
lim &,(x)= iexp(ikox). (D.2.7)
o0t 21
Die Umkehrung der Fourier-Transformation gemaf} liefert
X : 1 1 (b —ky)?
é‘gle:fdaa —ikx)=—f(k)= [——"] 2.8
()= | ded,(e)esplibn) = ) = ——=exp| - 28)

Im Sinne von verallgemeinerten Funktionen (Distributionen) kénnen wir nun den Limes ¢ — 0T mit der
g

Integration vertauschen. Dann folgt aus (D.2.6)

lim c§0 (k)= f dx L exp(ikyx)exp(—ikx)
o—0t R 27T

1 D.2.9)
= J dx — exp[i(ky—k)x]= S (ky— k).
R 27

Dabei haben wir im letzten Schritt (5.2.13) verwendet. Damit stellt eine Regularisierung der Dirac-

schen &-Distribution dar, die manchmal niitzlich ist.
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