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Prasenzaufgabe 8 (Drehimpulsoperatoren)

In der Vorlesung wurden die Kommutatorrelationen
(i, 25] = [Di, 5] = 0, [£4,p5] = ihdyj; 4,5 € {1,2,3} (1)
bewiesen. Wir betrachten den Bahndrehimpulsoperator

: (2)

dessen Komponenten mit Hilfe des total antisymmetrischen Levi-Civita-Symbols

SIN
=

L=xx

+1 fur (4,4, k) gerade Permutation von (1,2,3),
€k = § —1 fiir (4,4, k) ungerade Permutation von (1,2,3), (3)
0 sonst
in der Form
Li = eijii iy, (4)
geschrieben werden kann. Dabei wird iiber in einem Ausdruck doppelt auftretenden Indizes stillschwei-
gend von 1-3 summiert (Einsteinkonvention).

(a) Zeigen Sie, daB fiir beliebige Operatoren A, B, C die Formeln
[AB,C*} =A|B,C|+ [A,C*} B,
(4.80] = [4.8] ¢+ B[A.C] ©

gelten.

(b) Verwenden Sie die gerade bewiesenen Formeln, um aus der Definition der Drehimpulskompo-
nenten @) die Kommutatorrelationen

|:IA/Z‘, IA/]} = ihEZ‘jkﬁk (6)

zu beweisen. Was bedeutet dies im Hinblick auf die simultane Mefibarkeit von Drehimpulskom-
ponenten?

(c) Berechnen Sie die Kommutatoren {I_;Q, IA/Z}

(d) Zeigen Sie, daf der Hamiltonoperator fiir ein Teilchen in einem Zentralpotential
. 2
H=—+V(r) (7)

2m

mit dem Drehimpulsoperator L kommutiert.



Hausiibung 7 (Schrédingergleichung in Kugelkoordinaten)
Wir fithren Kugelkoordinaten (r, 4, )

r=rcospsiny, y=rsinpsind, z=rcos? (8)
ein.

(a) Driicken Sie die zeitunabhéngige Schrodingergleichung fiir ein Teilchen in einem Zentralpotential
V(r) mit r = |Z|
L h? . . .
() = — 5 AG(@) + V(r)b(7) = BU(7) )

in Kugelkoordinaten aus.

(b) Zeigen Sie, da der Hamiltonoperator in der Form

A

EQ
)+ g tl@ + VW@ (10)

f B2 0 [ ,09(F)
Hy(&) = C2mr2or (T Oor

geschrieben werden kann, indem Sie L% in Kugelkoordinaten ausdriicken.

Betrachten Sie nun das klassische Analogon, und schreiben Sie ausgehend von der Lagrangefunk-
tion die Hamiltonfunktion in Kugelkoordinaten um. Was kéame fiir den quantenmechanischen
Hamiltonoperator heraus, wenn Sie einfach naiv ,kanonisch quantisieren”?

(¢) Rechnen Sie L3 in Kugelkoordinaten um.
Hinweise:
Die orthogonalen Einheitsvektoren fiir Kugelkoordinaten sind

€, = €, cos ¢ sinv + €, sin ¢ sinv + €, cos v,

€9 = €, cos @ cosV + €, sinp cos V¥ — €, sin v, (11)

Sie bilden in dieser Reihenfolge eine rechtshéndige Basis, d.h. es gilt
é} X é;g = é;a (12)

und die entsprechenden Formeln, die daraus durch zyklische Permutation der Indizes r, 1, ¢ hervorge-
hen.

Die Formeln fiir den Nabla- und den Laplaceoperator lauten in Kugelkoordinaten
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Homepage zu Vorlesung und Ubungen:
http://theorie.physik.uni-giessen.de/~hees/qml-ss09/
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