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Übungen zur Quantenmechanik I

Blatt 10, Lösungen zur Präsenzübung

Präsenzaufgabe 13 (Schwarzsche Ungleichung etc.)

(a) Es gilt
‖a± b‖2 = 〈a± b | a± b〉 = 〈a | a〉 ± 〈a | b〉 ± 〈b | a〉+ 〈b | b〉 . (1)

Addiert man beide Gleichungen, ergibt sich sofort die Behauptung:

‖a+ b‖2 + ‖a− b‖2 = 2 〈a | a〉+ 2 〈b | b〉 = 2‖a‖2 + 2‖b‖2. (2)

(b) Sei |a〉 6= 0. Die Zerlegung des Vektors |b〉 in Komponenten parallel und senkrecht zu |a〉 lautet

|b〉 = |a〉
〈a | b〉

‖a‖2
︸ ︷︷ ︸

|b‖〉

+ |b〉 −
∣
∣
∣b‖

〉

︸ ︷︷ ︸

|b⊥〉

. (3)

Es gilt
‖b‖2 = ‖b‖ + b⊥‖

2 = ‖b‖‖
2 + ‖b⊥‖

2 ≥ ‖b‖‖
2, (4)

denn es ist offenbar 〈

b‖

∣
∣
∣ b⊥

〉

= 0 und 〈a | b⊥ 〉 = 0. (5)

Wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts gilt in (4) das Gleichheitszeichen genau
dann, wenn

‖b⊥‖ = 0 ⇔ |b⊥〉 = 0. (6)

Weiter ist

| 〈a | b〉 |2 = 〈b | a〉 〈a | b〉 = ‖a‖2
〈

b
∣
∣
∣ b‖

〉

= ‖a‖2‖b‖‖
2

(4)
≤ ‖a‖2‖b‖2. (7)

Zieht man daraus die Quadratwurzel folgt die behauptete Schwarzsche Ungleichung:

| 〈a | b〉 | ≤ ‖a‖‖b‖. (8)

(c) Das Gleichheitszeichen gilt aufgrund der Bemerkung unmittelbar nach (5) dann und nur dann,

wenn |b〉 =
∣
∣
∣b‖

〉

, d.h. wenn |b〉 = λ |a〉 mit λ ∈ C.

Präsenzaufgabe 14 (Operatoren)

(a) Es gilt
C† = λ∗A† + µ∗B†. (9)

Begründung: Für irgendwelche Zustandsvektoren |a〉 , |b〉 gilt

〈a | (λA + µB)b 〉 = λ 〈a |Ab〉+ µ 〈a |Bb〉 = λ
〈

A†a
∣
∣
∣ b
〉

+ µ
〈

B†
∣
∣
∣ b
〉

=
〈

(λ∗A† + µ∗B†)a
∣
∣
∣ b
〉

.
(10)



(b)
〈a |Ab〉 = 〈a |ψ 〉 〈φ | b〉 = 〈〈a |ψ 〉∗ φ | b〉 = 〈〈ψ | a〉φ | b〉 . (11)

Das linke Argument im Skalarprodukt ist

〈ψ | a〉 |φ〉 = |φ〉 〈ψ | a〉 =: A† |a〉 , (12)

und daraus folgt
A† = |φ〉 〈ψ| . (13)

(c) Wegen der Hermitezität von A gilt

Akl = 〈uk |Aul 〉 = 〈Auk |ul 〉 = 〈ul |Auk 〉
∗ = A∗lk, (14)

und das war zu zeigen.

(d) Es ist wegen der Orthonormalität des VONS |vj〉

〈vl |uk 〉 =
∞∑

j=1

〈vl | vj 〉Ujk =
∞∑

j=1

δljUjk = Ulk. (15)

(e) Wegen der Vollständigkeit des VONS |vk〉 ist

|vj〉 =
∞∑

k=1

|uk〉 〈uk | vj 〉 =
∞∑

k=1

|uk〉 〈vj | uk 〉
∗ =

∞∑

k=1

|uk〉U
∗
jk. (16)

Faßt man Ujk als unendlichdimensionale Matrix auf, gilt Û−1 = Û †. Die Matrix ist also unitär.
Wie in der linearen Algebra erfolgt eine Basistransformation also durch eine unitäre Matrix.

Bemerkung: Man kann die Transformation auch durch eine unitäre Abbildung U ausdrücken:

|uk〉 = U |vk〉 . (17)

Daß U unitär ist, folgt aus der Forderung, daß sowohl die |uk〉 als auch die |vk〉 vollständige
Orthonormalsysteme sind. Zunächst gilt

δjk = 〈uj | uk 〉 = 〈Uvj |Uvk 〉 =
〈

vj

∣
∣
∣U†Uvk

〉

. (18)

Wegen der Vollständigkeit der |vj〉 gilt andererseits1 =
∞∑

j=1

|vj〉 〈vj | =
∞∑

j=1

∞∑

k=1

|vj〉 δjk 〈vk| =
∞∑

j=1

|vj〉
〈

vj

∣
∣
∣U†Uvk

〉

〈vk| = U†U. (19)

Multipliziert man also (17) von links her mit U† folgt

U† |uk〉 = U†U |v〉k = |vk〉 . (20)

Wiederholt man nun dieselbe Rechnung, die auf (19) geführt hat, findet man, daß auch1 = (U†)†U† = UU†. (21)

Dabei wurde verwendet, daß für einen beliebigen Operator A gilt:

(A†)† = A. (22)

Zusammen mit (19) bedeutet (21), daß U ein Inverses besitzt und

U−1 = U† (23)

ist, d.h. U ist tatsächlich unitär.



(f) Es ist

A′jk = 〈vj |Avk 〉 =
∞∑

l,m=1

〈vj | ul 〉 〈ul |Aum 〉 〈um | vk 〉 =
∞∑

l,m=1

UjlAlmU
∗
km. (24)

Homepage zu Vorlesung und Übungen:
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