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Ubungen zur Quantenmechanik I

Blatt 11, Losungen zur Prasenziibung

Prasenzaufgabe 15 (Teilchen im homogenen Magnetfeld)

(a)

Es gilt
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und das ist gerade das gegebene homogene Magnetfeld in z-Richtung.
Der Hamiltonoperator lautet
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Dabei haben wir beim Ausmultiplizieren des Ausdrucks (ﬁ' — e/cA)? von der Vertauschbarkeit
der Operatoren p, und & Gebrauch gemacht.

Zur Losung des Energieeigenwertproblems miissen wir zunéchst einen vollstdndigen Satz kom-
patibler Observabler finden, nach deren Eigenwerten wir die Energieeigenvektoren klassifizieren
kénnen. Da ¢ und 2 im Hamiltonoperator nicht auftreten, vertauscht der Hamiltonoperator mit
Py und p.. Da weiter diese Operatoren auch untereinander vertauschen, konnen wir also als voll-
standigen Satz H, Py und p, wihlen. Den dazugehorigen Eigenket bezeichnen wir mit |E, p,, p.).
Die zu lésende Energieeigenwertgleichung lautet also
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Den Hamiltonoperator () auf den Eigenket angewandst, liefert
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Formt man den Ausdruck in der eckigen Klammer ein wenig um, erhilt man
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Dabei haben wir zur Abkiirzung
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gesetzt. Das ist bis auf den konstanten Term p?/(2u), d.h. die kinetische Energie der freien Be-
wegung in z-Richtung, der Hamiltonoperator eines Teilchens, das entlang der z-Achse um die
Ruhelage xg schwingt. Die Eigenwerte dieses verbleibenden Operators sind also die Energieei-
genwerte eines harmonischen Oszillators. Die Energieeigenwerte des Teilchens sind also
P, hw .
E:En:ﬂ 7(2n+1), mit n €{0,1,2,3,...}. (7)



Die Energieeigenwerte hangen nicht von p, ab, d.h. der Zustand zu gegebener Energie £, ist
unendlichfach entartet.

Bemerkungen

Die Wellenfunktion zum Energieeigenwert n lautet
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Die kanonischen Kommutatorrelationen fiir Orts- und Impulsoperatoren sind

mit

N ist eine Normierungskonstante.
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Die Kommutatorrelationen mit H lassen sich daraus mit Hilfe der allgemeinen Formel
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berechnen. Damit finden wir:
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Allgemein gilt
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Dies ist auch aus der klassischen Hamiltonschen Mechanik bekannt: Die kanonischen Impulse
sind bei Anwesenheit von Magnetfeldern nicht identisch mit dem mechanischen Impuls.

Ein Zustand (%) erhélt unter (statischen) Eichtransformationen
A7) = A() + Vx () (14)

einen Phasenfaktor, d.h. nach Umeichen des Vektorpotentials fiir das Magnetfeld, ist die Wel-

lenfunktion )
V() = o) exp | () (15)

zu verwenden. Wenden wir also die eichtransformierte Geschwindigkeit ([3]) auf die eichtransfor-
mierte Wellenfunktion an, erhalten wir
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Damit folgt fiir den Erwartungswert
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Der Erwartungswert der Geschwindigkeit des Teilchens ist also eichunabhingig wie es fiir eine
observable Gréfle sein mufl.

Homepage zu Vorlesung und Ubungen:

http://theorie.physik.uni-giessen.de/~hees/qml-ss09/
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