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1 Einleitung

Die Mathematik ist die Sprache der Natur. Ein tieferes \@&rdhis der Naturwissenschaften ist daher
ohne gute mathematische Kenntnisse kaum moglich. Diegayiz besonders fir die quantitativste und

fundamentalste aller Naturwissenschaften, die PhysierJehysikstudent muss sich daher das notwen-
dige mathematische Handwerkszeug grundlich aneignen.

Um den Beginn des Physikstudiums auch im Sommersemestemzigkchen, wird die Vorlesung
“Theoretische Physik 1/2 (Mechanik)” angeboten. Der samgivei Semestern angebotene Stoff wird
auf ein Semester komprimiert, weswegen wenig Raum bleibtdie bendtigten mathematischen Tech-
niken in der Mechanikvorlesung einzufiihren. Ziel derdzringsvorlesung zur Theoretischen Physik
1/2 ist es daher, die mathematischen Hilfsmittel naherigkutieren, die in der Mechanik-Vorlesung
benotigt werden. Es handelt sich also keineswegs um elevertige” Mathematikvorlesung. Hierfur
ist die Teilnahme an der dreisemestrigen Vorlesung “Mattéafiir Physiker” im Bachelorstudium Phy-
sik unverzichtbar und im Studienplan auch verpflichtendygschrieben.

Der Schwerpunkt der Erganzungsvorlesung liegt auf demm&elernen von wichtigen Rechenmethoden,
wobei auf strenge Beweisfuhrungen und axiomatische Fenadg kein Wert gelegt wird. Als Vorkennt-
nis wird Vertrautheit mit dem Stoff der Schulmathematikawsgesetzt und zwar elementare Algebra,
elementare Geometrie, transzendente Funktionen, Difiefeund Integralrechnung in einer Dimensi-
on. Themen der Vorlesung sind: Komplexe Zahlen, Vektomeaaly, Kurven in drei Dimensionen, Diffe-
rentialrechnung fur Funktionen mehrerer Variablen, kmlmige Koordinaten und gewodhnliche Diffe-
rentialgleichungen. Das vorliegende Skript erhebt keivespruch auf Vollstandigkeit oder Originalitat,
es soll nur die Rolle einer Gedachtnisstutze fur die &uwhgsteilnehmer spielen.

Literatur

Die Mathematik fur Physiker wird in zahlreichen Lehrb&ah mit verschiedenem Anspruchsgrad dar-
gestellt. Neuerdings gibt es eine ganze Reihe von Werkeorim von Ebooks, die fir Studierende der
Goethe-Universitat kostenlos zuganglich sind (diese @ der untenstehenden Liste mit einem Stern
(x) gekennzeichnet. Man kann sie online am Bildschirm lesehauch (kapitelweise) in PDF-Form
herunterladen. Voraussetzung ist der Zugang aus dem Caetpusder (alternativ) das Einloggen tber
den Account der Universitatshibliothek. Im folgendendsg@inige nuitzliche Bucher zum Thema zusam-
mengestellt. Sie sind zur Vorlesungserganzung und zuhatieh zum Selbststudium geeignet.



e Markus Otto:Rechenmethoden fur Studierende der Physik im ersten dghr (
Spektrum Akademischer Verlag, 2011, 380 S
Inhalt: Vektorrechnung, Lineare Algebra, Differentiaih@ung, Integration (mehrfach), Differen-
tialgleichungen, Komplexe Zahlen, Vektoranalysis, Fexamnalysis, Partielle Dgin, Anwendungen
in Mechanik+Edynamik

e Lothar Papula:Mathematik fur Ingenieure und Naturwissenschaftigr (
Vieweg+Teubner Verlag / GWV Fachverlage GmbH, Wiesbad8A9212. Auflage
Sehr ausfuhrlich, mit vielen Beispielen ubibungen
Band 1,827 S
Inhalt: Vektoralgebra, Funktionen und Kurven, Differafriechnung, Integralrechnung, Potenzrei-
henentwicklung, Komplexe Zahlen und Funktionen
Band 2,795 S
Inhalt: Lineare Algebra, Fourier-Reihen, D+l in mehrereémBnsionen, Gewodhnliche Differenti-
algleichungen, Fouriertransformation, Laplacetramagtion
Zusatzlich: Band 3: Klausur- urldbungsaufgaben

e Helmut Fischer, Helmut Kaul: Mathematik fur Physikej (
Teubner Studienbiicher Band 1: Grundkurs
Inhalt: Grundlagen, Vektorrechung, Analysis einer Veléntichen, Lineare Algebra, Analysis
mehrerer Variabler, Vektoranalysis, Elementare Funktibneorie
Band 2: Gewdhnliche und partielle Differentialgleicheng mathematische Grundlagen der Quan-
tenmechanik 3. Aufl. 2008, 752 S.
Diese Bucher sind in der Bibliothek (Bibliothekszentrunederursel) als “Semesterausleihe” in
100 Exemplaren verfugbar.

e G.B. Arfken, H.J. WebeiMathematical methods for physicists
Academic Press, 6th ed. 2005
Ein nutzliches Werk, teils Lehrbuch, teils Formelsamnglun

e Karl-Heinz Goldhorn, Hans-Peter Heinkathematik fur Physiker:)
Springer, 2007
Band 1: Grundlagen aus Analysis und linearer Algebra
Anspruchsvolleres Buch, dass den mathematischen “SateiBeStil verwendet.

e Hans Kerner, Wolf von WahMathematik fur Physikers)
Springer, 2007, 568 Seiten

e Siegfried GroBmannviathematischer Einfuhrungskurs fur die Physik
Teubner, 2004, 9. Aufl.

Zusatzlich sind auch die Lehrbiicher der TheoretischeysiRl{speziell Mechanik) zu empfehlen, da
dort meist auch die mathematischen Grundlagen eingefignden. Zum Beispiel:

e W. Nolting: Grundkurs Theoretische Physik, Band 1: Klassische Mekhani
8. Aufl. Springer-Verlag, 2006

e W. Greiner:Theoretische Physik 1, Klassische Mechanik 1
8. Aufl., Harri Deutsch, 2007

e R. Dreizler, C. lildde Theoretische Physik 1, Theoretische Mechanik
2. Aufl. Springer-Verlag, 2008
Umfangreicher mathematischer Anhang auf CD-ROM



2 Komplexe Zahlen

Wir setzen die Kenntnis der reellen ZahbkeiE R als gegeben voraus. Dabei ist anzumerken, dass die
dabei auftretendenegativen Zahlen x 0 bereits eine gewisse Abstraktion beinhalten. Man bghsie
etwa, um lineare Gleichungen der Art- 1 = 0 losen zu kdnnen, namlich= —1. Dieser Schritt (und

die Einfuhrung der Null) wurde bereits vor tiber 2400 Jaherstmals in Indien) vollzogen. Die reellen
Zahlen reichen aber nicht aus, um alle algebraischen Glegdm (also Gleichungen der Art “Polynom
von x gleich Null”) I6sen zu kdénnen, z.B. die Gleichum§+ a = 0 mit positivema. Zu diesem Zweck
wurden in der Renaissance diemplexen Zahlearfunden. Erste Spuren finden sich in den Arbeiten der
italienischen Mathematiker Cardano und Bombelli im 16.rJahdert, die weitere Entwicklung wurde
besonders von Euler und Gaul? vorangetrieben.

Definition: Dieimagirére Einheit ilost die Gleichung?+ 1 = 0 alsoi = v/—1.

Diese Schreibweise geht zurtick auf Leonhard Euler (17488)L Darauf aufbauend kann miain ima-
ginare Zahlen der Forniy durch Multiplikation der imaginaren Einheit mit einer Hea Zahly € R kon-
struieren. Durch Addition reeller und imaginarer Zahlegeben sich schliel3lich die komplexen Zahlen.

Definition: Einekomplexe Zahhat die Formz = x+ iy mit x = Rez € R (Realteil) undy = Imz e R
(Imaginateil)

Die Menge aller komplexen Zahlen wird ndit bezeichnet. Fir komplexe Zahlen sind die Operationen
der Addition und der Multiplikation definiert, mit densetb&echenregeln (Kommutativ-, Assoziativ-
und Distributivgesetz) wie im Reellen. (Anmerkung: Dagysaafir, dass es sich b&i und C mathe-
matisch betrachtet utdorper handelt.)

Es kann gezeigt werden, dass die Einfuhrung der imagin&ieheit ausreicht, uralle algebraischen
Gleichungen zu losen. Dies besagt Bendamentalsatz der Algebrdede algebraische GleichuNger
Ordnung, d.h.zr'}':oanx” = 0, hat genalN Losungen. Dies funktioniert aber nur, wenn man auch kom-
plexe Losungen beriicksichtigt. Lasst man nur reellelefazu, dann liegt die Anzahl der Losungen
irgendwo zwischen 0 undl, abhangig von den Werten der Koeffizientgn Der Fundamentalsatz der
Algebra wurde von Carl Friedrich Gaul3 im Jahr 1799 in seinattBrarbeit bewiesen.

Rechnen mit komplexen Zahlen

Um mit komplexen Zahlen zu rechnen, kann man diese in RedlHmaginarteil aufspalten und dann
diese Anteile einzeln miteinander verknupfen.

Addition:  z +2 = (X1 +iy1) + (X +iy2) = (X +X%2) +i(Y1+Y2)
Multiplikation:  z;-2o = (X1 +1y1) - (X2 +iy2) = (XaX2 — Y1Y2) + i (X1y2 + X2Y2)

Komplexe Zahlen treten immer paarweise auf, zu jeder Zgjitht es einekomplex konjugiert&@ahl z*,
bei der das Vorzeichen des Imaginarteils das Vorzeichexmsait. Man definiert

Komplexkonjugation: i* = —i und somit z* = (X+1iy)* =x—1iy

Dies kann benutzt werden, um den Betrag einer komplexenzZatifinieren:

Betrag: |7 = vZz= /(X—iy)(X+iy) = /X2 +y?2
Diese Konstruktion ist ganz analog zum Betrag (Lange)sWektors in zwei Dimensionen= x&; +

y&, namlich|F| = /X2 +y2, es wird auch die gleiche Notatidn.. | benutzt. Wir werden die Analogie
zwischen komplexen Zahlen und zweidimensionalen Vektoos weiter verfolgen.

Abschlie3end lasst sich auch ddévision zweier komplexer Zahlem, /z, einfuhren. Der Trick besteht
darin, den Bruch mig;/Z;, = 1 zu erweitern, was dazu fuhrt, dass die komplexe Zahl imnidedurch
eine reelle Zahl (das Betragsquadrat wgnersetzt wird, durch die man problemlos dividieren kann.



Division: 2 — 4% _ (atiyl)(xe—iy2) _xpetyiyz . Xyi—xy2
ivision: — = = =
2 25 22 XS+Y3 S+Y3

Noch zwei Anmerkungen:

1. Ein prinzipieller Unterschied zwischen reellen und kéempn Zahlen: Der Korper der reellen zahlen
ist geordnet Das heisst: Es existiert eine Relation “grof3er als”, diejades Paar reeller Zahlen an-
wendbar ist. Entweder gilt; > x, oder es giltx; > x; (wenn die Zahlen nicht identisch sinkl, = x2).

Die reellen Zahlen sind sozusagen wie auf einer Perlensdfintereinander aufgereiht. Fir komplexe
Zahlen hingegen macht eine Aussage derZrt z, keinen Sinn: Der Korper der komplexen Zahlen
ist nicht geordnetDie Gleichheitz; = z ist davon naturlich nicht betroffen. Und man kann komplexe
Zahlen nach ihrem Betrag sortieren, also eteyg> |z|. Man beachte aber, dass aus der Gleichheit der
Betrage|z;| = |z| nicht die Gleichheit der Zahlen = 7, folgt! Es gibt unendlich viele komplexe Zahlen
mit dem gleichen Betrag.

2. Eine komplexe Gleichung enthalt in gewisser Weise “edipgd viel Information” wie eine reelle Glei-
chung, denn sie beinhaltet ja die Gleichheit des Realtaiisdes Imaginarteils. Die komplexe Gleichung
7y = 2z ist also aquivalent zum Gleichungssystgia= X, undy; = y,. Ob man mit einer komplexen oder
mit zwei reellen Gleichungen arbeitet ist im Prinzip glegjghig, je nach Problemstellung kann die eine
oder die andere Formulierung vorteilhaft sein.

Die Polardarstellung

Wie schon bemerkt besteht eiAlnlichkeit zwischen komplexen A

Zahlen und zweidimensionalen Vektoren. Beide lassen siothd y=tmz Z=x+iy
Zahlenpaare beschreiben, im einen Fall Real- und Imagihar I I
im anderen Fall die cartesischen Komponenten entlang der Ac Iz

senrichtungerg; und&,. Dementsprechend kann man eine kom-
plexe Zahl durch einen Pfeil in der— y—Ebene (dekomplexen
Ebend darstellen, siehe das nebenstehende “Zeigerdiagramm”.
(Man benutzt das Wort Zeiger statt Vektor, damit klar wirdssl

ein Unterschied zwischen beiden Konzepten besteht: DigiMul III 1A%
plikationsoperationen fir Vektoren und fur komplexe Eahha-
ben ganz unterschiedliche Eigenschaften.)

Nun ist es noch nutzlich, zur Beschreibung des “Zeig&dar-
koordinatenzu verwenden. Man schreibt also

L
x=Rez

X
y

Rez = |z|cos¢
Imz=|z|sing

oder zusammengefasst z= |z|(cos¢ +ising) .

Hierbei ist|z| die Radialkoordinate (Lange des Zeigers) yndie Winkelkoordinate (Azimutalwinkel).
Die Kenntnis der Zahlenpaafg,y) und(|z], ¢ ) ist aquvalent. Ist die Polardarstellung gegeben, kann man
sofort Real- und Imaginarteil berechen. Umgekehrt gelaives, namlich

|z = /X2 +y? und ¢ :arctanz.

Die zweite Beziehung folgt, indem man die Gleichungen yitund x durcheinander dividiert, also

_s:)r:i =tang = g und dann naclp auflost. Der Winkel wird auch als das “Argument” der komple-

xen Zahl bezeichnet, also ag- ¢.



Bei der Bestimmung vor ist noch eine kleine Komplikation zu v 4
beachten. Bekanntlich sind die trigonometrischen Funktioperi- I I
odisch, d.h. wenn man zum Winkel beliebige Vielfache von 2
addiert andert sich nichts an der komplexen ZaWndererseits im-
pliziert dies, dass die Umkehrfunktion, also der Arcustanryj eine
mehrdeutige Funktion ist; ihr Wert ist nur Modular2efiniert. Dies
fuhrt nun dazu, dass es verschiedene Moglichkeiten ddat, Wer-
tebereich des Winkelg zu wahlen. Die Alternativen werden klar, II1
wenn man die komplexe Ebene in vier Quadranten aufteitigsid-

bildung. Die Tabelle zeigt zwei mogliche Arten der Winkefliahition,

die wir zur Unterscheidung voriuibergehend ghiind ¢ bezeichnen.

v

IV

Quadrant| | x>0|y>0| O0<¢<Z 0<d<7
Quadrantll| x<0|y>0| Z<¢<m s<Pp<m
Quadrantlll| x<0|y<0|-m<¢p<-F| n<d<3
Quadrant IV| x>0 |y<0| —Z<¢<0 |F<p<2n

Bei der ersten Alternative hat der Winkel den Wertebereieh< ¢ < +mim zweiten Fall gilt hingegen
0< ¢ < 2. (Wo man hier dast —Zeichen setzt ist Konventionsfrage.) In den ersten beidesd€anten

sind die Werte identisch) = ¢, in den Quadranten Il und IV gil§ = ¢ + 2. Beim Berechnen des
Winkels muss man sich den korrekten Ast der mehrdeutigektieumArcustangens herauspicken.

A

) arctan x
+7/2

tan ¢

|
|
:
|
: Cos @ \
|
I
|
|
[}

sin @

-

Der Hauptwert der

Funktion

Arcustangens-

m

Beschrankt man sich auf den ersten Ast der Arcustangekigian(den “Hauptwert”) im Wertebereich
zwischen—11/2 und+1/2 dann muss man fur die Quadranten Il und Ill eine Verschighwon+ 7 bzw.
—rmvornehmen, um auf den “richtigen Ast” zu kommen:

[arctarﬁl
X

[arctar!
X

]+7T fur x<0,y>0
]—n fir x<0,y<0

wobei die eckigen Klammern andeuten sollen, dass der Hauptyemeint ist. Fup kommt dann fur
y < 0 noch eine zusatzliche Verschiebung umtinzu.
Die Euler-Moivre-Formel

Die Polardarstellung komplexer Zahlen lasst sich in eimmpaktere und aul3erst praktische Form um-
schreiben, indem man die trigonometrischen Funktionectdame Exponentialfunktion ersetzt. Dies



geschieht durch eine fundamentale Gleichung, die von LamhBuler entdeckt wurde (mit Vorarbeiten
von Abraham de Moivre). Diese Euler-Moivre-Formel (haufigfach Eulersche Formel genannt) lautet

cosp +ising =€

und verknupft Funktionen, zwischen denen man zunachseRéerbindung vermuten wirde. Im Reel-
len sehen Sinus und Cosinus als beschrankte, periodigilienende Funktionen vollig anders aus als
die monoton anwachsende unbeschrankte ExponentialfmnKkin der Euler-Formel wird jedoch eine
“analytische Fortsetzung” vorgenommen: man betrachteEdponentialfunktion bei komplexen (genau
gesagt imaginaren) anstelle von reellen Argumenten.

Der Beweis der Euler-Moivre-Formel geschieht am klarstedem man die Potenzreihenentwicklung
der beiden Seiten miteinander vergleicht. Dazu betrachienunachst zunachst die allgemeine Formel
fur die Potenzreihenentwicklung einer beliebig oft diéflezierbaren Funktiori(x) um einen Punkkg
(die Taylor-Reihe):

1 d?f

Latr 2
T dR Xo(x X0)<+ ...

df
100 = 100)+ g, (x—0)+
@ 1 dkf
= Y o] (x=x0)
2. K O b
mit der Fakultak! =1-2-3-...-kund 0!'= 1.

Wir entwickeln die Exponentialfunktiog® um die Stellexy; = 0. Dies ist besonders einfach, da sich die
Exponentialfunktion beim Differenzieren immer wieder neguziert, alsod®e*/dx¢ = €. Mit € = 1
folgt:

1, 1 1 1
e?‘:1+x+zx +§X3+IX4+§X5+““

Bei der Entwicklung der Funktiorf(¢) = cos¢ an der Stellep = O gilt cosO= 1, dcos¢ /d¢|o =
—sin 0= 0, d?cosp /d$?|o = —cos 0= —1, d3cosp /dp3|o = +sin 0= 0, und d*cosp /d¢*|o =
+cos 0= +1, also

1., 1,
cos¢:1—5¢ +E¢ F....
Ganz analog ergibt sich fur den Sinus
sm¢:¢—§¢ +§¢ F....

Der entscheidende Schritt ist nun die analytische ForsgtaVir betrachten die Exponentialfunktiet
und setzen statt des reellen Argumenésn imaginares Argumemd ein. Unter Benutzung der Potenzen
der imaginaren Einheif = 1,it =i,i? = —1,i® = —i, i* = +1 usw. ergibt sich

- o1 1, 1, 1,
d? = 1+'¢+§'2¢2+§'3¢3+I'4¢4+§'5¢5+"'
B 01, 1.5 1., 1.5
= 1+'¢_E¢ —|§¢ +I¢ +|§¢ +...

Nun fassen wir die reellen und die imaginaren Summanderm@tzusammen und finden die Eulersche
Formel:

do — (1_%¢2+$¢4+...) +i(¢—%¢3+é¢5+...) = cos¢ +ising .



Anmerkung: Dieser Beweis ist elegant und Uberzeugend Méthematiker muss ihn allerdings noch
durchUberlegungen zur Konvergenz der betrachteten unendliBe@men und zur Zulassigkeit des Ver-
tauschens der Summation einer unendlichen Reihe untermaue

Entscheidend ist, dass sich die Rechenregeln fur die Exg@ifunktion problemlos vom Reellen ins
Komplexe Uibertragen lassen, insbesondere die Gleichung

gY=¢g¢e gultigfuralle xyeC.

Mittels der Eulerschen Formel lasst sich die Polarddtstgl einer komplexen Zaht sehr einfach in
folgender Form, deEuler-Darstellung schreiben:

z=|7€?

also als Produkt des reellen Betrdgsund eines komplexeRhasenfaktors'@. Dieser Phasenfaktor hat
den Betrag 1, denfé?| = \/(€?)*€9 = Ve 1?69 = /& = 1, er beschreibt also den Einheitskreis in
der komplexen Ebene.

Spezialfalle der Eulerschen Formel sind
€?=i und €7=-1.

Das zweite Ergebnis wird manchmal als die schonste ForereMdithematik bezeichnet, verknupft es
doch auf einfache Weise zwei transzendente Zalden)( eine negative Zahl und die imaginare Einheit.

Die Rechenregeln fur die Exponentialfunktion konnenrdeltht auf die Regeln fir das Rechnen mit
komplexen Zahlen angewandt werden. Insbesondere fuhtatiphkation und Division einfach auf die
Addition bzw. Subtraktion der Phasenwinkel.

Multiplikation: z=2z -2 = |z|€% |2| €% = |z |z|€91192)

Lo Z Z .
Division: z= 2= = 12| g(91-92)
7 |z

Potenzieren: 2" = |z|"&"¢

Diese Beziehung wurde hier fur ganzzahlige PotenzerN hingeschrieben, gilt aber genauso gut auch
allgemein fur reelle Potenzen. Ist die Potenz ein BruchFdem 1/m, m € N, dann handelt es sich um
die Wurzelmten Gerades:

¢

i(— + 2n5>

Radizieren: ¥z=7"/"=|7YMe\M M/ far k=0,1,....m—1

Hier wurde beriicksichtigt, dass die Wurzel emehrdeutige Funktiomst. Das ruihrt daher, dass das
Argument vonz (der Phasenwinkel) nur bis auf ein ganzzahliges Vielfachas 21 definiert ist
argz= ¢ + 2nk mit k € Z. Beim Wurzelziehen verkleinern sich diese Winkel um dentéiak/m. Sie
riicken naher zusammen, so dass insgesahitsungen in das Standardintervall der Langefdlen: Es
existierenm verschiedene Wurzeln einer ZahlAber auch nicht mehr: Nimmt man noch grof3ere Werte
vonk, dann wiederholen sich die schon bekannten Wurzeln (mdiglo

Anmerkung: Um die Formel fur die komplexe Wurzel nicht otig zu komplizieren wurde nicht hinge-
schrieben, dass die Winkel falls erforderlich noch in das8ardintervall, entwedgr-r1/2 + 11/2] oder
[0, 2m7)), gebracht werden mussen.



Betrachtet man speziell diinheitswurzelnV/1, also|zl = 1 und¢ =0 4.,

so liegen diese symmetrisch auf dem Einheitskreis in derpkexen V1
Ebene. Der Fall der Quadratwuraal= 2 ist speziell, denn hier ergeben {-/“\\
sich die bekannten zwei reellen Werte >

\/izé(°+2"5):{ =1 \W/z Rer

dm=-1

Die Logarithmusfunktior{naturlicher Logarithmus) ist als Umkehrfunktion der Brentialfunktion de-
finiert, also

d?=z oder InfF=z

woraus auch folgt IfiL) = 0 sowie
In(z122) =Inzz+1Inz

Fur den Logarithmus einer komplexen Zaht 7| €% ergibt sich sofort das Resultat
Inz=In|z|+i¢

Dies ist der “Hauptwert” des Logarithmus. Wegen der Peritéli der Exponentialfunktion mit ima-
ginarem Argument ist der Imaginarteil des Logarithmweddeutig, man kann7& i mit beliebigem ganz-
zahligenk € Z addieren.

Die trigonometrischen Funktiondassen sich durch Exponentialfunktionen ausdruckergrmchan das
Komplexkonjugierte der Eulerschen Formel verwende = cosp — i sing. Dann ergibt sich sofort

g9 _ it 9 e
— , cosp = —

Mit dieser Darstellung lassen sich zahlreiche komplizigtbrmeln der Trigopnometrie (z.B. die Additi-
onstheoreme) ganz bequem beweisen.

sing =

Ein Vergleich mit der Definition dedyperbelfunktionen

ef—eX ef4eX
hx =
2 , cos >

zeigt deren enge Verwandtschaft mit den trigonometris¢herktionen, namlich

sinhx =

sin(iy) =isinhy und cosiy) = coshy.

Fur die trigonometrischen Funktionen in der gesamten kexep Ebene findet man
sin(x+1iy) = sinxcoshy+icosxsinhy,
cogx+liy) = cosxcoshy—isinxsinhy.

Die allgemeine Untersuchung des Verhaltens von Funktioameiomplexen ist Gegenstand der mathe-
matischen Disziplin defFunktionentheorie

3 Vektorrechnung

In der Physik treten viele verschiedenartige MessgroRéndée man nach ihren geometrischen Eigen-
schaften in verschiedene Klassen aufteilen kann. Die@isfan Objekte sind digkalare deren Grolde



durch Angabe eines Zahlenwerts vollstandig charakeetigt. Typische Beispiele sind Druck und Tem-
peratur eines Gases, das elektrische Potential, u.s.wnd2iest kompliziertere Klasse besteht aus den
Vektoren die zusatzlich zu ihrer Grofde noch eine Richtung im Rawesitben, z.B. Geschwindigkeit,
Beschleunigung, Kraft und viele mehr. Das Rechnen mit \fekt@ehort zum unverzichtbaren Hand-
werkszeug des Physikers, sowohl die Vektoralgebra (Addigviultiplizieren, ...) wie die Vektoranalysis
(Differential- und Integralrechnung mit Vektoren).

Im Prinzip geht die Klassifizierung der physikalischen & noch weiter. Als Verallgemeinerung des Vektorbe-
griffs treten Tensoren (zweiter und hoherer Stufe) aufisbealgebra und Tensoranalysis Uberschreiten jedoch den
Rahmen dieser Einfuhrung.

3.1 Allgemeines

Alle physikalischen Vorgange spielen sich im Raum ab, gengesagt im dreidimensionalen “Orts-
raum”. Dieser Raum ist, grob gesagt, eine Ansammlung vondlied vielen, unendlich dicht neben-
einander liegenden Punkt&h er bildet ein dreidimensionales “Kontinuum”. Die Pogitigdes Punkts
(relativ zu einem frei wahlbaren Bezugspurk) wird durch einervektorbeschrieben, de@rtsvektor
Ein Vektor ist also, geometrisch betrachtet, ein ObjeksdgseLangebesitzt (den Abstand vom Be-
zugspunktO) und eineRichtungim Raum. Der Ortsvektor ist nur ein Beispiel fur einen Vektor. Wir
werden im folgenden die Vektoren mit den allgemeinen Naﬁ;é’né usw. versehen

Die Lange (auch Betrag genannt) eines Vek@msird mit a = |&d| bezeichnet. Graphisch kann einen
Vektor & durch einerPfeil reprasentieren.

Alternativ gibt es die Moglichkeit, Vektorealgebraischdarzustellen, namlich algahlentripeld =
(a1,ap,a3), wobei dieag; € R, i = 1,2,3 drei reelle Zahlen sind. Um die Komponentndes Vektors
festzulegen, wird eiBezugssystewderKoordinatensysterhendtigt.

Konstruktion der Koordinaten:

Man wahlt willkiirlich einen BezugspunkD (den Koordinatenur-
sprung) und drei verschiedene Geraden, die sich in diesemit Pu
schneiden. Diese drei Geraden werden mit (gleichartigeémgens-
kalen versehen. Die Vektorkomponentgnentstehen durcParallel-
projektionder “Pfeilspitze” vond auf die drei Koordinatenachsen.
Diese Konstruktion funktioniert fir beliebige Achserricngen. Das
Arbeiten mit den Koordinaten vereinfacht sich jedoch, weignKoor-
dinatenachsen senkrecht aufeinander stehen, wenn magiraischt-
winkliges Koordinatensystemerwendet. Die Benutzung schiefwinkli-
ger Koordinaten ist in der Praxis nur selten anzutreffen.

Komponentendarstellung:
Ein Vektor wird in folgender Form in drei Komponenten, di@ftesischen Komponenten”, zerlegt

3
d= (a1,82,83) =a161+a2éz+a363=21aaé :

Hierbei sind dieg die cartesischen Einheitsvektoreler Basisvektoremie sich algebraisch schreiben

IKorrekterweise sollte man zwisch&paltenvektorenndZeilenvektoremnterscheiden, wir verzichten hier auf diese “Fein-
heit”.



lassen als
& = &= (17 0, 0) ’
éZ éy = (07 17 0) )
& = &=1(00,1).

Die drei Komponenten werden entweder von 1 bis 3 durchnumemeder als¢-, y- undzKomponente
bezeichnet. Fir den Ortsvektor schreibt man entsprechane (xq,x2,X3) = (X, Y, 2).

Ein weiterer spezieller Vektor neben den BasisvektoredésNullvektor 0= (0,0,0).

Erganzung: Der Begriff des Vektors ist nicht auf den dmaieinsionalen Ortsraum beschrankt. Man
kann Vektoren auch in Raumen mit beliebiger (ganzzahli@@mensionszahh definieren. In der al-
gebraischen Darstellung wird ein Vektor dann nicht als dirgpndern alsi-Tupel von reellen Zahlen
d= (a1,ap,...,a,) beschrieben. Das Arbeiten mit Vektoren ist weitgehend vemRimensionszahh
des Vektorraums unabhangig.

3.2 Rechenregeln der Vektoralgebra

Mathematisch betrachtet sind Vektoren Elemente einesdfien Raums” oder “Vektorraums” tiber dem

Korper der reellen Zahlen. Fur das Rechnen mit diesenkjaibt es eine ganze Reihe von Regeln. Die
Eigenschaften von Vektorraumen kann (und sollte) mannaatsch definieren. Wir gehen hier jedoch

weniger streng vor und beschranken uns auf die Zusamnilengteler Eigenschaften und Regeln.

Als ersten Schritt legen wir fest: Zwei Vektoren sind gleiefenn sie in Lange und Richtung tUberein-
stimmen. Bei dieser Festlegung spielt also der Fu3punkekeolle und Vektoren kann man beliebig im
Raum hin- und herschieben.

N -
Addition zweier Vektoren: ¢=4a+b. Lo a
Graphische Konstruktion: Der Summenvektor entsteht,rinde 2 * P R
der Vektorb so verschoben wird, dass sein FuRpunkt mit der b b B+a

Pfeilspitze des Vektord tibereinstimmt. Der Vektdg zeigt dann N
vom Ful3punkt vord zur Pfeilspitze vorb. a

Kommutationsgesetz:a+b=Db+3.

Assoziativgesetz: (8+b) +c=4d+ (b+c)=d+b+¢ .

Subtraktion zweier Vektoren: ¢ =& —b=a+ (—b)

DasNegativedes Vektors wir mit —b bezeichnet und entsteht, R oo
indem FuRpunkt und Pfeilspitze vdnmiteinander vertauscht H'V ) b
werden. Dann gilt fiir die Summe+ (—b) = 0, es ergibt sich

also der Nullvektor. b

Mathematische Anmerkung: Die Vektoren bilden eine komting&ruppe mit der Addition als Verkniipfung. Der
Nullvektor ist das neutrales Element, deg O = &, und jedes Elemer# besitzt ein inverses Element, namlich
—a

Multiplikation mit Zahlen:
Der Vektor b=ad mit der reellen Zahbr € R zeigt in Richtung vorg und seine Lange ist das
a-fache der Lange voa.
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Einfache Spezialfalle: d=d , 0d=0 , (-1)d=-4.
Fur die Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl geltdie
(a+p)a = aa+pa

Distributivgesetze: . .
a(d+b) = aa+ab

und das
Assoziativgesetz: a(f d) = (aB)d=apa.
Jedem Vektod kann durch Multiplikation mit dem Reziproken seiner Largein

o 1
Einheitsvektor & = a a
zugeordnet werden.

Rechenregeln in dé¢omponentendarstellung:

3 3 3 3
Addition: ¢=d+b=Yag+She=S(@+h)a="Sc8g also c=a-+b .
23812 b= @thE=) math

3 3 3
Multiplikation mit einer reellen Zahl: b=ad=a Zla,- 8= Zlaai 8 = Zlbi 8§ also b=ag.

Das heisst also: Die Komponenten von Vektoren verhalteim Is&¢ Addition und Multiplikation wie
gewohnliche reelle Zahlen.

3.3 Multiplikation von Vektoren

Die Multiplikation zweier Vektoren kann auf zwei sehr ursiehiedliche Weisen erfolgen:
Skalarprodukt (inneres Produkt):  Vektor mal Vekter Skalar

Vektorprodukt (Kreuzprodukt): Vektor mal Vektor- Vektor

Das Skalarprodukt

Geometrische Definition: &-b = abcosf

Hierbei sinda undb die Langen der Vektore@ undb und 6 ist derWinkelzwischen den Vektoren. Das
Skalarprodukt ist unabhangig vom benutzten Koordingtsiesn und invariant gegentiber Drehungen
und Verschiebungen.

Geometrisch entspricht das Skalarprodukt der Multipide@tder
Lange des Vektorg mit der Lange deProjektiondes Vektorsb auf

den Vektord. Derselbe Wert ergibt sich auch bei Vertauschung der bei-
den Vektoren, wenn man al§oauf a projiziert.

o)

v

Zwei Vektoren heissearthogonalwenn gilt 3-b=0 . Indiesem Sinn ist der Nullvekt@rorthogonal

zu allen Vektoren.

Das Verschwinden des Skalarprodukt zweier Vekt@tdm= 0 kann zwei Ursachen haben: Entweder ist
mindestens einer der beiden Faktoren der Nullvektor odebeiiden Vektoren sind orthogonal,L b.

Eigenschaften des Skalarprodukts
1) Kommutativitat: &-b=Db-a .
2) Distributivitat: (&+Db)-¢=4d-S+b-C .
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3) Homogenitat: (ad)-b=4a-(ab)=ad-b fur aecR.
Diese drei Gesetze konnen als Grundlage fir eine axisoteiDefinition des Skalarprodukts genommen
werden, die nicht von der geometrischen Definition ausgeht.

Geometrischer Beweis des Distributivgesetzes. Die dr&tdven
sind hier in einer Ebene gezeichnet. Die Konstruktion dikraun-
verandert auch fur nicht koplanare Vektoren.

0

v

122 g2
Ea-c EBC

Die geometrische Definition des Skalarprodukts macht Gelbraon den Langen der beteiligten Vek-
toren. Umgekehrt lasst sich durch Multiplikation eineskides mit sich selbst (eingeschlossener Winkel
6 = 0) dessen Lange aus dem Skalarprodukt erhalten, namlich

Norm eines Vektors: || = va-a .

Andere Bezeichnungen fur die Norm sind “Lange” oder “Bgtt

Eine wichtige Eigenschaft des Skalarprodukts ist die

Schwarzsche Ungleichung:&-b < ab.

Das Gleichheitszeichen tritt auf wenn die beiden Vektoraraltel sind. Eine Folgerung (man ersetze
d— —d)ist—ab<d-h.

Die Schwarzsche Ungleichung folgt trivialerweise aus dmmgetrischen Definition des Skalarprodukts,
da co®¥ immer kleiner oder gleich Eins ist. Es ist aber auch ein asiisoher Beweis moglich, der nur
von den Eigenschaften 1) bis 3) Gebrauch macht.

Eine Folge der Schwarzschen Ungleichung ist die

Dreiecksungleichung: |a—b| < |a+b|<a+b.

Man beachte hier die unterschiedliche Bedeutung der Bettache: Auf der linken Seite handelt es sich
um den Betrag einer reellen Zahl, in der Mitte um den Betrag Kibrm) eines Vektors.

Beweis der Dreiecksungleichung:
Das Quadrat des mittleren Ausdrucks laute{d+ b|> = a® + b? + 24- b.
Einsetzen der Schwarzschen Ungleichurah < &-b < ab liefert
a>+b?—2ab < |a+b|?<a®+b?+2ab,
(a—b)>  <|da+b]?<(a+b)?,
la—b] <l|a+b/<a+b.
Im letzten Schritt wurde die (positive) Wurzel gezogen, Wasdie Betragsstriche auf der linken Seite
verantwortlich istm

Komponentenschreibweise des Skalarprodukts
3

In der Komponentendarstellung lauten die beiden zu midigsenden Vektorerd = Zlai 8 undb =
i=

3
Zlbi &. Mit dem Distributiv- und Homogenitatsgesetz folgt
i=

3 3 3
é-B:Zlaié-ijéj: S abjg-§.
i= i=) i)

J=1

12



Hier tritt das Skalarprodukt der drei cartesischen Eirgveittoren auf. Da diese die Lange Eins besitzen
gilt & -8 =86 -& =8&; -8 = 1. Andererseits stehen die Vektoren senkrecht aufeinaddsrheisst
& - € =0furi # j. Kurzgefasst schreibt man dies als
s . 1 . i=]

& - & = §; mit d,_{o far i £ |
Das Zeicheny;; wird als Kronecker-Symbabder Kronecker-Delta bezeichnet, nach dem deutschen Ma-
thematiker Leopold Kronecker (1823-1891). Es ist sehelilt, wenn es unter einer Summe auftritt,
denn es bringt die Summe zum Verschwinden. Fur das Skaltiwkt reduziert sich auf diese Weise die
Doppelsumme Ubeérund j auf eine einzelne Summe:

3 3
db=Y abjs =Y ab.

Das Skalarprodukt zweier Vektoren entsteht also durchiplikdation der der jeweiligen cartesischen
Komponenten und Aufsummation.

Als Spezialfall ergibt sich fur deBetrag eines Vektors

3
a=d :va.a:,/ze&: a+a3+aj.
i=

Dies wird auch als dieuklidische Nornbezeichnet. Eine Anwendung ist dauklidische Abstand zwi-
schen zwei Punkten 1 und 2

dio = [P —T2| = \/(Xl —X2)?+ (Y1 —¥2)* + (21— 22)?.

Es sei angemerkt, dass auch andere Abstandsmalle eingediitien konnen. Dies fuhrt dann auf eine
nichteuklidische Geometrie, wie sie z.B. in der Allgemeifelativitatstheorie Verwendung findet.

Das Skalarprodukt kann auch benutzt werden, um die castesisKkomponenten eines Vektors zu be-
rechnen. Dazu wird di€rojektionauf die jeweilige Koordinatenachse berechnet, indem nmit darte-
sischen Einheitsvektor multipliziert wird:

a=4a-§.

Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt, auReres Produkt)

—

Geometrische Definition: c=dxb

Betragvon & Flacheninhalt des vod und b aufgespannten Paralle-
logramms, als@ = absiné.

Richtungvon 6:ﬁSenkrecht zur Ebene, die v@undb aufgespannt
wird, so dass, b undc ein rechtshandiges System bilden.

Als unmittelbare Folgerung steht das Vektorprodukt sestitrauf den beiden miteinander multiplizierten
Vektoren: &.-c=b-c=0.

Das Verschwinden des Vektorprodukt zweier Vektosienb = 0 kann zwei Ursachen haben: Entweder
ist mindestens einer der beiden Faktoren der Nullvektor digebeiden Vektoren sind parallel,)| b.

Eigenschaften des Vektorprodukts

Antikommutativitat: axb=—-bxa .
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Distributivitat:  (8+b) x€=axc+bx¢ .
Homogenitat: (ad)xb=3ax (ab)=adxb fir acRk .

Diese Gleichungen lassen sich aus der geometrischen Defidis Vektorprodukts herleiten, wobei der
Beweis von 2) etwas milhsam ist.

Fur dieVektorprodukte der cartesischen Einheitsvektdamgt aus der N
geometrischen Definition sofort €3 82
Gax& = & )
&xg = § und g xg=0 fur i=123.
&x& = &

>
€

1
Diese verschiedenen Beziehungen lassen sich kompaktenaimzigen Gleichung vereinigen:

€ X & = Zgukéx

Hier tritt die GroReg;jx auf, die als “vollstandig antisymmetrischer Einheitstari oder nach dem italie-
nischen Mathematiker Tullio Levi-Civita (1873-1941) alseVi-Civita-Tensor” bezeichnet wird. Etwas
weniger sperrig kann man auch “Epsilon-Symbol” sagen. 8e&gfinition lautet:
+1 falls(i, j,k) eine zyklische Permutation von (1,2,3) ist
gjk = ¢ —1 falls(i, j,k) eine antizyklische Permutation von (1,2,3) ist
0 sonst

Das heil3t konkretgyoz = €231 = €312 = +1 und &132 = €321 = £33 = —1. Sind mindestens zwei der
Indizes gleich, dann hat das Epsilon-Symbol den Wert Null.

Nach dieser Konstruktion ist klar, dass das Epsilon-Synambisymmetrisch unter Vertauschung von
jeweils zwei seiner Indizes ist, alsgy = —é&jik SOWiEEjjk = —&kji UNd &k = —Eikj-

Unter Ausnutzung der Orthogonalitat der cartesischemetigvektoren erhalt man aus der Formel fir
deren Kreuzprodukt durch Projektion ayfdas Resultat

EinZ(é Xéj)-é}.

Komponentenweise Berechnung des Vektorprodukts
Unter Benutzung der Distributivitat und Homogenitatibtgsich aus der Komponentenzerlegung der
Vektorend undb fur das Vektorprodukt:

B 3 3
axb = (Zia;é) x (Zajéj) .Z_la'b’é X §
= Z aibjgljké( chéx
i,
C1 = abs—azb
mit z Eijkaibj also C; = agb;—aibs
i,j=1 c3 = agby—ayb;

Einschub lUber Determinanten

Bei dem Ergebnis fur das Kreuzprodukt handelt es sich madisch betrachtet um eirizeterminan-
te Wir gehen hier nicht ausfuhrlich auf die Determinanteotie ein, weisen aber an dem konkreten
Beispiel auf den Zusammenhang hin und gehen auf einige &ipaften von Determinanten ein.
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Bei der Determinante einer quadratischrexn-Matrix handelt es sich um eine Zahl, die durch Produkt-
bildung und Summation aus den Elementen der Matrix erréching. Dabei werden samtliche Produkte
aus jeweilsn Matrixelementerg;j gebildet, so dass in jedem Produkt genau ein Element ausZede
und aus jeder Spalte der Matrix auftritt. Von den so entstébe Summanden wird jeder zweite mit
einem Minuszeichen versehen. Genauer gilt:

a1 -0 QA
detA=det : .. |= Z SgNP ayp(1) Bop(2) *** Bnp(n) -
u - am

Das SymboP kennzeichnet di®ermutationerdesn-Tupels von Zahlerl,2,...,n). Es gibt insgesamt

nl =1-2-...-n solcher Permutationen. Bei sBnhandelt es sich um das Signum (Morzeichen) der
Permutation. Es ist so definiert, dass Bga +1, wenn die Permutation durch eine gerade Anzahl von
Vertauschungen entstanden ist; entsprechend gilPsgnr-1 bei einer ungeraden Anzahl von Vertau-
schungen. Beispielsweise &L, 3,2) eine ungerade Permutation (negatives Signum) (o8, 3) und
(3,1,2) ist eine gerade Permutation (positives Signum).

Die Determinante einer beliebigen quadratischenn-Matrix A lasst sich rekursiv berechnen. Fir den
trivialen Falln = 1 ist einfach def = a;1. Flr eine Matrix zweiten Grades ist die Determinante

a1 a2
a1 az

detA = det = ay1822 — a12a21 -

Determinanten hoheren Gradeassen sich (nach Laplace) in eine Summe rdgnterdeterminanten
vom Gradn — 1 entwickeln. Dabei wahlt man eine Zeile (oder Spalte) aash der entwickelt wird.
Man nimmt nacheinander alle Elemegder Zeile (oder Spalte) als Vorfaktoren und multiplizient m
der zugehorigen Unterdeterminante. Dies ist die Deteantendern— 1) x (n— 1)-Matrix die entsteht,
wenn man inA die Zeile Nummer und die Spalte Nummej wegstreicht. Die Summanden werden
schlieRlich noch mit dem alternierenden Vorzeichenfaktet)'+! multipliziert. Fir eine 3< 3-Matrix

a1 12 13
A= | a1 axp az
az1 ag2 az3

ergibt sich auf diese Weise bei “Entwicklung nach der erZteite”

a1 az
az1 az2

dp1 a3
ag1 az3

dpz a3

detA = a;; det
az2 az3

—agp det + a3 det

Dies ist eine von sechs Rechenwegen, denn die Zerlegund.mdeldeterminanten kann beziglich jeder
Zeile bzw. jeder Spalte voA erfolgen. Alle Alternativen fihren auf das gleiche Ergsbn

Einsetzen der expliziten Ausdriicke fur die Unterdeteanten liefert

detA = ay1(aprags — apzaz2) — a12(ap1833 — ap3day) + &y3(az1832 — ax2d3y) -

Man prift leicht nach, dass sich das obige Resultat filMégorprodukta x b als Determinante schrei-
ben lasst, wobei die Eintrage in einer der Zeilen keindefakondern Vektoren (namlich die cartesischen
Einheitsvektoren) sind:

) & & &
dxb=detl a4 a» a3
by by bs
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Dieser Zusammenhang ist kein Zufall. Man kann namlich dééeBDminante (hier speziell fir= 3) auch
mithilfe des Epsilon-Symbols schreiben:

3
detA= g &ijk gidpjazk -
k=1

Einige Rechenregeln fur Determinanten:

1. Vertauschungsregel: Bei Vertauschung von zwei Spaltien won zwei Zeilen bleibt der Betrag der
Determinante erhalten, aber ihr Vorzeichen andert sich.

2. Faktorregel: Werden alle Elememti@er einzigen Zeile oder Spalteit einer Zahlc multipliziert, dann
andert sich der Wert der Determinante um den Faktor

3. Linearkombinationsregel: Der Wert der Determinantdeginsich nicht, wenn ein Vielfaches einer
Zeile zu einer anderen Zeile addiert wird; entsprechendeaugh fur Spalten.

4. Multiplikationsregel: Es gilt d¢AB) = detAdetB .

Hinreichende (aber nicht notwendige) Bedingung fur dasafevinden einer Determinante ist, dass eine
Zeile oder eine Spalte verschwindet.

Das Spatprodukt

Aus einem Satz von drei Vektore b und € lasst sich durch kom-
binierte Anwendung des Vektor- und Skalarprodukts eindaska
GrolRe berechnen. Man definiert das Spatprodukt als

V(3,b,e) = (axD)-E.

Geometrisch handelt es sich bei dieser Konstruktion umvidds
mendes vona, b, und ¢ aufgespannten “Parallelepipeds” (also der
i.a. schiefwinkligen Version eines Quaders, deutsch alParal-
lelflach bezeichnet). Geometrisch macht man das sich sq\kgar
die Abbildung):

Grundflache = absing

\Volumen = Grundflache mal Hohe B
Hohe = ccosf

Die durch das Spatprodukt definierte GroRast also tatsachlich das Volumen, versehen mit einem
zusatzlichen VorzeicheM: ist positiv wenn das Vektortripel, b, € ein rechtshandiges System bildet. Im
linkshandigen Fall is¥ negativ.

Geometrisch ist klar: Das Volumen darf nicht von der Reibkgd der drei Vektoren abhangen, darf sich
also bei zyklischen Vertauschungen nicht andern:

(@xDb)-¢=(bx¢)-d=(cxd)-b.

Antizyklische Vertauschungen wirden ein zusatzlichesusizeichen liefern. Nimmt man den zweiten
Term dieser Gleichung und benutzt die Symmetrie des Skaldwfts, so ergibt sich

(@xb).-c=a-(bxc) = [dbg].

Beim Spatprodukt kommt es also nicht darauf an, wo das “Kraod wo der “Punkt” steht, man kann
beide Zeichen vertauschen. Das wird in der Notation deseletZerms zum Ausdruck gebracht, hier
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wurde auf die Multiplikationszeichen ganz verzichtet uiad &patprodukt durch die eckigen Klammern
zum Ausdruck gebracht.

Die Komponenten-Schreibweides Spatprodukts fuhrt auf

3 3 3 .
<i,j,Z_1aibj &ijk ék) . (ng é) = i’jg:laaqu Eijk& - & = i’jg:la;qu Eijk Ol
3

= Z aibjcksijk.
i,j k=1

Bei diesem Resultat handelt es sich wieder um eine Detent@na

(@xDb)-¢

a a a3
b1 by bz
Ci C GC3

(@x b)-¢=det

Als interessantes Nebenergebnis finden wir: Drei Vektoneth genau dantoplanar(d.h. sie liegen in
einer Ebene) wenn ihr Spatprodukt verschwindet, denn dstraies von ihnen aufgespannte Volumen
gleich Null. Mathematisch auf3ert sich dies im Verschwinder aus diesen Vektoren gebildeten Deter-
minante. Andererseits bedeutet die Koplanaritat derdrfekt, dass siénear abhangig sind, dass sich
also der dritte Vektor aus den beiden ersten zusammendatztnd.h. es existieren Koeffizienterund

B sodassgilt=ad+ BB. Nach der Linearkombinationsregel fir Determinantesstidich dann durch
C—ad— BB = 0 eine Zeile zu Null machen und die Determinante verschvtinde

Das doppelte Vektorprodukt

Ist in einem Vektorprodukt einer der Faktoren selbst duiohvektorprodukt gegeben, dann lasst sich
das Ergebnis durch eine Linearkombination von zwei Termesd@éicken. Die Formel wird auch als
“Entwicklungssatz” bezeichnet:

dx(bxc) =b(d@- e —c(@@b).

Beweis:

Die generelle Struktur dieser Formel ist leicht zu verstelier Vektorb x € steht senkrecht auf der von

b und¢ aufgespannten Ebene. Ba (b x €) seinerseits senkrecht auf diesem Produktvektor stehts mus
dass doppelte Kreuzprodukt selbst wieder in der urspithngh Ebene liegen, es muss also Koeffizienten
B undy geben, sodass gilt

ax (bx ¢ =pBb+yc.

Die Orthogonalitat zum Vektod liefert die Bedingung3a- b+ ya- € = 0. Dies wird erfilllt durch die
WahlB =ad&-cundy= —ad-b, also

dx (bx¢) =alb(@c)—c@b).

Zur Bestimmung des Proportionalitatsfakimrist es dann aber doch erforderlich, das doppelte Kreuz-
produkt “zu Ful3” zu berechnen. Wir betrachten xli€éomponente:

[éx (B X 6)] 1= 82(5 X 6)3 — ag(B X 6)2 = az(b1C2 — bzcl) — ag(bg,Cl — b103) .
Die x-Kompontent der rechten Seite der behaupteten Gleichunetia
b;(d-C) — cl(a-B) = by (a1C1 +axCr+a3C3) — C1(arhy +azhy +aghs) = by (axcr +azcz) — c1(azba +aghs) .

Beide Ergebnisse stimmen Uberdih.
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Alternativer Beweis:
Das Resultat fir das doppelte Kreuzprodukt lasst siclesngs interessanten und sehr nitzlichen Formel
fur Produkte von Epsilon-Symbolen herleiten. Es gilt taide Identitat:

3
> EijkEimk = & 3jM— G0 -
k_

Die Gultigkeit dieser Formel kann man einfach wenn auclhgain fur die verschiedenen Indexkombi-
nationen durch Einsetzen der jeweiligen Werte der Epsfigmbole bestatigen.

Nun wird berechnet:

3 3
B X C= b Cm E1mk & oder (B X é)k = Z b Cm Eimk ,
Imk=1 Im=1
und damit
= 3 3 3
éx(bxé) = q bxéke,kj éJ aib|cm£|mksikj éj
|];:l |]lemzl
3 3 3 3
= > > abcn (Z 5Imk£|kj> &= > > abicm(dmdji —idim)&;
ij=1llm=1 ij=1lm=1
%,_/
=3 Ojm+Gm0ji

(@bjci—abcy)g =@ b~ (@bc. m

I
TMw

Produkte von vier Vektoren
Zwei Vektorprodukte konnen auf zwei verschiedene Weiséainander multipliziert werden. Bei ska-
larer Multiplikation ergibt sich

—

(@xDb)-(€xd)=(a-¢)(b-d)— (& d)(b-c)

Dies folgt unmittelbar aus dem EnnNicklungssaEZ wenn madeinl Spatprodukt auf der linken Seite
Kreuz- und Punkt-Produkt vertausckix b) - (Cx d) = &- (b x (Cx d)). Eine Spezialfall der Formel ist
(@x b)? =a%b? — (a-b)2.
Das Kreuzprodukt von zwei Kreuzprodukten lasst sich aldizigrschiedene Arten schreiben:
(@xb)x (€xd) = &((@xb)-d)—d((@xh)-¢
— b((xd)-d)—a(cxd)-b.

Auch dies ist eine unmittelbare Folgerung aus dem Entwicidgatz.

3.4 Schlussbemerkung: Vektoraume

Zum Abschluss stellen wir noch (ohne Beweis) einige allgam@®efinitionen und Satze uber Vek-

torraume zusammen.

Definition: Ein Satz vom Vektoreng;, i = 1,...,n heisstlinear unablangigwenn aus dem Verschwinden
n

der Linearkombinationzlci =0 folgt, dass alle Koeffizienteqy = 0 sein missen.

Ist dies nicht erfullt (lineare Abhangigkeit), danngasich die Gleichung aufldsen und mindestens einer
der Vektoren lasst sich durch eine Linearkombination deleeen Vektoren ausdriicken.
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Definition: Die maximale AnzahN von linear unabhangigen Vektoren hel@imensiondes Vektor-
raums.

Diese Dimension kann bei “abstrakten” Vektorraumen, weesdwa in der Quantenmechanik auftreten,
auchunendlichsein! Stichwort: Hilbertraum.

Definition: Eine Menge vorN linear unabhangigen Vektoren iNtdimensionalen Raum heiBasisdes
Vektorraums.

Jeder Vektor lasst sich durch eine Linearkombination vasigs/ektoren ausdriicken. Besonders leicht
handhaben lassen sich Basisvektoren, die auf Eins norsigltund senkrecht aufeinander stehen (Or-
thonormalbasis). Es gibt ein Verfahren, mit dem sich ausrj@&isis eine Orthonormalbasis erzeugen
lasst (Schmidtsches Orthogonalisierungverfahren).

Satz:Jeder Vektorraum besitzt eine Basis. Jede BasN-dimensionalen Vektorraum besteht aus genau
N Vektoren.

4 \ektorwertige Funktionen (Raumkurven)

Wir betrachten Funktionen, die von einer einzel- i 3
nen reellen Variablen abhangen, deren Funktions-

z
P,
werte jedoch Vektoren sind. Mathematisch gespro-IR f yy

chen sind das Abbildungen der Art B

f:lcR — R® U, u X

wobeil ein Intervall auf der reellen Zahlengeraden sein soll. Weitrdie unabhangige Variable mit

bezeichnen, gilt alsb= [uz, uy] mit der Untergrenzei; und der Obergrenze,. Das Intervall kann sich
auch ins Unendliche erstreckem (& —c und/oderu, = ). Jedem Parameterwere | wird ein Punkt
P im Bildraum zugeordnet.

Geometrisch handelt es sich bei vektorwertigen Funkti@meer reellen Variablen uiRaumkurvefi(u),
bei denen der Ortsvektare R als Funktion eine&urvenparameters gegeben ist. In Komponenten-
schreibweise lautet die Funktion

3
T(u) = (xa(u), X (), xa(W)) = DRACLE

Die & sind die drei (konstanten) cartesischen Basisvektoren.

Bei der Wahl des Kurvenparametardesteht grof3e Freiheit. In der Mechanik betrachtet man die B
wegung von Objekten auf Bahnkurven (Trajektorien) als Fonkder Zeitt. Es ist daher naheliegend,
die Zeit auch als Kurvenparameter zu verwenden, Blsor(t) zu schreiben. In der Geometrie spielt
die Zeit keine Rolle, als “natirlichen” Kurvenparametenhtzt man hier haufig diBogenénge s also
die Lange der Kurve gemessen ab einem (willkirlich watdin) Bezugspunkt. Man kann auch eine der
cartesischen Koordinaten als Kurvenparameter benutzBnxzund die beiden anderen Koordinaten
als deren Funktion angeber{x) = (X,y(X),z(x)). Es gibt noch viele weitere Moglichkeiten, wobei nur
sichergestellt sein muss, dass zu jedem Punkt der Kurvaiggndarameterwert gehort.

Beispiel: Ein Kreis in dex —y—Ebene
Moglichkeit 1: Kurvenparametar= ¢ (Azimutalwinkel) 7(¢)= (Rcos¢,Rsing,0) fur0< ¢ < 2m
Anstatt des Winkelg kann man auch die Bogenlange- R¢ verwenden.
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Maoglichkeit 2: Kurvenparameter= x )
F(X) = (x, £VRZ—x2,0) fur —-R<x <R In dieser Formulierung setzt sich der Kreis aus zisten
(Halbkreise) zusammen.

Physikalische Objekte konnen nicht sprunghaft ihre Rwsivechseln, daher sind die physikalischen
TrajektorienstetigeRaumkurven. Der Begriff der Stetigkeit lasst sich leichhweindimensionalen auf
vektorwertige Funktionen tbertragen. Die strenge maétische Definition der Stetigkeit lautet:

Eine Funktionr(u) heif3t stetig im Punktiy wenn zu jeder reellen Zafsl > 0 eine

Zahl J(¢€) existiert sodass aug— ug| < o fur den Abstand der Punkte auf der Kurve

folgt |F(u) —T(up)| < €.
Es ist plausibel und kann leicht gezeigt werden, dass eikiomeertige Funktion genau dann stetig ist,
wenn die einzelnen Funktioneq(u) in der Komponentendarstellung jede fur sich stetig sind.

Differentiation vektorwertiger Funktionen

Die Ableitung einer vektorwertigen Funktion definiert maiewn ein-
dimensionalen Fall Uber den Limes des Differenzenqutaien
dr r(u+Au) —7(u)

— = |lim
du Au—o0 Au

. . o N [ . . .
Wie die Abbildung zeigt, ist die Ableitun u ein Vektor, dertangentialan der Kurve liegt, denn im
LimesAu — 0 geht die Sekante in die Tangente Uber (vorausgesets dizse existiert).

Bei konstanten Basisvektor@ngilt fur die Komponentendarstellung des Ableitungsvekto
ar_ (%7 dx %)
du du’ du’ du

d.h. es werden einfach die Komponentenfunktionen sepdfettethziert.

Auch Ableitungen bBherer Ordnungpieten keine Schwierigkeit, sie werden rekursiv definiert:
d

d dn—l .
"= gul

Wr(u)) .

Die Rechenregelder Vektordifferentiationen bieten keititherraschungen. Es gilt die Linearitat

%(é(u) +b(u)) = j—i +S—E
und verschiedene Versionen der Produktregel:
%(f(u)é(u)) = %34— f g—i,
%(é(u)-ﬁ(u)) = g—i-BH. % :
%(é(u) «Bu) = j_i «Btax S_E

Der Beweis kann Uber den Differenzenquotienten gefiilerden, oder einfacher in Komponentendar-
stellung.

Die Bogenhnge
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Wir betrachterf‘glatte” (das heisst stetig differenzierbare) Kur- u .., UGu
ven. Um ein Mal3 fur die Lange einer Kurve zu finden, wird die W
Kurve durch einen Polygonzug angenahert. Beginnend iengin
vorgegebenen Bezugspunkt wahlt man einen Satz von $tikzp
ten bei diskreten Werten, des Kurvenparameters.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man diese égaid wahlen, also
U—Up
N
Der Kurvenparameter lauft also uber das Interi@l u], welches inN gleichgro3e Teilbereiche zerlegt

wird. Die Lange des resultierenden Polygonzugs ist dierSearder Langen der einzelnen Verbindungs-
geraden:

Uh=Up+nAuy , n=0,...,N wobei Auy =

L P(Unsa) = F(u
N(U, Up) %Ir Uny1) —T(Un)| = ZO| ( ”“A)UN ( ”)|AuN
n=
Af(Un+1) —F(un)|
A

Im LimesN — o gehtAuy — 0 und der Differenzenquotient wird zur Ableiturg ;
N

. Gleichzeitig verwandelt sich die Riemannsche Summé(iiu, u,) in ein Integral Uber den Kur-
Un
venparameter, diBogenénge

u
s(u,Ug) = d—E‘du’.

Die Bogenlange ist eine monoton anwachsende Funktion deseKparameters. Eine Anderung des
Bezugspunktsig fuhrt nur zur Verschiebung des Werts der Bogenlange um iéonstante.

Anmerkung: Mathematisch ist der ausgefiihrte Grenzigmgygnicht ganz trivial. Man kann stetige Kur-
ven konstruieren, die so stark “verknault” sind, dass sia& Bogenlange besitzen. Solche Kurven wer-
den als “nicht rektifizierbar” bezeichnet. Fur die Tragken in der Mechanik tritt diese Komplikation
aber nicht auf.

Haufig wird das Differential der Bogenlange benutzt, dass auch als ddsangenelement dsezeich-

net:
— |dF| = \/ﬂ—\/d? d?d —‘ (d

Damit gilt dann fur die Bogenlange einer Kurve zwischerfafigspunki; und Endpunk®, einfach

s(2,1) :/lzds.

Differentialgeometrie von Raumkurven

Raumkurven besitzen eine Reihe von intrinsischen geosoben Eigenschaften, die nicht von der
gewahlten Parametrisierung (und ebensowenig vom bemukdbordinatensystem) abhangen. Um die
Geometrie einer Kurve besser verstehen zu kdnnen, werdealsvHilfsmittel das “begleitende Drei-
bein” einfihren, dessen Orientierung im Raum etwas Uleelo#talen Eigenschaften der Kurve aussagt.
In diesem Zusammenhang werden auch die KenngroRen Kriagiomd Torsion auftreten.

Man beginnt mit der Definition deSangenten-EinheitsvektorBieser entsteht, wenn man den Ablei-
tungsvektordr/du auf Eins normiert:
-~ dr/du  dr/du - dr

T:|df'/du|_ds/du oder auch T:d—s.
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In der letzten Version wird die Bogenlange als Kurvenpastemverwendet, der Tangentenvektor ist dann
wegendr/ds= 1 automatisch normiert.

Andert sich der Tangentenvektor entlang einer Kurve, dandieése gekrimmt. Dementprechend defi-
niert man

7 2
Krimmung: k = ‘%‘ oderauch k= ‘% .

Man benutzt auch delrimmungsradiusdefiniert also = 1/k. Der Betrag der Ableitung des Tangen-
tenvektors gibt Auskunft tber die GroRe der Krimmunggraduch die Richtung der Ableitung ist von
Interesse. Man definiert den auf Eins normierten

dT /ds

Hauptnormalenvektor: N= —— .
[dT/dg

Dies fuhrt sofort auf die

-

1. Frenetsche Formel:% =kN.

Anschauliche Interpretation: Lokal lasst sich eine gldturve durch
einen Kreis mit dem Radius annahernN ist ein Einheitsvektor, der
vom Punkt auf der Kurve in Richtung des KreismittelpunktgizeDie
VektorenT und N definieren eine Ebene, die sich lokal an die Kurve
“anschmiegt” und alsSchmiegungsebermder Oskulationseben@at.:
osculari = kiissen) bezeichnet wird.

Mein zeigt leicht, dass Tangentenvektor und Hauptnormakdor auf-
einander senkrecht stehdn,. N, denn

. o 1-.dT 11d-. - 11d
T N=ZT-—==-—_T.T==-Z-1=0.
kK ds k2ds K 2ds 0
Es kann vorkommen, dass sich die Oskulationsebene entmiguoive nicht andert, dann hat man es
mit einer ebenen Kurve zu tun. Allgemein wird dies jedochRaumkurven nicht der Fall sein. Um dies

mathematisch zu formulieren, wird ein Vektor definiert, def der Oskulationsebene senkrecht steht:

Binormalenvektor: B=T x N .

T |-
B

Falls B(s) sich andert, ‘;scbrziubt” sich die Kurve aus der Ebene hinaus

in die dritte DimensionT, N, B bilden ein (rechtshandiges) System von

drei Einheitsvektoren, sie werden als degleitende Dreibeibezeich-

net.

Um ein Mal} fur die Verwindung der Kurve zu finden, kann man den

Binormalenvektor differenzieren:
d8 _ dT jo oy ON N AN
ds ds ds ds ds’

Dif:se Ableitung ist ein Vektor dgr offenbar senkrecht &Zukteht und auch senkrecht aBf denn

9B 5_ 195 5_0. Daner iSt?j_i zwangslaufig proportional zN, dem dritten Vektor des beglei-

ds 2ds
tenden Dreibeins. Die Proportionalitatskonstante wisdrarsiont bezeichnet. Es gilt die

—

2. Frenetsche Formel:% = —1N.

Die Torsion ist also ein Mal3 fur die dreidimensionale “Verdung” einer Kurve. Das Vorzeichen wur-
de so gewahlt, dass sich fur eine rechtshandige Schménige(Spirale) eine positive Torsion ergibt.
Manchmal wird auch eifforsionsradiugp definiert als das Reziproke der Torsian= 1/t
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Der Wollstandigkeit halber kann man auch noch die Ablagtdes Normalenvektors berechnen. Es ergibt
sich unter Benutzung voN = Bx T undT = N x B:

3. Frenetsche Formel(:j—N _dB xT+Bx dr = tNxT+kBxN=1B—«T.
ds ds ds

Die GroRRenk und T sind Skalare. Ihr Wert lasst sich gemaf den ersten beidemetschen Formeln
berechnen als

. dT . dB
—N-— d - _N.=— .
K ds un T ds

Die Mathematiker beweisen folgenden interessanten Satxed im dreidimensionalen Raum siaih-
deutig (d.h. bis auf Drehungen und Verschiebungen) durch die Aagls Funktionerx(s) und 7(s)
bestimmt. Beispielsweise ergibt sich aus- 1/R= const undr = 0 ein Kreis vom Radiuf.

Als physikalische Anwendung betrachten wir Geschwindigkend Beschleunigung einer Trajektorie
r(t).
dr dsdr .-

- a - ad—s - ST - VT
wobeiv = |V| = ‘ ‘ = — = S die Bahngeschwindigkeit bezeichnet. Fur die Beschlaurgg ergibt
sich
dr dv_d dT = Vo
= =g = aT T+NHF_HWN% vT+EN

Bei den beiden Summanden handelt es sich umTdiegentialbeschleunigungnd die Zentripetalbe-
schleunigung

Beispiel: Die Kriimmung einer ebenen Kurve
Wir betrachten eine Kurve in der— y—Ebene, gegeben durgh= f(x),z= 0. Benutzt man die Koor-
dinatex als Kurvenparameter so giftx) = (x, f(x),0). Das Langenelement lautés= /dx2 + dy? =

dx 1 df
/2 - = i ,:_
14+ f dxoderds i mit ' = X’

fr2

Der Tangentenvektor lautet

. dF_ dxdr 1 ,

TS G 10
mit der Ableitung

ar_ dxd 1 " o)

ds — dsdx\,/14f2 /1472’

AV T
_ 1 (_3 L o Veials 0)
JIt2\ 2(1+ (220 14 f72 ’

f//

1
@ ot

_ (1+ f/2)2 (—f’f”7 f”(l—|- f/2) _ f//ffz’ 0) _

Damit ergibt sich fur die Krimmung

‘f//‘ ‘f//‘
/ /2_|_ —

- ds‘_ (1+f2)2 T (1232

~£,1,0).
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5 Differentialrechnung fur Funktionen mehrerer Variable n
(Vektoranalysis)

Die Vektoranalysis befasst sich mit der Differential- untegralrechnung fur Funktionen mehrerer Va-
riablen. Mathematisch handelt es sich um Abbildungen dér Ar

f:DCcCR"BCR"

wobei es sich beim Definitionsberei&und dem Wertebereidh um kontinuierlich zusammenhangende
(beschrankte oder unendlich ausgedehnte) Bereicheritizw. n-dimensionalen Vektorraum handeln
soll. Durch die Abbildungsvorschrift wird jedem Punke D ein Bildpunkty = F(X’) zugeordnet. Durch
die Pfeile deuten wir an, dass es sich jeweils um mehrdiroeakt vektorielle GroRen handelt. In der
Mathematik werden die Vektorpfeile oft auch weggelassen.

Die gewohnlichen Funktionep= f(x) sind der eindimensionale Spezialfaih= n= 1. Physikalisch
besonders wichtig sind die Falle

m=3 , n=1 Skalarfeld ¢(r) z.B.Dichte, Potential, ...
m=3 , n=3 \Vektorfeld &) z.B.Geschwindigkeit, Kraft, ...
Die Stetigkeiteiner Funktion kann analog zum eindimensionalen Fall dafimverden.

Eine Funktionf(F) hei3t stetig im Punkf, wenn zu jeder reellen Zalsl > 0 eine
Zahl (¢) existiert sodass aus—Tp| < 0 folgt | () — f(To)| < €.

Die Betrage ... | werden mit der euklidischen Norm berechnet.

In mehreren Dimensionen sieht man einer Funktion nicht imsoéort an, ob sie stetig ist. Ein interes-
santes Gegenbeispiel ist folgende skalare Funktion im RiveensioneriR?:

X2 1 y2

Y alls X +y?>>0
f(xy) =
0 falls x=y=0

Der Wert furx = y = 0 wurde separat festgelegt, da die Definition dort einen stitbenten Wert der
Art 0/0 liefert. Die Funktionf(x,y) ist am Ursprungnicht stetig Je nachdem, aus welcher Richtung
man sich dem Ursprung nahert findet man verschiedene GestevLasst man z.B. zuenggegen Null
gehen und dank so ergibt sich

. XY \
L'E%(i'ﬂ“o m) =lim0=0.

Dasselbe ergibt sich im umgekehrten Fall, erst 0 und danry — 0. Nahert man sich dem Ursprung
jedoch z.B. auf der Diagonalen so folgt

im f(cy =) — lim 5> = £ 2 1(0.0)

x—0 Y= _X—>02X2_2 ’ '
In jedem noch so kleinen Abstand zum Ursprung finden sichFaliektionswerte zwischen -1/2 und
+1/2: die Funktion ist nicht stetig.
Die partielle Ableitung

Der Wert einer (zunachst skalaren) Funktion mehrereralgen f (1) hangt von allen Komponenten
des Vektorg” ab. Wahlt man ein Koordinatensystem, dann lasst sich Alielérungsgeschwindigkeit”
fur jede der Raumrichtungen einzeln berechnen. Man bdeet Differenzenquotienten im Puniki
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(X1,X2,...,Xm) entlang einer Geraden in Richtung agAchse, wobei alle anderen Koordinaten konstant
gehalten werden. Im Grenzfall infinitesimaler Abstandgéman die partielle Ableitung

of(x1,...,Xm) f(Xg, o X+ & Xm) — F(Xay ..., % ..., Xm)

= lim
0% £—0 £
Es gibt alsanverschiedene partielle Ableitungen erster Ordnung.
: . G of
Eine niutzliche Kurzschreibweise igtf = a

Fur die partielle Ableitung gelten die “Ublichen Rechegeln” der Differentiation, wie das Distributiv-
gesetz, die Produktregel und die Kettenregel.
Beispiel 1: f(F)=C-T mit konstantent ¢ R3.

f

O
— = — (X1 +CoXo+C3%3) =Cj. Beachte: Es gil— = §; .
% dxi(11+22+ 3X3) = Ci gdxj ij

Beispiel 2: f(T)=r1 =/} +X5+X3.

of 0 1 _ Xi
% d—Xi(x%er%er%)l/Z: E(X§+X%+X§) Y2 = T

Hohere Ableitungetassen sich rekursiv definieren. So gibt es z.B. in zwei DsiwTen insgesamt vier
partielle Ableitungen zweiten Grades:

2t _ 0 (9fy 2% 0 (of\ 0 0 (of\ 9 0 (of

ox2  dx \ox/)  ay? ody\ady) adyox ody\ox/)  oxdy oIx \ady)’
Die beiden gemischten Ableitungen stimmen aber “normadessl Uberein. Es gilt defSatz von
Schwarz

Ist eine Funktionf(X) in der Umgebung eines Punkts mindestens zweimal stetig
Jd 0

differenzierbar dann gilgxidixjf = d_x,&
Die totale Ableitung

Wenn das Argument der Funktioi(T’) von einem Parameter abhangtyr = r(u), dann lasst sich die
Ableitung der Funktion nach dem Paramaienittels der Kettenregel der Differentiation berechnen
df(rw) _ & of dx
du  4dxdu’

vorausgesetzt ist stetig differenzierbar. Der Beweis kann Uiber den Défeenquotienten erfolgen.
Man schreibt auch kurz

mof
df =Y —dx
iZl 0x;
und nennd f dastotale Differential
Der Gradient

Die totale Ableitung beantwortet die Frage, wie sich dert@rer skalaren Funktion verandert, wenn
man sich entlang einer Kunrgs) bewegt:

df N af dx m 5f L . |
=2 avds = 2. a i=0f-T  Rich |
ds 4&0x ds i; ax; ichtungsableitung
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Hier wurde der Vektor
Jof af of
eingefuhrt, mit dem vektoriellen Differentialoperator
> 0 o0 0
Nable: 0= (50 50 3)
Anmerkung: Nabla ist der antike Name fur ein phoniziscBageninstrument (Harfe), an das das umge-
drehte Delta-Symbol erinnert.

Gradient:  gradf =[f = (

Die Richtungsableitung entsteht aus dem SkalarprodukBdadienten der Funktion mit dem Tangenten-
EinheitsvektofT . Damit lasst sich der Gradientenvektor geometrisch imégieren: DeBetragdes Gra-
dienten gibt an, wie schnell sich die Funktidr) andert, seineRichtungzeigt in die Richtung des
steilsten Anstiegs, denn entlang einer Kurve in dieserRighistd f /ds maximal.

Der Gradient hat noch eine zweite geometrische Interrimetaﬁf an der Stellegy ist die Flachennor-
maleauf der Flache mit konstantem Funktionswg(tt) = f(rp) = const.

Beweis:Wir betrachten eine Kurve die durdly geht und auf der
“Aquiflache” f(r) = f(Tp) liegt. Der Funktionswert andert ich al-
so auf der Kurve nicht, sodass die Richtungsableitung kernscen

FoS L )
muss?j—S = [Of -T; = 0. Also steht der Gradient senkrecht auf dem

Tangentenvektoil; der Kurve. Das gleiche gilt auch firr eine zwei-
te Kurve mit einem Tangentenvekt®s der in eine andere Richtung
zeigt. Die beiden Tangentenvektoren spannen die Tangsrger an
die Flache im Punkiy auf. Der Gradientenvektor steht somit senk-
recht auf der Tangentenebene, d.h. er zeigt in Richtungldehén-
normalenm

Firr den Gradienten gilt dieroduktregel Ci(fg) = (Of)g+ f (0g) .

f(f)=const

Die beiden friheren Beispiele fur partielle Ableitundenten in Gradientenschreibweise:

Beispiel 1: [)(¢-T) =¢. Fr=2
Die Aquiflachen sind Ebenen senkrecht zum Veldor

= | =

Beispiel 2: Or=-=4§ (radialer Einheitsvektor) Vi=¢

Aquiflachen sind Kugeln um den Koordinatenursprung.

Dieses Resultat gilt viel allgemeiner, namlich fur beige kugelsymmetrische(ff), d.h. Funktionen
deren Wert nur vom Betrag des Ortsvektors |F| abhangt:

S 3 of 3 df ar df - df
Df(“‘)—i;a—xié—i;ad—xié—a r—aér.
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Kurvenintegrale tUber Vektorfelder

Gegeben seien ein Vektorfe&') und eine Raumkurv&’ die den a(r)
Anfangspunkir, stetig mit dem Endpunkite verbindet. Berechnet / f »\ \ '\ N
T

werden soll ein Integral entlang der Kurve bei dem an jedelieSdie ¢ e
Projektion des Vektorfelds in Tangentenrichtung der Kugebildet -
wird: L}de‘-é(r). s (N

Physikalische Motivation hierfur ist der Zusammenhangsehen Arbeit, Kraft und Weg, infinitesimal
geschriebendW = F - dr. Will man die Arbeit berechnen, die eine Kraft auf einen pér ausiibt, der
sich entlang einer Trajektorie bewegt, dann ist ein solé¢hesenintegral zu berechnen:

fe L
weaZ/ dr -E(d).
Ta

Ein solches Kurvenintegral lasst sich als Grenzfall eRiemannschen Summe schreiben:
N-1
dr-&(r) = lim Ary - 3(Ty) -
f,ar-am = fim, 5 o)

Wie bei der Bogenlange wurde eine Zerlegung der Kurvll ifeilintervalle Ar; = i1 — I} vorgenom-
men, mit|Ar;| — O fur N — co.

Zur praktischen Berechnung gibt es verschiedene Alteeratidie das Kurvenintegral auf gewohnliche
eindimensionale Integrale zurtickfihren.

Moglichkeit 1:Ruckfuhrung auf drei eindimensionale Integral entlaegkdoordinatenachsen:
Xe _' Ye Ze .
/kdfﬂa(?):/ dxal(r)+/ dyag(?)Jr/ dza(r) .
JE€ JXa JYa JZy

Hier ist im ersten Integral einzusetzef(x, y(x),z(x)), d.h.x wird als Kurvenparameter verwendet. Ent-
sprechend nimmt man im zweiten Integaa(x(y), Y, z(y)) und im drittenag(x(z), y(z), z). Bei gekrimm-
ten Kurven kann es vorkommen, dass die Funktioy(en u.s.w. mehrdeutig sind. Dann muss man das
Integral in Teilbereiche aufteilen, in denen die Funktiewgils monoton verlauft.

Maoglichkeit 2: Parametrisierung vo# mittels eines Kurvenparametarsalsor = r(u):

w
/ﬁdf’.a(?):/uaduaj-a(?(u)),

was ein ganz normales eindimensionales Integral ist.
Konservative Vektorfelder

Fur eindimensionale Integral gilt der “Fundamentalsae Algebra” wonach Integration und Differen-
tiation zueinander inverse Operationen sind, die sichigggjgg aufheben. Das bestimmte Integral Uber
die Ableitung einer Funktiorp(x) liefert die Differenz zwischen den Funktionswerten an deedral-
grenzen:

[axE = ate) - ).

Diese Formel lasst sich direkt auf Kurvenintegrale aussmeiwenn man ¢ e
die Ableitung durch den Gradienten ersetzt:

Te .
. |, Do =0(f) — o(fa) G
Ta a
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anr . . do(r - dr , , o
Beweis:Wir benutzen die totale Ableltungw = Og- — und schreiben das Kurvenintegral in ein

du
Integral Ubemu zwischenu; undue um, also
Te o e —dr - e de
/rad?-D(p—/uaduaJ'Dq)_/uaduﬁ_q)(?e)—qo(?a). 0

Das Ergebnis des Integrals hangt also nur vom Anfangs- unabnkt ab, jedochmicht vom Wegla-
zwischen! Ein Vektorfeld mit dieser Eigenschaft wird &tnservativbezeichnet. Grund dafur ist der
Zusammenhang mit der Energieerhaltung in der Mechanik.

Wegen der grof3en Bedeutung konservativer Felder gebenrgiiEigenschaften an, die sie besitzen.
Folgende drei Aussagen sind zueinander aquivalent:

Te
(1) Das Kurvenintegralé/ dr- dist wegunabhangig.
@ ?a
(2) Das Vektorfeld lasst sich als Gradient einer skalanamkkion schreiben:d = .

(3) Das Feld ist wirbelfrei:] x & = 0.
Der dritte Punkt wird weiter unten erlautert.

Wir haben bereits gezeigt, dass aus (2) die WegunabhaigidR folgt. Nun beweisen wir die umge-
kehrte Richtung1) — (2). Wegen der vorausgesetzten Wegunabhangigkeit exigtierall im Raum
eine eindeutig definierte Funktion

T
o) = [ dr’ &) .
Ta

Geht man zu einem Nachbarpuikt Ar dann andert sich der Wert dieser Funktion gemafr
THAF T F+AF
DY = @(F +OF) — @(F) = [/ —/ ]dr" () = / o' &(F') .
Ta Ta Jr

Betrachtet man dicht benachbarte Punk- 0) dann lasst sich die linke Seite durch den ersten Term
der Potenzreihenentwicklung &r nahernAg ~ ﬁ(p-Ar. (Die Taylorentwicklung in mehreren Dimen-
sionen funktioniert analog zum eindimensionalen Fallly. dié rechte Seite lasst sich der Mittelwertsatz
der Integralrechnung anwenden. Es gibt einen Wee [F',F+ Ar] sodass gildg = Ar-&(r") ~ AF-&(r).

Im letzten Schritt wurde angenommen, dass das Vektodél) eine stetige Funktion ist und sich
im untersuchten Bereich nur geringfugig andert. Glestrsn der linken und rechten Seite liefert
ﬁ(p-Af: a(r) - Ar. DaAr beliebig gewahlt werden kann folgt daragis= ﬁ(p, das Vektorfeld ist also
ein Gradientenfelom

Nachdem nun didquivalenz von (1) und (2) bewiesen ist betrachten wir ndehEigenschaft dewir-
belfreiheit(3). Dazu betrachten wir ein beliebiges stetig differermaees Vektorfeldi(r) und definieren
583 daz dal dag daz dal
e 0% (e 3)2" (0~ 30)

Der Differentialoperatoﬁ wird also wie ein Vektor behandelt und es wird formal ein Kagodukt mit
dem zweiten Vektog gebildet.

Rotation: rotd =[x a= (

Beispiel:Um zu zeigen, dass der Name “Rotation” gerechtfertigt strdzchten wir als Beispiel ein typi-
sches Wirbelfeld, namlich die Geschwindigkeitsverteg(r) der Punkte eines starren Korpers, der sich
mit der Winkelgeschwindigkeitd um eine Achse durch den Koordinatenursprung dreht. In dexhiste
nik wird gezeigt, dass die Rotationsgeschwindigkeit gegeabt durchi/(r) = & x F. Komponentenweise
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hingeschrieben bedeutet dies

& & &

V=0OxT=| 0 @ w3 |=(wz— wy)e + (wWX— wz)&+ (wy— wX)&s.
X y z

Damit folgt fur die Rotation
& & &

OxV=| 4d/dx d/dy d/0z
WpZ— gy W3X—wWZ WYy — apX
Betrachtet man z.B. eine Drehung um diéchse so isV = @O x F =

w(—y& + X&) = wr | (—sing & + cosp &) = wr, &. Der azimutale /
Einheitsvktor&, liegt in derx-y-Ebene tangential am Kreis mit dem

Abstandr | von derz-Achse. Q

=200 8 + 20, & + 2038 = 20 .

Nun beweisen wir didquivalenz der Aussagen (2) und (3).
(2) — (3) Behauptung: Gradientenfelder sind wirbelfrei, also

rotgradp=0  oder OxOp=0.

Beweis: (l:l X D(p)l = d—)(zd—)(‘?’ — d—)(‘?’d—)(z =0 usw. W

Es wurde der Satz von Schwarz (Vertauschbarkeit der partiédlbleitungen) benutzt. Die Rechnung
entspricht genau dem Beweis der Aussage, das das Kreukpreihes Vektors mit sich selbst Null
ergibt.

(3) — (2) Wirbelfreie Felder sind Gradientenfelder. Zu zeigen iser o
[0 x & gilt, dann muss ein skalares Fejdexistieren mit der Eigenschaft
a= . ¥ y
Zum Beweis konstruieren wip als ein Linienintegral Uber das Vektorfeld
fur folgenden speziellen dreiteiligen Weg vopnachr

6 (XaYarZa) = (X Ya:Za) = (X,Y,Za) — (X,Y,2) .

siehe Abbildung (dort wurde der Einfachheit halltgr= O gesetzt). Wir X
untersuche also die Funktion

(p(?):[gd?’ .é(?’):./X:d>(ax(x’,ya,za)+./yydyay(x,)/,za)+/Z:diaz(x,y,z').

Zu zeigen ist, dass der Gradient dieser Funktion mit demovit & tibereinstimmt. Wir berechnen den
Gradienten komponentenweise:

99

02 = aZ(X7y7Z)
210) B 0 12 B z i
= Ayt [ dZalod) =axya) + [ 02 Saxy)

z 0
= ay(xayaza)—i_/zadi an(xayaz,)
= ay(Xa Y, Za) + ay(x> Y, Z) - ay(xv Y, Za) = ay(Xa Y, Z)

Im vorletzten Schritt wurde die Wirbelfreiheit x & benutzt:o%az(x,y,z’) = %ay(x,y,z’). Fur diex-
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Komponente des Gradienten folgt analog:

o0 _ Y v 0%
W — ax(XayaaZa)+ dy—(xa)/Ja +/dz X> 72,

— aXYaza)+ dy <x>/za /dzdzxm

= aX(Xayav )+aX(X>y> ) aX(vaav )+aX(X7y7 ) aX(X>y> Za)
= aX(Xa yv Z) .
Damit ist die Behauptung = ﬁ(p bewiesenl

Mathematische Anmerkuniormalerweise ist das skalare Fgldbei gegebenem Vektorfeleindeutig bestimmt
(bis auf eine additive Konstante). Das gilt jedoch nur, wdanDefinitionsbereicld einfach zusammeahgend
ist, so dass sich alle Wegg€ mit gleichem Anfangs- und Endpunkt stetig ineinander fibeen lassen. Ist der
BereichD mehrfach zusammenhangend (hat also “Locher”) dann miessricht mehr gelten. (Siehe z.B. S.
GroRmann, Mathematischer Einfuhrungskurs fur die Rhy&ubner, 2004, Kap. 5.2.5.)

Die Divergenz

Ableitungen eines Vektorfeldg(r') konnen auf verschiedene Arten gebildet werden. Bei deatioot
wirkt der Differentialoperatof] in Form eines Kreuzprodukts auf des Vektorfeld, des Resisttauch
wieder ein Vektorfeld. Wie im Kapitel Vektoralgebra disiast, lassen sich Vektoren aber auch per Ska-
larprodukt multiplizieren. Fur den Nablaoperator futhiets auf die Definition

da; Jday Jdaz

Ox1 0%  Oxg

Auch die Divergenz hat eine anschauliche geometrischeplatition, die schon durch den Namen ange-
deutet wird: Besitzt ein Feld in einem Raumbereich einetaaischwindende positive Divergenz, dann
besteht dort eine “Quelle” aus der etwas “herausflie3t"spmichend enthalt ein Bereich mit negativer
Divergenz eine “Senke” in der etwas verschwindet. Am anglatizsten ist dies fur Stromungen von
Gasen oder Flussigkeiten, wobei man als Vektorfeld diec@Bemdigkeitsverteilung betrachtet.

Divergenz: divd= Ox 8= —

Beispiel:Die Divergenz eines beliebigeugelsymmetrischeffeldsa = f(r)r lautet

> 17} 17} 17}
Oxd = dx(fx) dy(fy)+d_z(fz)
o ox or dy or - 0z
= dxf +fd dyfy+fdy df +fdz
X/ y/ Z/ !/ !/
= fo+f+;fy+f+;fz+f:7f+3f:rf +3f.

In zwei Spezialfallen findet man einen konstanten Wert deefgenz. Fur den Fai =T, alsof(r) = 1,
ergibt sichl] x &= 3. Fiir den Falli = r% alsof (r) = 1/r3 folgt verschwindende Divergenzi x a= 0.

Im zweiten Fall ist aber zu beachten, dassitbeiO eine Singularitat vorliegt. An dieser Stelle hat das
Feld eine unendlich groRe positive Divergenz. (Anmerkuvign beachte, dass das Wort “Divergenz”
zwei ganz unterschiedlichen Bedeutungen hat. Es bezeieimmeal die hier definierte Ableitung eines
Vektorfelds und andererseits das Unendlichwerden einektian.)

Ein wichtiges Resultat der Vektoranalysis ist folgendei¢ieng

divrota=[-(0x &) =0.

Beweis 0-(0x&d) = O-[(dyas— dsa0)8 + (021 — Oxae)& + (Okaz — 0,24 )&s)]
= 0Ox(0yaz — dya2) + 0y(0,a1 — 0ag) + 0,(Oxaz — dyay)

Ox0yag — Ox0,82 + 00,81 — Oydyag + 0;0xap — 0,0ya1 = 0
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wobei die Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungendienwurde (Satz von Schwari.
Diese Formel ist das Gegenstiick zur Formel  rot grad.

Fur Divergenz und Rotation eines Produkts von skalarenuvakdorfeldern gilt die Produktregel in der
gewohnten Form:

0-(¢ad) = Dp-d+¢0-4&,
ﬁx((pé) = ﬁ(pxéﬁ—(pﬁxé,

wie man durch komponentenweises Hinschreiben leicht ts¢wiiir die Rotation eines Kreuzprodukts
von Vektorfeldern] x (& x b) gibt es aber keine ahnlich einfache Formel.

Der Laplace-Operator
Eine besonders einfache und wichtige Kombination von g@éati Ableitungen zweiter Ordnung ergibt
sich aus
. oL 2 02 02
divgrado=0-Op=Ap= W(H d—)/z(p+ﬁ(p'

. 02 02 02

Hi de d drierte Nabla-O r= %= — 4+ — + —
ier wurde der quadrierte Nabla-Operatfr: et oy + 37
Laplace-Operatotragt. Es handelt sich um einen linearen Differentialapmar zweiter Ordnung.

eingefuhrt, der den Namen

6 Krummlinige Koordinaten

6.1 Koordinatentransformationen

Viele Probleme weisen spezielle Symmetrieeigenschafiéoral lassen sich einfacher behandeln, wenn
man daran angepasste Koordinaten verwendet. Liegt bisisgise spharische Symmetrie vor, dann
empfiehlt sich die Verwendung von Kugelkoordinaten. Wirrdetten die Einfihrung neuer Koordi-
naten zunachst ganz allgemein und diskutieren anschiie8ie beiden wichtigsten Beispiele, namich
Zylinderkoordinaten und Kugelkoordinaten.

Der Ubergang von den cartesischen Koodingtewy, z) oder aquivalentxs, xo,x3) zu neuen Koordinaten
(01,2, 03) erfolgt durch einen Satz von dré&fansformationsgleichungen

G = Oa(x1,%2,X3) X1 = X1(01,02,03)
Q2 = O2(X1,%2,X3) oder invertiert X2 = X2(q1,02,03)
G = Oa(X1,%2,X3) X3 = X3(01,02,03)

Wir fordern, dass die Transformationsgleichungen ineéotr sind, dass also jedem Tripel von Koordi-
natenwerten im einen System eindeutig ein Tripel im and8gestem zugeordnet wird. Allerdings kann
es in der Praxis vorkommen, dass einzelne singulare S&fistieren an denen diese Bedingung verletzt
wird. AuRerdem fordern wir, dass die Transformationsfigrién hinreichend oft differenzierbar sind.

Geometrische Interpretatiowir betrachten den Koordinatenvekitioals Funktion der neuen Koordina-
ten

r= F’(('117(:127(43) = (Xl(ql>q2>q3)7 X2(Q1aQ2aQ3)> X3(Ql>Q2>Q3)) .

In dieser Form sieht man der Transformationsgleichung welge Abhangigkeit von drei unabhangigen
Koordinaten nicht viel an. Einfacher wird es, wenn man dialzZker Freiheitsgrade reduziert. Werden
zwei der drei Koordinatefestgehaltendann bleibt jeweils nur noch eine unabhangige Variaplébrig
(i=1,2, oder 3). Geometrisch werden auf diese Weise drei Raurekudgfiniert, es entstehen die
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Koordinatenlinien

Li: F=7(01,02 =C2,03 = C3)
Ly: F=F(g1=C1,0,03 =C3)
Ls: F=T(dL=C1,02 = C2,03) L,

Diese Linien sind im Spezialfall cartesischer KoordinaB=ra-

den parallel zu den Achsen des Koordinatensystems. Im Allge
meinen wird es sich aber um gekrimmte Kurven handeln, wes-
halb man vorkrummlinigenKoordinaten spricht. %

Wird nur eine der drei Koordinatem festgehalten, dann verbleibt ein vektorwertige Funktion zwei
Variablen, was geometrisch der Definition einer zweidinmmeen Flache im dreidimensionalen Raum
entspricht. Auf diese Weise entstehen die é&tedrdinatenflachen

Fi: r=r
Fo: T=T(01,02 =C2,03)
F3 . T=T

Man erkennt sofort: Jede Koordinatenlinie entsteht dureh 8chnitt zweier Koordinatenflachen, also
L; =FoNF3, Ly = F1NF3 und Ly = F> N F3. Ein Raumpunkt wird beschrieben als Schnittpunkt von
drei Koordinatenflacheh;. Die drei Konstante; sind gerade die Koordinatenwerte des Punkts im neuen
Koordinatensystent = r(g; = C1,02 = C2,03 = ¢3). Naturlich liegt der Punkt auch im Schnittpunkt
von drei Koordinatenlinien.

Von Interesse ist die Richtung der KooIdinatenIinien ireeinPunkt. Diese Richtung erfahrt man durch
Bildung der Tangenten-Einheitsvektorénin diesem Fall also der

d?/dqi
|0T/04;|
Den im Nenner stehenden Normierungsfaktor bezeichnet tean a

Koordinaten-Einheitsvektoren:&; = fur 1=21,2,3

Skalenfaktor: h sodass gilt g—g =hi& .
|

|51

aq;
Im Gegensatz zu den cartesischen Einheitsvektéie®,, & handelt es sich bei den Vektor&q in
krummlinigen Koordinaten um variable EinheitsvektordmeiRichtung ist also im Allgemeineorts-
abhangig Die drei Einheitsvektorei; in einem Punkt konnen ein Orthogonalsystem bilden, musse
dies aber nicht. Ist diese Bedingung erfiillt, dann spnobah von einenorthogonalen Koordinatensy-
stem Die wichtigsten in den Anwendungen vorkommenden krumigdin Koordinatensysteme erweisen
sind sich als orthogonal, was den Umgang mit ihnen verdmfac

Beispiel 1: Zylinderkoordinaten

Die Zylinderkoordinaten(p, ¢, z) eines Punkts P sind wie folgt
definiert:

p: Abstand des Punkts P von deAchse
¢ . Winkel zwischen demx-Achse und der Projektion

von P auf diex-y-Ebene (Azimutalwinkel)
z: Cartesische-Koordinate (Lange der Projektion von

P auf diez-Achse)
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Die Transformationsgleichungen lauten

X = pcosp N
X = psing — ¢ = arctang ,0< ¢ <2m
£ = 2 z = z , —00 < Z< 400

Eine Besonderheit tritt auf derAchse auf, also bet = y = 0: Wegen der Unbestimmtheit vogly =
0/0 lasst sich hier der Winkgp aus der inversen Transformationsgleichung nicht ermitteld kann
beliebige Werte annehmen. In der anderen Richtung ist giastormation jedoch eindeutig: Zu jeder
Kombination(p, ¢, z) gehort genau ein Punkx, y, z).

Die Koordinatenlinienin Zylinderkoordinaten sind:

Li(¢ undzconsh : Radial gerichteter Strahl in HolEmit Azimutalrichtungg
Lo(pundzcons) : Konzentrischer Kreis in Hohemit Radiusp
Ls(pund¢ consy : Parallele zuz-Achse im Abstang unter dem Azimutalwinked

Die Koordinatenfachensind:

Fi(p =cons) : Zylindermantel mit Radiup
Fo(¢ =consh : Halbebene, ausgehend von dekchse unter dem Azimutalwinkef
Fs(z=cons) : Ebene parallel zux-y-Ebene, unz verschoben

Die Koordinaten-Einheitsvektoren (au&asisvektorergenannt), ausgedriickt durch ihre cartesischen
Komponenten (also ihre Zerlegung beziigl@&hg,, undg;) lauten

or/dp  (cosp,sing,0)

& — = (COS¢, Sin¢7 O) )
P 10VoRl T fogg s st
5 - or/o¢ _ (-psing.pco$0.0) _ (_ gng cosp,0)

107/99] \/pzsinztl) +p2cog ¢
& = (0,01).
Die drei Skalenfaktoren lauten: h, = 1,hy = p undh, = 1.

Man sieht sofort, dass die drei Koordinaten-Einheitvedtioin jedem Punkt ein orthogonales Dreibein
bilden: &, - &, = ;. Bei den Zylinderkoordinaten handelt es sich also um einogionales Koordi-
natensystem.

Ay A{ ANz
(N
y
X
p = const ¢ = const z = const
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Zum Abschluss berechnen wir die Zerlegung von Geschwimidligkhd Beschleunigung eines Teilchen,
das sich auf einer Trajektori&t) bewegt, beziiglich der Basisvektoren in Zylinderkoorténa Dazu
wird die Zeitableitung der Basisvektoren benotigt. Digtkpregel liefert

d8, 98, dp  98,dp 98 dz B

dt ~ dpdt T opdt  azar \SN9.C0p.000 =89,
~—~ ~
-0 =0

déy 08 dp . B

. ﬁa—(—cos‘f’a—5|n¢>0)¢——ép¢

de,  _

dt

Damit ergibt sich folgende Zerlegung fur den Ortsvektoe, @eschwindigkeit und die Beschleunigung
in Zylinderkoordinaten:

r = p&+2z8&,
V = F=p&+p& +28+128&

d = FT=V=p& +p& +pP& +pdes+pd& +28+ 28
PE +PpPpE +pPE++pPE +pp(—9&)+2€
= (§—pdp*) &+ (PP +200) 8y + 78, .
Beim zweiten Term der Radialbeschleunigung handelt es giohdie Zentripetalbeschleunigung
—p§? € . Die beiden Summanden des Winkelbeschleunigung lassdn zisammenfassen zu

1d,,
—— €p.
Beispiel 2: Kugelkoordinaten A
V4
Definition der Kugelkoordinatetr, 8, ¢) eines Punkts P: - e,
- €
r: Abstand des Punkts P vom Koordinatenursprung O C R !
6. Polarwinkel (Winkel zwischen dem Ortsvekt@r ‘e
und derz-Achse) 0 r |
¢ . Azimutalwinkel (wie bei Zylinderkoordinaten) / i >
(p‘\ H y
X . ,'
Die Transformationsgleichungen lauten
ro= VX+y2+22  0<r<om
X = rsinB cosp RV
{ X = rsin@sing — 0 = arctanxf+y ,0<6<m
Z = rcosb
o = arctanz ,0<0<2m

Auch hier ist wieder der Azimutalwinkel auf detfAchse undefiniert. Zusatzlich ist am Ursprudguch
der Polarwinkelp unbestimmt.

Man beachte den Unterschied zu den in der Geographie benWmbrdinaten: Dort wird statt des Polarwinkels
die geographische Brei@= 7 — 6 mit dem Wertebereich-J < 6 < J benutzt.
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Die Koordinatenlinienin Kugelkoordinaten sind:

L1(6und¢ consy : Strahl auf dem Kegelmantel m@ffnungswinkel®
Lo(rund¢ consh : Halbkreis mit Radius (“Langenkreis”)
Ls(rund@ consy : Kreis um diez-Achse parallel zuk-y-Ebene (“Breitenkreis”)

Die Koordinatenfachensind:

Fi(r =consh : Kugeloberflache mit Radius
Fo(6 =consh : Kegelmantel miOffnungswinkeld
F3(¢ =consh : Halbebene unter dem Azimutalwinkgl(wie F, bei Zylinderkoordinaten)

Die Ableitungen des Ortsvektors nach den Kugelkoordin&aten

% = (sinBcosg, sinBsing, cosh) ,
g—; = (rcos@cosg, rcosfsing, —rsind)
g—; = (—rsinBsing,rsinfcosg, 0) .

Fur die Skalenfaktoren ergibt sith = ‘%‘ =1,hg = ‘%‘ =rundhy = ‘g—;‘ =rsiné.

Damit folgen die Koordinaten-Einheitsvektoren

& = (sinBcosy,sinBsing,cosO),

€ = (cosBcosg,cosOsing,—sing),

€ = (—sing,cosp,0).
Die Berechnung der Skalarprodukte zeigt, dass diese \&kioieder ein orthogonales Dreibein bilden,
so dass auch die Kugelkoordinaten orthogonale Koordirgiteh

A

r = const 0 = const ¢ = const
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Zeitableitungen der Basisvektoren:

de g . 0&

- = %Ger — (cosBcosp, cosBsing, —sinB)6 + (—sinBsing, sin cosg, 0)¢
= 08 +sinfpey,

% — (—sinBcosp, —sinfsing, —cosh)O + (— cosdsing, cosd cosp, 0)¢
= —08& +cosHp &

Oiji:b = (—cosp, —sing,0)¢p = —sinO¢ & — cosOP & .

Damit lassen sich Geschwindigkeit und Beschleunigung igedkoordinaten ausdriicken. Man findet
nach einigen Rechenschritten

r = rg,
V = & +rf& +rpsingg,,
d = (F—r0?—r¢?sin0)& + (2r0+r6 —rp?sinfcosh) &
+(2f¢psin@+2r$pBcosh +rdsind) & .
Im Spezialfall einer planaren Bewegung in dey-Ebene, alsd® = 7 und 6 = 0, vereinfacht sich das
Ergebnis zu

V = &+ r¢ é¢ ,

d = (F-rpd)& +(2p+rd)g .
In diesem speziellen zweidimensionalen Fall stimmen Zg@m und Kugelkoordinaten Uiberein (es ist
p=r).

6.2 Differentialoperatoren fur krummlinige orthogonale Koordinaten

Um krummlinige Koordinaten in der Vektoranalysis verwemde konnen, missen die Differentialope-

ratoren transformiert werden. Naiv konnte man vermutessdes geniigt, den Nabla-Operator durch

0= (i, i, i) — (i, i, i) zu ersetzen. Das ware aber zu einfach gedacht. Das kor-
X1’ 0%’ 0%3 o dqz 903

rekte Ergebnis ist komplizierter und muss fur die drei @fienen Gradient, Rotation und Divergenz

separat berechnet werden.

Der Gradient:
Als Ausgangspunkt betrachten wir das totale Differentiake (skalaren) Funktiomp(r), alsodg =
ﬁ(p- dr. Der Wertdg gibt an, um wieviel sich der Funktionswert bei einer Versbaingdr des Ortsvek-
tors verandert und hangt somit nicht vom verwendeten #ioatensystem ab. Ausgedrickt durch die
transformierten Koordinaten lautet die Verschiebung
or or or
dar dqldq1+ dqquZ+ dqu%

= hi&, do+hy&,dop+h3&,dmp

=3

wobei die Definition der Koordinaten-Einheitsvektorén = ﬁg—c:- benutzt wurde. In der Basis dieser
Vektoren lautet der Gradient der Funktign o

ﬁ(p = (Dql(p) € + (qu(p) €, + (DQS(»D) €, -
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Fr das totale Differential ergibt sich somit allgemein

3 3
do = i;glhi(ﬂqj ?) & - &; dg .

Wir betrachten ab jetatur den Spezialfall orthogonaler Koordinatensysteann gilt&; - &; = §;
und das Resultat fur das totale Differential vereinfaati gu

dg = hy (g, @) ot + hp (Do, ¢) dap + ha (D, 0) d s -
Andererseit gilt aber auch nach der Kettenregel der Diffisé&on

29

1J0) 0]
—daq +
003

9°= 50 9% " 3g,

Gleichsetzen dieser beiden Resultate und Koeffizientgleieh liefert als Formel fur den
Gradienten in krummlinigen Koordinaten:

—dgp+—=—dg.

109 109 100¢
=€ 5 tEepi 3 — oderauch [Ogp=——".
v="5 h; dqs S hz 9z & hs s 4= i ag

Als spezielle Anwendung betrachten wir das Beispiel dié Brektioneng = ¢, d.h. der Wert der
Koordinate Nummet selbst definiert die zu differenzierende Funktion. Dangtfol

= 1
in :Héq .

Wie nicht anders zu erwarten, zeigt der Gradient in Richteg Tangentenvektors an die Koordinaten-
linie, denn dies ist die Richtung, in der die Koordingt@nwachst.

Die Rotation: .
Zu berechnen ist rad = [J x @ mit dem Vektorfeldd = a, &, + aq, €, + aq, €&, Wegen der Linearitat
dieser Operation kann man die drei Summanden getrennt delmarwWir betrachten den ersten Sum-

manden, formen diesen trickreich Ufinx (aq, &) = 0 x (aqlhl h—ll éql) und benutzen die Produktregel
x (fV) = 0Of xV+ fOxV, also

. ) . o
O (aq &) = Dlahy) < f- e +agmOx (f-e)

- 1 -
= D(aqlh]_) Xh—léql-l-aqlh]_ O x oz
rot gradgq;=0

1 0 1 0 10
= hl(é‘“hlaq( 1h1)+éQ2h_Za—qz(aQ1hl)+éﬁ13h_30—q3(a<11h1))Xéﬁh

Man sieht, warum der Faktor & h; /h; eingefuhrt wurde: Mit diesem Trick liel3 sich das Argument
unter der Rotation als Gradient schreiben, dessen RotdAon verschwindet. Da die Koordinaten-
Einheitsvektoren nach Voraussetzung ein (rechtshasgim¢hogonales Dreibein bilden gilt

€ X B =8 , Ep XEp =€ , G4 xXE=F.

Damit lasst sich das letzte Resultat umformen zu
1 1 0
(a%é(h) ( h_qu ( )é% h o"q ( 1h1) éﬁ!z)

hy
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Fur die beiden anderen Komponenten des Vekdioesggeben sich analoge Ergebnisse. Damit lautet die
Formel fur die
Rotation in krummlinigen Koordinaten:

- 1 17} fd 1 17} 17}
Oxd = éCll % [0—(3]2 (aQ3h3) - a—%(%zhz)] +éﬁ12 m [d—q3 (aQ1h1) - a—ql(a%h?’)
1 0 7]
+ éﬂa m [0—ql (aQZh2) - (9—C12 (achhl)} :

Dieses Resultat lasst sich auch kompakter in Form einegrbtante schreiben:
hy éﬁh hy éllz h3éﬂ3
Oxd= Ldet d/om 0/0qp 0/00s
hihahg
ag  aghy  aghs

Die Divergenz:
Zu berechnen ist

diva=0-a= i'(aqléQ1+aQ2éQ2+aQ3éQ3) :

Um dies durch Ableitungen nach dgnauszudriicken sind ziemlich trickreiche Umformungen reiéo-
lich. Wir betrachten den ersten Summanden, benutzen dsadia, dass die Tangenten-Einheitsvektoren
ein orthogonales Dreibein bilden und verwenden wieder dienel&; = hig;:

0 (aq, &) = 0 (aq, &, * 8;) = 0 (8, hehallap x Cigg) -
Die Produktregel fur Divergenzen

O-(fv)=0f v+ 0.V
liefert

0 (a% éQl) = ﬁ(%1h2h3) ’ (an X ﬁ%) +aQ1h2h3_D” (an x aQ3) :

Nun kann noch die Formel fur die Divergenz von Kreuzprodakbenutzt werden

-

0.-(@xb)=b-(0xa) —& (OxDb).

Die hier auftretenden Vektoren sind Gradienten der Koatin, so dass die Formel rot grgd= 0 zum
Zuge kommt, d.h. der zweite Summand verschwindet. Diest &lif

- - 1 = 1
- (aCh éﬂl) = D(aq1h2h3) ) %éf& X éﬂs = D(aqthhS) ) %éfh

1 0 . 1 1 0
= (é(llh_ld—ql(aqlhzh3) + Terme méqu”déqe) " Tohs €y = hlhzhgd—ql(aqlhzhg) :

Damit ergibt sich schlief3lich fur die
Divergenz in krummlinigen Koordinaten:

- 1 17} 17} 17}

38



Abschlie3end betrachten wir noch den
Laplace-Operator in krummlinigen Koordinaten:

. = 10¢ 10¢ 109
Ap = 0O-(Op) =0- —— — —
¢ (Do) <ém hy HQ1+éq2h2 BQ2+éq3h3 5%)
B 1 0 /hphs do 0 /hihs do 0 shihy 0@
- h1h2h3[0q1< hy dq1)+dq2< h dq2)+dq3< hs aq3)
Mit den hergeleiteten allgemeinen Formeln ist es ein Leghtlie Differentialoperatoren fir konkrete
Beispiele von (orthogonalen) krummlinigen Koordinatezwageben.

BeispielZylinderkoordinaten  (p, ¢,2)
Die Skalenfaktoren lauten h, =1, hy =p, h,=1.

Op = gzép+lg—$é +a"’éz,

0-a = ;(d (Pap)+';6:;+pd£z)

- e (R S e
b = Cop(P5) g

BeispielKugelkoordinaten  (r,8,¢)

Die Skalenfaktoren lauten hy =1, hg =1, hy =r sin6.

sy _ 00, 100, 1 0p

= &t 6% reinaag

. 14, 1 9, 1 93

Ud = Gor(fa)+ i ae (5n02) + 55

- B 1 7] dag 1 0a; 0 0 da;
Hxa = rsine<ae(s'”9a"’) ¢)éf rsin@(d(p sinb 57 (ra"’))é“ (a_(rae) ae)é“”

Ap =

10 /,00 1 0 2@ 1 %
2 ar (v dr)+r23m909(s eae)+rzsinzea¢2‘

6.3 Volumenintegration

Haufig ist man vor das Problem gestellt, Integrale UbeeBae mit mehr als einer Dimension zu berech-
nen. Vorgegeben ist eine Funktidiir) und gefragt wird nach dem Wert des Integrals dieser Funktion
Uber eine vorgegebene Flache (zweidimensional) odevagegebenes Volumen (dreidimensional) im
Raum. Wir befassen uns hier mit Volumenintegralen. Einsgipés Beispiel aus der Mechanik ist die
Berechnung der Gesamtmaddeeines Korpers wenn seine Massendich(€) Uberall im VolumenVv

des Korpers bekannt id¥l = /de(?) z/d3rp(?). Hier sinddV undd®r zwei verschiedene Schreib-
v v
weisen fur das “Volumenelement”.
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Die Definition und Berechnung von Volumenintegralen veftia
nach den gleichen Prinzipien wie beim eindimensionalee- Int
gral. Der Integrationsbereich, hier also das Voluwemwird in

N TeilvoluminaAV; zerlegt sodass giN = UN ,Vi. Diese Zer-
legung wird dann immer weiter verfeinert, so dass die Grol3e
aller V; gegen Null geht, wahrend ihre Anzahl immer grof3er
wird, N — o, so dass sie zusammen das VolurWdiberdecken.
Wie im eindimensionalen Fall wird das Integral als Grenzfat
Riemannschen Summe definiert:

/V 4V () = lim S £(7)V,

N—oo.
1=
wo f (i) ein Funktionswert aus einem (frei wahlbaren) Punkt imvi@ilmenr; €V ist.

Im Rahmen einer sorgfaltigen mathematischen Behandissg kich zeigen: Das so definierte Integral
existiert und ist von der gewahlten Zerlegung unabhgngann f () eine stetige Funktion ist und das
Volumen ein zusammenhangender Bereich mit glatter Cludrdist.

Auf die genaue Wahl dekV; kommt es also nicht an und man konnte sich viele verscheedeten der
Zerlegung Uberlegen. In der Praxis ist es aber zunachsAlnstand am einfachsten, wenn man Wurfel
(bzw. Quader) mit den Kanten parallel zu den cartesischéisémichtungen verwendet. Auf diese Weise
zerfallt das Integral namlich in drei ineinander gestitelte eindimensionale Integrale. Digserierte
Integrationnimmt folgende Form an:

Xo Yo (X) 2(xy)
/dV f(r) = /dxdydz tx,y,2) :/ dx{/ dy [/ dz f(x,y,z)] } .
Jv Jv Xa Ya(X) Za(xy)

Hier wird zuerst Ubee integriert. Es handelt sich um ein normales eindimensem#htegral mit der
Untergrenzezy(x,y) und der Obergrenzay(x,y), d.h. man muss durch geometrisdbleerlegungen fest-
stellen, wo bei gegebenen Wertenndy die Grenzen des Volumens #Richtung liegen. Bei kompli-
zierter geformten Korpern kann es vorkommen, dass hierenetisjunkte Teilbereiche auftreten, die
dann separat berechnet und aufsummiert werden musserweéitem Schritt wird die so entstandene
Funktion der Variablerx undy ubery integriert, wobei die Grenzeyy(X) undy,(x) angeben, wie weit
sich das Volumen bei gegebenem Wert vofaber beliebigenz) erstreckt. Es verbleibt eine Funktion
vonx die im dritten Schritt zwischen den Wertenundx, integriert wird, die die maximale Ausdehnung
des Volumens ix-Richtung angeben.

Anschaulich betrachtet geschieht bei diesen drei Schifitdgendes:

1. zIntegration: Aufsummation voQuadernmit Volumendx dy dzzu SAulenmit der Grundflachelxdy

2. y-Integration: Aufsummation der SaulenyrRichtung zuScheiberder DickedX;

3. x-Integration: Aufsummation aller Scheiben. Es ist klagglas nicht auf die Reihenfolge ankommt, in
der die drei Integrationen erfolgen. Es gibt also insgesatiis verschiedene Moglichkeiten, die iterierte
Integration durchzufiihren. Abhangig von der Geometde Wolumens kann sich die Bestimmung der
Integrationsgrenzen bei diesen Optionen als untersatiesithwierig erweisen.

Eine Volumenintegration kann im Prinzip immer in carteset Koordinatern durchgefuihrt werden.
Fur Volumina mit bestimmten geometrischen Symmetriemkas jedoch vorteilhaft sein krummlinige
Koordinateng; zu verwenden. Liegt zum Beispiel eine spharische Symmeui, dann ist man gut
beraten, bei der Integration Kugelkoordinaten zu verwande

Wir betrachten das Problem d&flumenintegration in krummlinigen Koordinateallgemein. Da-
zu muss man berechnen, wie degslumenelement d\im transformierten Koordinatensystem aus-
sieht. Wir betrachten die Verschiebungsvektor@r);, die sich in einem gegebenen Raumpunkt
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aus den (infinitesimalen) Koordinatenanderungeg, i = 1,2,3 ergeben. Die(dr); sind offen-
bar proportional zu den Koordinaten-Einheitsvektorersqatangential zu den Koordinatenlinien):

or
(@)1 = o do =g dar,
@) = 2 dgp=ha,d
@) = 2F dos=hseyd

Das Wolumen, das von diesen drei Vektoren aufgespannt esr¢chéndelt sich um ein “Parallelepiped”),
erhalt man durch Berechnung des Spatprodukts:
dvV = (d)y-(dr)z x (dr)s = (&, dan) - (h2&, dop) x (hy &, dog)
= h1h2h3 dqlqudq?, éql . éqz X éqa‘ .

Handelt es sich urarthogonale Koordinaterdann giltg, - €, x &, = 1 und das Volumenelement lautet
einfach

dV = hihohs dondopdas .

Das Wolumenintegration kann dann genau wie bei cartesisiloerdinaten durcliterierte Integration
beziglichgs, g2, g3 (Reihenfolge beliebig) durchgefihrt werden, wobei abetritegranden zusatzlich
noch ein Gewichtsfaktor auftritt, der aus dem Produkt der 8kalenfaktoret; hohs besteht.

Im allgemeinen Fall (nichtorthogonale Koordinaten) muas 8patprodukt explizit berechnet werden:

or or or
V=— —x—-—dqpdgpdg.
o 0 Jgs At
Wie im Kapitel Vektorrechnung diskutiert, lasst sich dgm®rodukt als Determinante der drei auftre-
tenden Vektoren schreiben, also

oqr Odq1 dqu

00Xy 0% 0X3
dV=detf — — — |dgpdpd = Jdgydpdas .

o 99 0% Ghdags Ghdpacs

0gz 0Qz 003

Die hier als Gewichtsfaktor auftretende und &lbenannte Determinante wird a@fsinktionaldetermi-
nanteoder auchlacobi-Determinanté&ezeichnet. Man schreibt auch in symbolisch abgekiraenF

d(X17X27X3)
2(q1,%2,03)

Die Formel fur das Transformationsverhalten mehrdin@araer Integral nimmt dann die recht sugge-
stive Form

/dxldxzdx3 f(X1,%2,X3) :/dqldqqug del{
Y% v

J:del{

d(X17X27X3)
d(QbQZ»QS)
an. Dieses Resultat ist nicht auf dreidimensional Volumiegjrale begrenzt sondern gilt entsprechend flr
beliebige Dimensionszahlen. Sollte sich die Jacobi-Deiteainte als negativ erweisen, so ist ihr Betrag
zu nehmen.

f(ql>q2>q3)
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Fr die beiden wichtigsten friher behandelten krummgéni Koordinatensysteme lautet das Volumen-
element:

Zylinderkoordinaten: dV =pdpd¢ dz
Kugelkoordinaten: ~ dV =r?sinfdrd@d¢

3 3

r sinb do
pde dp

dr

de
dz !

Veranschaulichung der Volumenelemente in Zylinderkowatéin und Kugelkoordinaten.

Beispiel: Volumen einer Kugel

Welchen Vorteil es bringen kann, an die Symmetrie eines|Bnobangepasste Koordinaten zu benutzen,
wird am Beispiel der Berechnung des Volumens einer Kugelidbu

a) Kugelkoordinaten

R s 2 R +1 21
Vo= / dr/ de/ d¢r25in6:/drr2-/ dcose-/ dé
Kugel 0 0 -1 0

4m
= S22 = —
3 3

b) Cartesische Koordinaten
Die Kugeloberflache wird durch die Bedinguxig+ y? + 22 = R? definiert. Dies filhrt zu vergleichsweise
komplizierten Integralgrenzen.

+R +\/R2— NG y2 +R +\/R2—
V= / dx/ / /dx/ —x2—y2.

R2_x2_ y2

Es gilt folgende Integralformel:

1 al _u
/dux/a2—u2: 5“ a2—u2+7arcsm5.

Damit ergibt sich

+R 1 +VRE—X?
V = dx2—( Rz—xz—y2+(R2—x2)arcsinL)
-R 2 RZ—x2/| e

— +Rdx(R2—x2)(arcsir(+l) —arcsin—1))

— _J;Rdx(r2 - x2)27—2T = n(sz— %x3) [z
= n(R2-R) =5
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7 Gewbhnliche Differentialgleichungen

Die wohl wichtigste Aufgabe der Physik ist es, diaderung von MessgroRRen quantitativ zu beschrei-
ben. Dabei kann es sich sowohl um die Beschreibung rauenliéranderungen handeln wie auch um die
zeitliche Entwicklung eines Systems. Um diese zeitliched@wyik zu verstehen werden “Bewegungsglei-
chungen” fur die dynamischen Variablen des Systems aigfiifeglso z.B. in der klassischen Mechanik
die Newton-Gleichung und ihre Varianten (Euler-Lagra@eichung etc.). Grundannahme ist dabei,
dass die Orts- und Zeitkoordinaten kontinuierliche Vdaabsind und dass die physikalischen Grof3en
glatte Funktion dieser Koordinaten sind. Die Naturges&tren dann in Gestalt von Differentialglei-
chungen formuliert werden.

Eine Differentialgleichung ist eine Gleichung, in der Ahl@agen der unbekannten Funktion auftreten.
Dabei ist zu unterscheiden, zwischegartiellen Differentialgleichungeim denen mehrere unabhangige
Variablen auftreten (z. B. Ort und Zeit) urggwdhnlichen Differentialgleichungemit einer einzigen
unabhangigen Variablen. Im Folgenden werden wir uns nudem zweiten Fall befassen, der mathe-
matisch einfacher zu behandeln ist und in der Mechanik eiominente Rolle spielt.

Die allgemeinste Form einer gewdhnlichen Differentieighung lautet

dy dy o\
F(y,&,...,w,x) =0.
Hier bezeichnek die unabhangige Variable (es kann sich um Ort oder Zeit élahdindy die zu be-
stimmende Funktioy(x). F ist eine vorgegebene beliebige Funktion der angegebergumfente. Die
Ordnungder Differentialgleichung ist durch den Grad der hochstetkommenden Ableitung gegeben.

Da es eine Vielzahl unterschiedlicher Differentialgleinben gibt verschafft man sich einetberblick,
indem man sie nach verschiedenen Kriterien klassifiziei¢. idichtigsten Unterscheidungsmerkmale
sind:

— Linear/Nichtlinearin einer linearen Dgl treten die Funktignund deren Ableitungen jeweils nur
linear (d.h. in erster Potenz) auf.

— Autonom/NichtautonomEine autonome Dgl enthalt keine Terme, die explizit von\deiablenx
abhangen.

— Homogen/InhomogerEine homogene Dgl enthalt keine Terme, die von der Funktioter deren
Ableitungen unabhangig sind.

7.1 Differentialgleichungen erster Ordnung

Die allgemeinste Form einer Differentialgleichung ersdednung lautef (y, d—i(’,x) = 0. Wir nehmen

nun an, dass sich diegaplizite Gleichung nachly/dx aufldsen lasst, was zu dexplizitenForm einer
allgemeinen Differentialgleichung erster Ordnung fiihrt

dy

— = f .

ax— xY)
Gesucht werden Funktiongn=y(x), die die Dgl in einem Intervall € R auf der reellen Achse erfullen.
Normalerweise gibt es nicht nur ein einziges solchies, sondern eine ganZéchar von bsungsfunk-

tionen Eine typische Fragestellung ist das
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AnfangswertproblemGesucht wird eine Losung, die in einem Puxkdie Anfangsbedingung y(xo) =
Yo Mmit vorgegebenem Wey erfillt.

Mit dieser Aufgabenstellung sind einige Fragen verknupftistiert eine solche Losung Uberhaupt?
Wenn ja: ist sie eindeutig. Kann man etwas Uber die Lodungson “im Grof3en” sagen, nicht nur
in der unmittelbaren Umgebung veg?

Die Mathematik liefert zu den ersten beiden Fragen klarefundlen Anwender beruhigende Antwo-
ren: Unter recht schwachen Voraussetzungen sind ExistshEundeutigkeit der Losung gesichert. Wir
zitieren hier ohne Beweis die entsprechende mathematisabsage.

Der Eindeutigkeitssatz

Die Losungen einer Differentialgleichungé): = f(x,y) existieren und sind eindeutig, wenn die
Funktion f(x,y) die lokaleLipschitz-Bedingunegrfillt.

Dazu gehort die Definition:
Eine Funktionf(x,y) erfullt die Lipschitz-Bedingung wenn bei gegebenemndy eine Konstante
L existiert, sodass giltf (x,y) — f(x,¥)| < L|y—Y] fur § in der Umgebung vog.

Dies ist keine sehr einschrankende Forderung an die Famiti Man findet insbesondere, dagssle
stetig differenzierbare Funktiodie Lipschitz-Bedingung erfullt.

Gegenbeispiel: Vorsicht ist geboten in der Nahe von Sexgdten. Betrachtet man etwa die harmlos aussehende
(vonx unabhangige) Funktiof(y) = ,/y, so erflillt diese bey = 0 die Lipschitz-Bedingung nicht! Grund ist das
Verhalten der Ableitung der Funktion, dedy/dx= 1/(2,/y) divergiert beiy — 0. Tatsachlich nimmt hier die
Lipschitz-Bedingung bei = 0 undy™ 0 die Form,/§ < L{ an. Da die Wurzelfunktion bei kleinem Argument mit
unendlicher Steigung loslauft, ist die Bedingung furgsd verletzt, wenn maw Klein genug wahlt, genau gesagt
fiur § < 1/L2.

Geometrische Interpretation

Der Verlauf der Losungen einer Differentialgleichung &erm d—:(/ = f(x,y) lasst sich qualitativ veran-

schaulichen ohne sie explizit zu I6sen. Dazu macht manldath dass die Funktiori(x,y) ein Rich-
tungsfelddefiniert: Jedem Punkt in dery-Ebene wird eine Richtung zugeordnet, etwa durch Zeichnen
kleiner Pfeile, die lokal die Steigung der durch diesen Rimkfenden Losungsfunktion anzeigt. Jede
Losungskurve schmiegt sich in inrem Gesamtverlauf didseigentenvektoren an.

Die Abbildung illustriert diesen Sachverhalt fir das Bééb

SIISARNAS |

der einfachen Differentialgleichung ' % k Ri;% ; }
v

vy VNN 7 11

dy IR N2/ [

ax Y- AN NN~ 1

X AR s 1

s . . .. v AN N /i

Man bestatigt sofort, dass die allgemeine Losung lautet: \\>\ = = s

7 7 —= ! %

2/ . C . Y P NN \ )

y(x) = ce&/? mit beliebigem ceR. gy e\ 3

. . . . . . LI 7 7=\ V)

Die Abbildung zeigt das Richtungsfeld und einige Losungs- T 77 SN bl

kurven fUr verschiedene positive und negative Werteazon ; ; ? ?iii s % }

BRIV RREE AR H

Das Losen von Differentialgleichungen ist in gewisser 8&eine Kunst. In manchen Fallen lassen sich
durch geschickte Substitutionen oder andere Kunstgrifffiaehe Losungen finden. Fir bestimmte Klas-
sen von Differentialgleichungen existieren systematsctisungsverfahren, in komplizierteren Fallen
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findet man jedoch keine analytische Losung. Bei realiséadProblemstellungen ist dies sogar der Nor-
malfall. Tatsachlich werden viele der in der mathemagscRhysik diskutierten “speziellen Funktionen”
als Losungen bestimmter Differentialgleichungen deftnimd dann in ihren Eigenschaften detailliert
untersucht. Kommt man weder mit den Standardfunktioneih nutsolchen speziellen Funktionen wei-
ter, dann ist man auf Naherungsverfahren (z.B. Poteremeifitwicklung der Losung) oder auf numeri-
sche Losungsverfahren angewiesen. Wir diskutierenzetet spezielle Typen von Differentialgleichun-
gen, die eine analytische Losung gestatten.

1. Separable Differentialgleichungen

Fur den Fall, dass sich die Funktidix, y) in ein Produkt einer nur vorund einer nur voly abhangigen
Funktion zerlegen lasst (man spricht dann von egegarablenFunktion) ist die Differentialgleichung
I6sbar. Wir schreiben die Differentialgleichung als

dy_ 9
dx  h(y)

mit stetigen Funktioneg(x) undh(y). (Man hatte naturrlich auch ein Produkix,y) = g(x) h(y) ansetzen
konnen, mifi(y) = 1/h(y).) Multiplikation mit h liefert h(y)y’ = g(x) (mit der abkiirzenden Schreibweise
y = dy/dx). Die Funktionerg undh besitzen Stammfunktionen als deren Ableitungen sie siciegzen
lassenG'(x) = g(x) undH’(y) = h(y). Die Differentialgleichung lautet dann

Hyy =g also S HY00) =gk

wobei die Kettenregel der Differentiatioc%(H(y(x)) = H'(y)y benutzt wurde. Durch unbestimmte In-
tegration Ubex erhalt man

H(y) =G(x)+c

mit einer Integrationskonstantemn Bei diesem Resultat handelt es sich um émelizite Losung der
Differentialgleichung, da die gesuchte Funktigi) als Argument der Stammfunktidt(y) auftritt. Die
expliziteLosung folgt durch Bildung der Umkehrfunktion, also

y(x) =H*(G(x) +¢)

wobei die Invertierbarkeit voRl angenommen wurde.

Anstatt der vorgestellten mathematisch sauberen Forroolie benutzt man haufig eine saloppere
Schreibweise, die auch zum Ziel fuhrt. Die Differentiaighung wird “mit dem Differentiatix durch-
multipliziert” was zu einer Trennung der Variablen fulmmlich

h(y) dy = g(x) dx.

Nun kann man auf der linken Seite Ubeund auf der rechten Seite Gbemtegrieren, mit dem schon
bekannten Resultat

/dyh(y):/dxg(x)Jrc oder H(y)=G(y)+c.

Jede separable Differentialgleichung erster Ordnungt sish also durch “Quadratur” der Funktionen
h(y) undg(x) losen. (Das Wort “Integration” ware hier etwas unprazidgit “Quadratur” ist die Losung

des Integrals Uiber eine gegebene Funktion gemeint, adsBefitimmung der Stammfunktion.) Ob sich
fur diese Quadratur eine geschlossene analytische gdsutien lasst, ist eine andere Frage; dies wird
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haufig nicht moglich sein. Vom prinzipiellen Standpunkink man das Problem jedenfalls in beiden
Fallen als gelost betrachten.

DasAnfangswertproblerarlaubt die Bestimmung der Integrationskonstartten

H(yo) =F(x)+c  — c=H(yo) — G(X0) -

Somit ergibt sich als implizite Losung
H(y) = G(X) — G(x0) +H (Yo) -

Beispiel fir nicht-eindeutige Lésungen:
Was geschehen kann, wenn die Bedingung fur die Eindelitigke Losungsfunktion nicht erfullt ist, illustriert
das Beispiel der D|fferent|algle|chung%(/ = /Y (positive Wurzely > 0). Wie auf Seite 44 diskutiert, erfullt die

Wurzelfunktion beiy = 0 nicht die Lipschitz-Bedingung. Die Differentialgleichung istparabel und elementar
l6sbar:

dy _
VY
Dabei ist zu beachten, dass gelten mxiss —c, andernfalls wirde die

Ableitung dy/dx negativ. Im Bereichx < —c ist die Losung konstant,
namlich einfacty(x) = 0. Die Losungsschar lautet demnach

dx — 2§y=x+c — y:%(x+c)2.

) 0 fur x<—c
X) =
y F(x+c)? fur x>-—c

Beide Losungsaste, die horizontale Gerade und der hababPlast, -C B = = X
schlieRen sich bei= —c glatt aneinander an. Die Differentialgleichung
wird also an dieser Stelle durch die zusammengesetztengdetllt.

Nun entsteht aber folgendes Problem: Der Wert der Intemrskionstante ist beliebig. Will man das Anfangs-
wertproblem mit der Bedingun§(xg) = yo = 0 fiir irgendeinxg l16sen, so gibt es unendlich viele Elemente aus
der Losungsschar, die dies erfullen, namlich alle liggn mitc < —Xg. Die Stelle, an der die Losungskurve “ab-
hebt” Iasst sich nicht vorhersagen! Es ist klar, dass dabl®m nur beim Anfangsweyt= 0 auftritt (also an der
singularen Stelle der Wurzelfunktion). Fir jedes ertadig, > 0O existiert eine eindeutige Losungsfunktion.

2. Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

Die allgemeine lineare Differentialgleichung erster Qndg lasst sich schreiben als

Yy =pX)y+a(x)
mit beliebigen Funktionem(x) undq(x). Wenn speziel verschwindet, handelt es sich um elmamo-
geneDifferentialgleichung.

Homogener Fallq = 0)
Dies ist eine separable Differentialgleichung wie untdselhandelt. Durch Variablentrennung folgt

dy _
y

For die Losung des Anfangswertproblems ergibt sich afdiaite Losung

p(x) dx — Iny:/xdx p(xX)+c.

X
Iny—Inyoz/XodX p(X) .
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Da sich die Logarithmusfunktion invertieren lasst ergiloh die explizite Losung in der Form

“dxX p(X
Y(X)ZYOG/XO ( )-

Damit ist die Losung der Differentialgleichung auf eineadtatur zurtickgefuhrt. Die Exponentialfunk-
tion auf der rechten Seite wird manchmal als “integriereraktor” bezeichnet.

Inhomogener Fallq # 0)
Hier gelingt die Losung durch einen geschickten Ansatzn idartet von der Losung des homogenen
Problems und multipliziert diese mit einem veabhangigen Vorfaktor, also

"d
y(x):u(x)e/XO fp(f).

Dieser Trick wird mit dem Namefiariation der Konstanten”bezeichnet und geht auf den Mathema-
tiker Laplace zurtick. Dieser Ansatz beinhaltet keine &ingnkung der Allgemeinheit, demrix) kann
jede beliebige Funktion sein.

Wir bilden die Ableitung der Funktioly(x) gemaf diesem Ansatz und setzen sie in die inhomogene
Differentialgleichung ein:

Jagee)  [azee) AL
y =ueho +upee = py+q=pue +9.

Der Termpy hebt sich weg und man erhalt eine Differentialgleichumgu(’x):

_ Xd
) = qe /Xo Ep(é).

Dies lasst sich sofort aufintegieren:

ux)= [ dXq(xX)e /% +u(Xo) -

Der Wertu(xo) ist gerade der Anfangswert, degifxg) = u(Xo)e® = u(xo) = Yo. Damit ergibt sich als
Losung

X X v
A LGN /deq(%)e( [[aenie) [ aepi))
X0

Die beiden Integrale im letzten Term lassen sich noch zusanfamsen, mit dem Resultat

EpE) d
y(x) ZYO‘?/XO +./XO dm(%)e/x’ P

Dies ist die Losung des Anfangswertproblems fur die inbgane Differentialgleichung. Sie setzt sich
aus zwei Anteilen zusammen, von denen der erste identisgtitider Losung des homogenen Problems
(q=0). Dies ist eine generelle Eigenschaft, die man wie folghidieren kann:

Satz: Die allgemeine Losung(x) einer linearen Differentialgleichung setzt sich zusamraes der
Summe deallgemeinen bsung y(x) der homogenemifferentialgleichung und einespeziellen
Losung ¥(x) derinhomogeneifferentialgleichung.

47



Also
Y(X) = Yn(X) +ys(X) -

Diese Aussage gilt ganz generell fur beliebige lineardebghtialgleichungen (auch von hoherer Ord-
nung oder Systeme mehrerer Dgin.). Die Differentialglerai habe die Form

Dy(x) = qa(x)
wo der Differentialoperator symbolisch niitbezeichnet wurde. Im obigen Beispiel hatte dieser Operator

die FormD = ax p(x). Nun gilt nach Voraussetzung

Dyn(x) =0 und  Dys(x) =q(x) .
Wegen der angenommenen Linearitat des Differentialdperdolgt daraus
Dy(X) = D (¥(X) +Ys(X)) = DYn(X) + Dys(x) = q(x) -

das heissty(x) lost die inhomogene Differentialgleichung. Die Bedeufulieses Verfahrens liegt darin,
dass die spezielle Losuryg(x) nicht die gewunschte Anfangsbedingung erfullen muss Bann durch
die Addition vonyn(x) erreicht werden.

7.2 Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Unter den zahlreichen moglichen Differentialgleichumgsveiter Ordnung spielen digearen Diffe-
rentialgleichungen eine besonders wichtige Rolle. Wirdamtrieren uns hier auf diesen Spezialfall, also
auf Differentialgleichungen folgender Form

y'+ax)y +b(x)y= f(x)
mit vorgegebenen stetigen Funktioregx), b(x) und f (x) in einem Intervalll € R.

Beim zugehorigerAnfangswertproblengenugt es nicht, nur den Funktionswert an der Stelleestzu-
legen. Durch einen Punkko,Yo) in der x,y-Ebene gehen unendlich viele Losungsfunktioyéx), die
sich durch ihre Steigung unterscheiden. Das Anfangswastgm erfordert also die Festlegung vomei
Werten

yXo)=Yo und  Y(X)=Yp-

Anders ausgedrickt: Eine Differentialgleichung zwedednung besitzt eineweiparametrige sungs-
schar. Will man die allgemeine Losung hinschreiben, so mussediegei freie Parameter enthalten.

Die lineare Unablangigkeitvon Losungsfunktionen lasst sich wie bei Vektoren defame Zwei Losun-
genyi(x) undy,(x) sind linear unabhangig wenn aagy;(X) + c2y2(x) = 0 folgt dassc; = ¢, = 0.
Dementsprechend bedeutet lineare Abhangigkeit, daskddiengen sich nur durch einen konstanten
Faktork unterscheidenys(x) = kyi(X).

Die homogene Differentialgleichung

Wir betrachten zunachst die homogene lineare Differlgitichung zweiter Ordnung
y'+a(x)y +b(x)y=0.

Eine nutzliche HilfsgrofRe bei dieser Diskussion ist\ieonski-Determinantedefiniert als

yi(x)  ya(X)

szwm”ﬂ:“<nw V,()

>:wmﬁm—W®%®-
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Satz: Zwei Losungen einer homogenen linearen Differentiatdieng zweiter Ordnung sind genau dann
linear abhangig wenn fur exe | ihre Wronski-Determinante verschwindet\W(x) = 0.

Beweis:1) Aus der linearen Abhangigkeit folgt das Verschwinden Wy Wenny, = ky; dann istW =

yiky; —ky1y; = 0. g

2) AusW = 0 folgt die lineare Abhangigkeit, denn es gilt laut Quottfmegela(§ = )/zyly;zyzy’l =
1 1

W
¥ = 0 woraus folgt y»/y; =k oder y, =ky;.

1
Ein Menge von zwei linear unabhangigen Losunggix) undy,(x) wird als einFundamentalsystewfer

Differentialgleichung bezeichnet.

Satz: Jedes Fundamentalsystem kann benutzt werden, um die ailgemdsung einer homogenen li-
nearen Differentialgleichung zweiter Ordnung durch Bilgwon Linearkombinationen

Yn(X) = c1y1(X) +C2y2(X)

zu konstruieren.

Beweis:Wir betrachten eine beliebige Losug) und versuchen, diese an einer Stefe | durch eine
Linearkombination der Funktionen des Fundamentalsysgerssudriicken. Betrachtet man die Funktion
y(x) und ihre Ableitungy’ (x) so ergibt sich ein lineares Gleichungssystem fur die Ezklwngskoeffizi-
entenc; undc;:

C1Y1(Xo) +C2¥2(%0) = Y(Xo),
C1Y1(X0) +C2Yo(%0) = Y(X0)-

Nach den Regeln der linearen Algebra lasst sich ein solafeares Gleichungssystem auflosen (nach
c1, C2), wenn die Determinante der Koeffizienten ungleich NulliBsi dieser Koeffizientendeterminante
handelt es sich gerade um die Wronski-Determinsitg,), die nach Voraussetzung nicht verschwindet.
Explizit erhalt mancy, indem man die beiden Gleichungen wijtxy) bzw. y»>(Xo) multipliziert und sie
voneinander subtrahiert:

ClY1Yo +CoYoYs = Yo
Cly1Y2+CoYoy2 = YYa.

und analoge, = )/le—y)/l
%o
das Fundamentalsystem ausdriicken lasst. Wegdgid@eutigkeitder Losung gilt dies dann tberall im

Intervall|. m

} —  a1Ya—YiY2) =Wo—YY2 — Cl:w

Xo

. Damit ist gezeigt, dass sich die Funktig(x) an der Stellex, durch

Die inhomogene Differentialgleichung

Nun soll der allgemeine Fall dathomogenetinearen Differentialgleichung zweiter Ordnung disktttie
werden, also

y'+ax)y +b(x)y = f(x).

Wir werden zeigen, dass die Kenntnis eines Fundamentafagst (x) und y2(x) von Losungen der
homogenermifferentialgleichung genugt, um auch das inhomogendlEro zu lI6sen! Dazu benutzen
wir den Trick der “Variation der Konstanten”, der bereits der Losung der inhomogenen linearen
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Differentialgleichung erster Ordnung erfolgreich warr\Wiachen den Losungsansatz fir eine spezielle
Losung der inhomogenen Differentialgleichung

Ys(X) = ug(X)y1(X) 4 Ua(X)y2(X)

Im homogenen Fall warem = ¢; und u; = ¢, zwei Konstanten, jetzt lassen wir aber auch Funktionen
von x als Entwicklungskoeffizienten zu. Fur die Ableitung wa(x) ergibt sich

Ys(X) = g (X)y1(X) + Uz (X)y3 (X) + Ua(X)y2(X) + U2(X)y2(X)

Bei der Bestimmung der unbekannten Funktiongfx) unduy(x) haben wir noch einige Freiheit. Wir
fordern nun, dass sie folgende Nebenbedingung erfullenxtdbhangigkeit wird ab jetzt nicht mehr
hingeschrieben):

Ujy1+Uby> =0. (1)
Dann heben sich der erste und dritte Term im Ausdrucl/fiiveg und es verbleibt

Yo=uUy; +Uzy,  unddarum yZ =ujy] +ury] + Uy, + Uy .
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

ULYh + UrY] + WoYs + UpYs +a(Urys + Ugys) + b(ugys + Upys) = f

oder umgeordnet

U (Yy +ay) +byr) +Uz (Vs + ay, + bys) +Uiy; + Uy, = f .
=0 =0

Unter Benutzung der Differentialgleichung ergibt sich gom

upy; +Uoyo = f . (2)

(1) und (2) bilden ein (algebraisches) lineares Gleichsysfem fir die zwei Unbekanntes und uj,
das sich auf dem Ublichen Weg losen lasst. Multiplikatiter Gleichungen mif, undy; liefert

Uy1Ys +UpYaYo = 0 / ,_fy
- uy, -V =—fy2 — u=
Uiz +Yoye = fyz. 12 =) ow
f
und analogl, = bl . Hier tritt die Wronski-Determinante als Koeffizientenelghinante des linearen

Gleichungssystems auf. Alle GroRRen sind Funktionenxon

Die unbekannten Koeffizienten folgen nun einfach durchgirstion (Quadratur) dieser Funktionen, also

X FO)y2(X) _ [y FOOyX)
Somit ist die inhomogene Differentialgleichung explizisbar, wenn dies fur das zugehorige homogene

Problem gelingt.

Spezialfall: Homogene lineare Differentialgleichung zwiter Ordnung mit konstanten Koeffizien-
ten

Das Auftreten der Koeffizientenfunktioneafx) und b(x) wird es im allgemeinen unmoglich machen,
analytische Losungen der Differentialgleichung zu findesgibt jedoch einen wichtigen Spezialfall in
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dem dies gelingt. Allgemein gilt: Lineare Differentialglbungenmit konstanten Koeffizientdassen
sich immer analytisch losen.

Betrachten wir die Differentialgleichung
y’'+ay +by=0

mit konstanten Parameteanc R undb € R. Das Paradebeispiel hierfur ist der harmonische Osaillat
mit Reibung. Als Losungsansatz fur derartige Problemferhit sich immer eindexponentialfunktion

y(x) = .
Einsetzen in die Differentialgleichung und Herauskirden Exponentialfunktion liefert
AMepare*+bd*=0 also A2+ail+b=0.

Dieses Resultat wird alsharakteristische Gleichungezeichnet, die linke Seite atharakteristisches
Polynom Im vorliegenden Fall handelt es sich um eine quadratisde&i@ng flrA, deren Losungen
(Nullstellen des charakteristischen Polynoms) sich $dfimschreiben lassen:

a /a2 a 1
= —_—— _ _ — — — 2—
A= 2:{: 7 b 2i2 a‘—4b.

Der Wert unter der Wurzel (diBiskriminanted) entscheidet Uber den Charakter der Losung.

1. Fall5 > 0 alsoa? > 4b
Beide Losungen sind reell und verschieden voneinandef, A,. Ein Fundamentalsystem von Losungen
lautet dann

yi(x) =€ und  yo(x) =¥,

Firr die Wronski-Determinante ergibt siélys, yo] = y1y, — Yoy, = (A2 — A1) eMi42x £ 0,

2. Falld < 0 alsoa? < 4b
Beide Losungen sind komplex, namlich

M=a+iB, Aa—a—iB mit a:—%,ﬁ:%\Mb—aZ.

Die Rechnung fuhrt also auf ein Fundamentalsystem von kemiplexen Funktiongmwir nennen sie
z1(X) undzx(x):

7z = =™ ePX = e™(cosBx+isinBx),
= &X=e™ePX=e™(cosBx—isinBx)=12 .
Fur die Wronski-Determinante ergibt sit#{z;, z] = —2i €2% # 0 solangg3 # 0.

Die Funktionerz; undz bilden einkomplexwertiges Fundamentalsystédagegen ist im Prinzip nichts
einzuwenden: Jede gewiinschte Losung — auch wenn sieveeiidl ist — lasst sich aus dem Funda-
mentalsystem durch Linearkombination konstruieren. iM&enan die Verwendung komplexer Zahlen
vermeiden, so lasst sich emgellwertiges Fundamentalsystem(y) und y»(x) gewinnen, indem man
einfach den Realteil und den Imaginarteil varverwendet:

1 1
Y1=5(2+2)=5(a+7%) = Rez =™ cosPx,

1 .
Yo=~(z1—2) = = (z1—Z) = Im z; = e”* sinBx,

2i 5(
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Fur die Wronski-Determinante dieses Losungssystemibtesgch nach kurzer Rechnuny[ys,yz| =

B 20X

3. Falld = 0 alsoa? = 4b

In diesem “entarteten” Fall sind die beiden Eigenwarte= Ao = A = —% identisch und liefern nur eine
einzige Lésung; = e**. Um ein Fundamentalsystem zu bilden wird noch eine zweitali unabhangige
Losung bendtigt. Man findet:

yo = xeX.
Beweis:Man bestatigt leicht durch Einsetzen, dgsslie Differentialgleichung lost. Fir eine systemati-
sche Herleitung empfiehlt sich wieder die Methode der Maatler Konstanten. Ausgehend von einer
bekannten Losung; (x) wird als zweite Losung angesetzt:
20 =ux¥)yi(x) — Yo=uyi+uyy — Yo=u'yi+2uyi+uyi.
Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt sich
— U'yi+20y;+uy) +a(ly; +uy;) +buy = 0,
u(y] +ay;+by)+u’y1 +2uy; +ady; = 0.
P
=0
Dies liefert

U'y1+U(2y) +ay1) =0 oder Vy;+v(2y,+ay))=0 — \/+v<2§+a):0.
1

Hier wurde die Funktiov = U’ eingefiihrt, die eine lineare homogene Differentialdieing erster Ord-
nung erfilllt. Setzt man jetzt speziell die Losupg= e (@/2* ein, dann hebt sich der Koeffizient in der
Klammer weg und es folgt einfach

V=0 — V=€ — U=CX+0C.

Fur die Integrationskonstanten kann man waldes 1 undc, = 0, denn eircy-Anteil reproduziert nur
die schon bekannte Losuyg. Somit lautet die zweite Losung des Fundamentalsystems

vo=xe*. W

7.3 Systeme von Differentialgleichungen

Nur in Ausnahmefallen hat man es in der Physik mit Systenuetuiz, die nur einen einzigen Freiheits-
grad besitzen und durch eine einzelne Funkyipg beschrieben werden kdnnen. Allgemeiner wird der
Zustand eines Systems durch einen mehrkomponentigenutigdsektor”

Y= (Y1,¥2:---,¥N)

beschrieben. Dabei kann es sich um die Komponenten einé$oRsgektorsr im dreidimensionalen
Ortsraum handeln, es lassen sich aber auch beliebige digéerralisierte Koordinaten” in dieser Weise
erfassen. Der Losungsvekipist also die Zusammenfassung allignamischen Variablegines Systems.

Wenn der Zustand des Systems von einer einzigen unablenyagiablen abhangt (meist wird es sich
dabei um die Zeit handeln, wir benutzen aber weiter die Bareingx), dann kann es durch folgende
allgemeine Differentialgleichung (explizite Form) besgben werden:

a0 F(V? X)
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wobei f(y,x) eine N-komponentige Funktion ist. Es handelt sich um 8iystem von N gekoppelten
Differentialgleichungen erster Ordnun@as zugehodrige Anfangswertproblem wird spezifiziertctur
Festlegung der Anfangsbedingung

Y(%) =Yo -

Naturlich kann man auch Differentialgleichungssysteroe rweiter oder hoherer Ordnung betrachten.
Es stellt sich jedoch heraus, dass dies nicht notig istcDeinen einfachen Trick lasst sich jede Dif-

ferentialgleichung zweiter Ordnung sofort in ein System zwei gekoppelten Differentialgleichungen

erster Ordnung umwandeln. Betrachten wir das Beispiel aosldtzten Abschnitt:

@Jrad—qubu—f
dx2 dx -

Definiert man einen zweidimensionalen Losungsvektor

du
y: (U, &)
dann ergibt sich das gekoppelte Differentialgleichungtsy erster Ordnung
dyn
dx Y2,
dy>
a — f a.yz by]_ .

Offensichtlich lasst sich dieser Kunstgriff immer anwendauch wenn Ableitungen hoherer Ordnung
oder mehrkomponentige Losungsvektoren vorliegen. JBifterentialgleichungsproblem lasst sich in
die oben definiert&tandardformeines gekoppelten Systems erster Ordnung bringen.

Die Losungy(x) beschreibt eine Trajektorie ilM-dimensionalerPhasenraumAnwendungsbeispiel: In
der Mechanik vom Massenpunkten (hier ist=t die Zeit) besteht der Phasenraum aunsCBtsko-
ordinatenr; und 3 Geschwindigkeiterv; (oder aquivalent 8 Impulsenp;). Der Phasenraum ist also
N = 6n-dimensional. Die Newton-Gleichung zweiter Ordnungr = F  1asst sich auch als Differenti-
algleichung erster Ordnungd = F mit p=mr schreiben.

Der Existenz- und Eindeutigkeitssagit auch fur gekoppelte Differentialgleichungen:

Die Losungen eines DifferentialgIeichungssysteg%: f(x,y) existieren und sind eindeutig,
wenn die Funktiorf (x,y) die lokaleLipschitz-Bedingungrfilll.

Die Lipschitzbedingung fordert die Existenz einer Kongtar. sodass gilt
1F(x,y)— f(x.¥)| <L|y—y| furyinder Umgebung vog .

Stetig differenzierbare Funktionen erfullen diese Bgdimg.

Der Eindeutigkeitssatz hat Konsequenzen fur das Veraler Losungsfunktionen (Trajektorien) im
Phasenraum:

— Zwei verschiedene Trajektorien kdnnen sich nicht saterei

— Wenn eine Trajektorie zu ihrem Ausgangspunkt zuriickketann handelt es sich um eiperi-
odischelLdsung.
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Differentialgleichungssysteme zeigen eine faszinieeevieélfalt von Losungen. Der Spezialfall linearer
Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffimenlasst sich durch eine geeignélberlage-
rung von Exponentialfunktionen analytisch losen (Siehs Beispiel unten). Wesentlich komplizierter
wird es, wenn die Differentialgleichungerichtlinear sind. Das Studium solcher Probleme ist Gegen-
stand eines eigenen Forschungsgebiets,Ndehtlinearen Dynamikpopularwissenschaftlich auch als
Chaostheoriebezeichnet. Es stellt sich heraus dass fur Systeme, deh due> 3 gekoppelte nichtli-
neare Differentialgleichungen beschrieben werden “dheloe” Losungen mit neuartigen Eigenschaften
auftreten kdnnen. Charakteristisch ist deren extremefiBaijchkeit auf Anderungen der Anfangsbe-
dingung und die praktische Nichtvorhersagbarkeit inretaués

Beispiel: Zwei gekoppelte lineare Differentialgleichungn

Wir betrachten als Beispiel den allgemeinen Fall einese®ystvon zwei gekoppelten linearen Differen-
tialgleichungen erster Ordnung mit konstanten Koeffizaant

dy:

= Auyr1+Awy 2
C%Z oder % = ZAJ y;  oder j—z =Ay
- A21y1 + Ax2y2 I=

mit einer beliebigen konstanten reellerx 2-Matrix A. Um ein Fundamentalsystem zu finden, machen
wir den Ansatz einer exponentiellerAbhangigkeit, multipliziert mit einem konstanten Vekid

yx) =™t  —  Al=AU.

Mathematisch handelt es sich hier um Eigenwertproblenfir die Matrix A. Das lineare Gleichungs-
system

Ajr—A A u
(A= AT)d = 11 12 1) o
Azi Ax—A Uz
besitzt neben der trivialen Losunb= 0 nur filr bestimmteEigenwerteA auch nichttriviale Losungen.

Die lineare Algebra liefert die Bedingung dafir: die Kogtntendeterminante muss verschwinden.

Aii—A  Ap
A Ap—A

detA—AI)=0 oder de =0.

Ausmultiplizieren der Determinante liefert eine algebchiequadratische Gleichunfjir den Eigenwert
A

(A1 —A)(Aa—A)—ApAr; = O,
A2 — (Ar1+Ax)A +A1An—AA = O,
A2—2sA+d = 0.

Hier treten zwei Parameter auf, die durch 8gur(Summe der Diagonalelemente) und Dieterminante
der Matrix A bestimmt werden:
1 1
s=S(A1+An)=3SPA ,  d=AuAn— A = detA.

Die quadratische Gleichung besitzt zwei Losungen

AM=s+Vs—d A =s+vs—d
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mit zwei zugehorigereigenvektorerti; und Uy, die sich leicht aus dem Gleichungssystem berechnen
lassen. Die allgemeine Losungsfunktion lasst sich aosEiendamentalsystem (x) undy,(x) konstru-
ieren und enthalt zwei freie Parametgmund c;:

Y(X) = c1 &M Uy + cr 2% [ .

Abhangig von den Werten der beiden Konstardgamd d gibt es
eine ganze Reihe von Losungstypen die sich in ihrem Vedaaf
litativ unterscheiden. Wir kdnnen sechs verschiedenerAétiven
unterscheiden, die in der folgenden Tabelle zusammernigesatel.
(Zusatzlich muss noch der “entartete” FAll = A,, alsod = &,

separat untersucht werden, worauf wir hier verzeichten.) c c
(a) A1,Az reell und beide negativ s<0und0<d<s*  Stabiler Knoten
(b) A1,z reell und beide positiv s>0und 0<d < s Instabiler Knoten
(c) A1,A2 reell mit unterschiedlichen Vorzeichen d<o0 Sattel
(d) Az =A; komplex mit negativem Realteil  s< 0 undd > &> Stabiler Strudel
(e A1 = A5 komplex mit positivem Realteil s>0undd>s’ Instabiler Strudel
(f) A1 = AJ rein imaginar s=0undd >0 Wirbel

Die Abbildung zeigt schematisch das Verhalten dieser hgstypen im Phasenraum  y,-Ebene).

@ @

A

Y

@

In allen Fallen spielt die Null-Lésung(x) = 0 eine besondere Rolle. Es handelt sich um eFigpunkt
der Differentialgleichung, also um eine konstante LosungFall (a) ist dieser Fixpunkt eiAttraktor,
das heil3t alle Trajektorien laufen laufen dorthin, wenn haage genug wartet. (Wir interpretieren jetzt
die unabhangige Variable als die Zeit.) Umgekehrt beschreibt der Fall (b) eifepellervon dem
sich alle Trajektorien entfernen. Der Fall (c) vereinigideeAlternativen: Der Fixpunkt ist in manchen
Richtungen attraktiv und in anderen Richtungen repulsivEIndeffekt fuhrt dies wie abgebildet dazu,
dass nahezu alle Trajektorien am Fixpunkt vorbei laufen.

Fur komplexe Eigenwerte ergeben sich rotierende Losurige dies mathematisch zu sehen setzen wir

AL = A FiA , A=A —iAi.



Aus der Eigenwertgleichung folgt (da die Matéxreell ist), dass auch die beiden Eigenvektoren zuein-
ander komplex konjugiert sind:

U = U + 10 R Up =0 —il=U1".

Die allgemeine Losung hat dann die Form
¥(X) = c1eM*l;+ ¢ €20
— e+ o e
= 2&"Re(ci €M y)

Je nach Vorzeichen des Realteils der Eigenwerte (alssvergeben sich einlaufende (d) oder auslau-
fende (e) Spiralen. Schlief3lich entstehendi O periodischeLdsungen, namlich Ellipsenbahnen, bei
denen sich Anziehung und Abstof3ung durch den Fixpunkt inteMiie Waage halten.

Physikalische Anwendung: Der gedampfte harmonischell@szi

Ein Anwendungsbeispiel fur den beschriebenen Formaksimuler Mechanik ist der gedampfte har-
monische Oszillator. Dessen Differentialgleichung lagigr benutzen jetzt die Zeit als unabhangige
Variable)

d?u du
W‘FZBaﬁ-%U—O

: / K L : : .

mit wy = p~ und 3 = %n’ wobeim die Massek die Federkonstante unal die Reibungskonstante

sind. Zur Umwandlung in ein Differentialgleichungssystenster Ordnung definieren wyt = u und
du
Y2 = at
dys
dt
dy,
dt
die sich vektoriell schreiben lassen als

0 1
d—y:AV mit der Matrix A= ( ) .

dt W —2B

Die in der allgemeinen Diskussion eingefuhrten Konstastendd nehmen die Werte

. Das fuhrt auf die Gleichungen

Y2

—wBy1—2BY>

1
s=5SpA=—p<0 , d=detA=w? >0

an. Dies fuhrt auf folgende Klassifikation der Losungen:
Typ (a) beistarker Dampfung:B > wp sodassl < s%;
Typ (d) beischwacher Bmpfung:3 < wp sodassl > s?;
Typ (f) beifehlender impfungB = 0 sodass = 0
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