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INHALTSVERZEICHNIS

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird das thermodynamische Verhalten schwerer Quarks auf dem Gitter
fiir einen Falvour Ny = 1 untersucht. Im Rahmen dieser effektiven Theorie nimmt man
sehr schwere Quarks an, sodass der effektive Kopplungsparameter x klein ist. Im Laufe
der Arbeit wird die effektive Zustandssumme um ihre Kopplung ho entwickelt, wobei
ho quadratisch mit x und linear mit der Anzahl der zeitlichen Gitterpunkte Np wéchst.
Aufgrund der Entwicklung kann man nur kleine Werte fiir o benutzten, weshalb 2 und
Nr stets so gewahlt werden, dass dessen Produkt klein ist. Um das thermodynamische
System zu beschreiben, wird in dieser Arbeit das kanonische Ensemble genutzt. Dazu
transformiert man die bekannte groflkanonische Zustandssumme des Systems auf die
kanonische. Die Ergebnisse aus dem kanonischen Ensemble werden dann anschlieflend
mit den bekannten Ergebnissen aus dem groflkanonischen verglichen. Die Auswertungen
der thermodynamischen Zustandssumme werden in dieser Arbeit mit Hilfe des Compu-
terprogramms ,,Mathematica“ durchgefithrt. Wahlt man die Kopplung ho zu grof3, kann
es passieren, dass Terme mit betragsméfig zu groflen Exponenten auftauchen, sodass
selbst ,,Mathematica® mit diesen Zahlen keine Zwischenrechnungen durchfiihren kann.
Deshalb wird in dieser Arbeit mit kleinen Parametern gearbeitet und dann versucht die
Grenzfille zu extrapolieren.
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Einleitung

Die Quantenchromodynamik (QCD) ist die fundamentale Theorie, welche die Wech-
selwirkung zwischen Quarks beschreibt. Quarks sind neben den Leptonen die Elemen-
tarbausteine der heute bekannten Materie. Die zugehorige Wechselwirkung der QCD
wird starke Wechselwirkung genannt und iiber die Gluonen, die Austauschteilchen der
QCD, vermittelt.

Die QCD zeichnet sich unter anderem dadurch aus, dass die Kopplung der QCD bei
hohen Energien abnimmt. Umgekehrt nimmt die Kopplung bei kleinen Energien zu. Bei
hohen Energien und kleiner Kopplung lasst sich die QCD stérungstheoretisch auswerten,
was bei grofler Kopplung nicht mehr méglich ist. Mit Hilfe der Gitterregularisierung ist
es jedoch moglich, Berechnungen auch bei niedrigen Energien durchzufithren, welchen
Fall wir in dieser Arbeit betrachten werden.

In dieser Arbeit wird das thermodynamische Verhalten von Quarks auf dem Gitter
untersucht. Die Berechnung des Pfadintegrals der groflkanonischen Zustandssumme ist
fiir eine verschwindende Baryonenanzahl mit Monte-Carlo-Simulationen méglich. Diese
Situation beschreibt zum Beispiel das frithe Universum, weil in dieser Phase die Materie-
Antimaterie-Asymmetrie sehr klein ist. Ist die Baryonenanzahl ungleich null, so ist die
Berechnung des Pfadintegrals mit Monte-Carlo-Simulationen nicht mehr moglich. Diese
Tatsache wird als Vorzeichenproblem bezeichnet. Da wir in dieser Arbeit jedoch mit
einer endlichen Baryonenanzahl arbeiten wird eine effektive Theorie genutzt, bei wel-
cher das Pfadintegral so weit vereinfacht wird, dass eine analytische Ausrechnung der
Zustandssumme moglich ist. Systeme mit endlicher Baryonenanzahl kommen in Schwer-
ionenkollisionen oder kompakten Sternen vor.
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1 Statistische Mechanik der QCD

Ein Mehrteilchensystem im Gleichgewicht wird in der Physik durch eines der statisti-
schen Ensembles beschrieben. In dieser Arbeit wird das kanonische und grofikanonische
Ensemble benétigt. Das kanonische Ensemble beschreibt ein System bei fester Teilchen-
zahl und festem Volumen, dessen Temperatur durch ein dufleres Warmebad vorgegeben
ist und welches mit dem System Energie austauschen kann. Im grofikanonischen Ensem-
ble ist auch ein Teilchenaustausch zwischen dem Warmebad und dem System erlaubt.
Aus der statistischen Physik ist bekannt, dass beide Ensembles im thermodynamischen
Limes, V' — oo bei konstanter Teilchendichte p = %, die gleiche Beschreibung der physi-
kalischen Grofien liefern miissen. Aus den jeweiligen Zustandssummen der beiden Ensem-
bles lassen sich durch Ableiten dieser, nach den entsprechenden Variablen, die thermody-
namischen Groflen berechnen. Um die groflkanonische und kanonische Zustandssumme
flir eine Quantenfeldtheorie abzuleiten, iibertragen wir die jeweilige Zustandssumme aus
der Quantenstatistik auf die Feldtheorie.

1.1 Die kanonische Zustandssumme

Die kanonische Zustandssumme aus der Quantenstatistik ist gegeben durch:

Zc = Ta(e ) =I Gle Py (1.1)

J

Hierbei bezeichnet der Index j die Energieeigenzustdnde des Systems und g = % Diese
Eigenzustande héngen in der QCD von der Konfiguration der Eichfelder Af,, der Fermio-
nenfelder ¢ und der Anti-Fermionenfelder ¢ ab. Die kanonische Zustandssumme besitzt
folgende Pfadintegraldarstellung [1]:

Zg = / DYDYDA e 56 §(N — N) (1.2)

Mit den Integrationsmaflen:

Dy = [[de(x) Dy =]]dd(x) (1.3)

4 8
DA =[] IT 24 (=) (1.4)

z p=la=1
N ist hierbei die Teilchenzahl im System, wobei durch die Deltafunktion im Pfadintegral

sichergestellt wird, dass die Teilchenzahl im System fixiert ist. SCEQC p ist die euklidische
Wirkung der QCD in natiirlichen Einheiten:

; Nf
Shop = [ dr [ @ | JTFLEL + 3 dr@0uDut mig@) | (1)
0 v f=1

Fiir die kovariante Ableitung und den Feldstarketensor gilt:
D, =0, —igA, (1.6)
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1
F.= E[DW D, (1.7)

Das besondere an der Pfadintegraldarstellung eines thermodynamischen Systems ist,
dass bei dieser nur iiber periodische Pfade integriert wird. Nach dem Pauli-Prinzip gelten
fiir fermionische Felder antiperiodische Randbedingungen und fiir bosonische periodische
Randbedingungen [1]:

- I
A, (T, %) :Au(7+f7$) (1.8)
ﬁ I - - - I
by(r @) = —p(r+ 7, @) dyp(n @) = —p(T + 7, ) (1.9)
1.2 Die gro3kanonische Zustandssumme
Fir die groSkanonische Zustandssumme gilt:
Zaw = Tr(e PH-1N)) (1.10)

Mit dem chemischen Potential p und dem Teilchenzahloperator N , dessen Eigenwerte
die Teilchen im System angeben.

Um diesen Ausdruck auf die QCD zu iibertragen, geht man analog vor wie bei der kano-

nischen Zustandssumme, nur dass die Teilchenzahl fiir einen Flavour Ny durch folgendes
Integral gegeben ist [1]:

/ /d% Vi(x)y0ry(z) (1.11)
0

Damit ergibt sich fiir die grofSkanonische Zustandssumme mit folgender Modifikation der
Wirkung;:

K= / DYDYDA e Séx.qop (1.12)
Ny T
SgKQCD = Sch - Z;Lf/dT/d?’m/)f(x)’yod)f(a:) (1.13)

=t 9% v
Aus der statistischen Physik ist bekannt, dass man nun die grofkanonische Zustandssum-
me iiber eine diskrete Laplace-Transformation der kanonischen Zustandssumme erhélt:

Zax(T,V,p) =Y €N Zp (T, V,N) = > 2N Zg (T, V, N) (1.14)
N=0 N=0

K
Mit der Fugazitat: z = e*™.

Fiihrt man ein rein imaginéres chemisches Potential ein p — iur, so kann man mit Hilfe
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einer diskreten Fourier-Transformation leicht von der groflkanonischen Zustandssumme
auf die kanonische transformieren [1,2]:

2
1 5
Zk = o d<*¥> e QT Zaw (T, V, ipg) (1.15)
Setzt man nun die Definition der grokanonischen Zustandssumme ein und tauscht das
Integral und die Summe, erhélt man:

27
1 B ik PR I\ i(N-Q)
o d<T>€ T Zak (T, V,ipr) = ZZK(T,V,N)/d<T e T
0 N=0 0 (1.16)

1 _
=5 D Zx(T,V.N)2rdq y = Zk (T, V, Q) = Zk
N=0

Man erkennt an dieser Rechnung, dass der Ubergang zu einem rein imaginiren chemi-
schen Potential nur ein Rechentrick ist, um zwischen groBkanonischer und kanonischer
Zustandssumme transformieren zu konnen. Es dndert sich in diesem Fall nichts an der
kanonischen Zustandssumme, da die Abhédngigkeit des chemischen Potentials sich nur
in der Fugazitdt befindet, iiber welche integriert wird.Will man nun die beiden Ensem-
bles miteinander vergleichen, setzt man in die groflkanonische Zustandssumme natiirlich
reelle Werte fiir das chemische Potential ein.
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2 QCD auf dem Gitter

Um ein Pfadintegral und entsprechende Gréflen der Theorie zu berechnen, muss dieses
regularisiert werden. Man versucht dabei die Divergenzen einer Theorie zu isolieren, so-
dass diese spéater in der Renormierung in verschiedenen Parametern absorbiert werden
koénnen. Die Einfithrung eines Gitters, sowohl in den Raumrichtungen als auch in der
Zeitrichtung, stellt eine solche Regularisierung dar. Der minimale Abstand im Raum ist
durch den Gitterabstand a gegeben. Die Gitterregularisierung entspricht einer Cut-Off-
Regularisierung, da die Einfiihrung eines minimalen Abstandes im Raum einem maxi-
malen Impuls im Impulsraum entspricht.

Das 4D-Gitter A wird durch folgende Menge an Punkten beschrieben (hier wird der
Konvention von [2] gefolgt):

A = {n = (n1,n2,n3,n4)| n1,n2,n3=0,1,...,N = 1;

2.1
n4::0,lw..,Ah~—-1} ( )

Um nach der Gitterrechnung Ergebnisse fiir das Kontinuum zu erhalten, fithrt man
anschlieend den Grenzwert a — 0 durch.
2.1 Fermionen auf dem Gitter

Um die Wirkung der Fermionen auf dem Gitter zu erhalten, ersetzen wir die Ableitungen
durch ihre finite Differenzen und die Integrale durch Summen:

0u(a) = oo (b + ) = b — 1) (22)
/ dT/dgac — at Z (2.3)

nen

n + i bezeichnet den Nachbarpunkt von n in p-Richtung. Die Flavourindizes werden
hier und im Weitern unterdriickt. Das Symbol 1 ist ein Vektor mit drei Eintragen (fiir
die drei Farben), wobei jeder Eintrag einen Spinor enthélt (wir werden jedoch das ganze
Objekt stets als Spinor bezeichnen).

Es gibt mehrere Wege die freie Fermionenwirkung zu diskretisieren. Spéter in der ef-
fektiven Theorie werden wir Wilson-Fermionen benutzen, welche in ihrer Wirkung noch
zusitzliche Terme enthalten, die jedoch im Grenzwert a — 0 verschwinden (r € (0;1])

[3] :
S ) =a' Y- B(n) (m+ 45 ) w(n ——Zzzp )= )0 + )

neA neA p=1

**ZZ@Z) 7"+’Yu Y(n —fi)

neA p=1
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2.2 Linkvariablen als Eichfelder

Wie auch im Kontinuum fordert man, dass die Wirkung der QCD auch auf dem Gitter
unter lokalen SU(3)-Transformationen invariant bleibt. Aufgrund des Diskretisierungs-
term in (2.4), ist dies durch eine naive Transformation wie im Kontinuum nicht mehr
erfiillt. Deshalb fiithrt man auf dem Gitter die Linkvariablen U, (n) ein, welche sich ent-
sprechend transformieren und die Wirkung invariant lassen. Fiihren wir eine Transfor-
mation mit Q(n) € SU(3) im Farbraum aus, so transformieren sich die Fermionenfelder
wie folgt:

() > ¥ (n) = A, B(n) = B (n) = BRI (n) (2.5)
Die Linkvariablen kénnen in Anlehnung an einen Paralleltransport mit den Eichfeldern
A, (n) in folgenden Zusammenhang gebracht werden [2]:

Un(n) = expliad, (n)) (2.6)
Fiir die Eichfelder fordert man folgende Transformationsvorschrift:
Uu(n) = UL(n) = Q) ()2 (n+ ) (2.7)

Am Transformationsverhalten der Eichfelder U,(n) erkennt man, dass diese einen Git-
terpunkt mit seinem Nachbarpunkt in p-Richtung verbindet. Die Eichfelder leben quasi
auf den Verbindungsstrecken und werden deshalb auch als Linkvariablen bezeichnet.

Die vollstédndige und eichinvariante, fermionsche Wirkung fiir Wilson-Fermionen lautet:

Srlv,0.U) =a* Y~ d(n) (m+ 45 ) v(n ——ZZw (r =) Uu(n)ib(n + 1)

neA neA p=1
3 4
=5 2 DB +7)Ufn = )b(n = i)
neA p=1

(2.8)

Wobei die A,(n) € SU(3) sind. Nun kann man mit dieser Relation versuchen, einen
kinetischen Term fiir die Eichfelder zu konstruieren, welcher der Symmetrie der QCD
geniigt. Zuerst definieren wir dafiir ein eichinvariantes Objekt, die Spur des Plaketts.

Das Plakett ist die kleinste, nichttrivial geschlossene Schleife auf dem Gitter. Die Pla-
kettvariable Uy, (n) ist ein Produkt aus vier Linkvariablen:

Unao(n) =Up (m)Uy (n + D)U—p(n + o+ 2)U—y (n + )

e (2.9)
=Uu(n)Uy(n + @)U} (n + 2)U}(n)
Wobei folgende Relation fiir die Linkvariablen benutzt wurde:
U—u(n) = Ul(n - ) (2.10)

Die Spur iiber ein Plakett ist nun eichinvariant, weil unter der Spur die Transformati-
onsmatrizen zyklisch vertauschen [2], was generell fiir jede geschlossene Schleife auf dem
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Gitter gilt.

Mit der Definition des Plaketts ldsst sich nun die Wilson-Wirkung definieren, welche
den kinetischen Term der Eichfelder beschreibt:

SalU] = 9222 S Re Te(1 — Uy (n)) (2.11)

neA p<v

Wobei hier die Wirkung noch fiir den allgemeinen Fall einer SU(N)-Symmetrie formuliert
ist und g die Kopplungskonstante bezeichnet. Fiir den Fall der QCD setzt man N = 3.
In [2] wird gezeigt, dass im Grenzwert a — 0 die Wilson-Wirkung in die Kontinuums-
wirkung Tr(F),, F*) iibergeht, wobei F},, der Feldstérketensor einer SU(N)-Eichtheorie
ist.

Die gesamte Gitterwirkung fiir die QCD lautet nun:

Socp[y, ¥, Ul = Srl, v, U] + S(U] (2.12)

2.3 Das Haarsche Maf

Auf dem Gitter wie auch im Kontinuum integriert man im Pfadintegral iiber alle Konfi-
gurationen der Eichfelder. Im Kontinuum integriert man jedoch iiber die Komponenten
vor den Generatoren AZ(:C) Fiir die Integration tiber die Linkvariablen, welche Elemente
der SU(3)-Gruppe sind, benétigt man jedoch ein spezielles Integrationsmaf, das Haar-
sche Ma$.

Eine der zwei zentralen Eigenschaften des Haarschen Mafles fiir SU(N)-Gruppen ist,
dass es sowohl links- als auch rechtsinvariant ist. Die Gruppe wird dann als unimodular
bezeichnet. Das heifit, sei f(U) eine integrierbare Funktion, G eine beliebige SU(N)-
Gruppe und U,V € G, dann gilt:

fV-U)dav = [ f(U-V)dUu = [ f(U)dU (2.13)
o= frooes]

Die zweite wichtige Eigenschaft des Haarschen Mafles fiir Liegruppen ist die Normierung,
wodurch das Haarsche Maf eindeutig festgelegt wird [2]:

/ dU =1 (2.14)

g

Die Invarianz des Haarschen Mafles gewéhrleistet die Invarianz des Pfadintegrals unter
derartigen Gruppentransformationen, solange auch die Wirkung unter dieser Transfor-
mation invariant ist [2].

2.4 Der Polyakov-Loop

Der Polyakov- und Wilson-Loop sind zwei wichtige eichinvariante Objekte auf dem Git-
ter.
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Der Wilson-Loop W, besteht aus zwei raumlichen Wilson-Linien S(n3, 7, ny), S(mi, 7, 0)
und zwei zeitlichen Transportern T'(7i, ny), T'(m, n;). Die Wilson Linie S(m, 7, n;) verbin-
det zwei rdumlich getrennte Punkte 77 und 7 entlang eines Weges Cp; 7 zu einem festen
Zeitpunkt ny:

S(m, i) = [  Ujlk,ne) (2.15)

(F.§)€ECs7

Der zeitliche Transporter T'(7,n;) ist eine gerade Linie in Zeitrichtung zwischen den
Zeitpunkten 0 und n; fiir den festen Raumpunkt 7:

ng—1

T(ii,ne) = [ Ua(, 5) (2.16)
7=0

Verbindet man nun diese vier Stiicke zu einer Schleife und nimmt die Spur von dieser,
erhélt man den Wilson-Loop:

W = Tr(S(, i, n) T (78, 1y) ST (7, 71, 0)T (17, my)) = T | [] Unlk) (2.17)
(k,p)eL

}I

L |

= [

Abb. [2.1]: Beispiel eines Wilson-Loops

Der Polyakov-Loop lésst sich als Spur tiber einen Pfad mit maximaler zeitlicher Ausdeh-
nung definieren, welcher aufgrund der zeitlichen Randbedingungen geschlossen ist:

Np—1
Ly="Tr | [ V(& J) (2.18)
j=0

10
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2.5 Eichintegrale iiber Polyakov-Loops

Die effektive Wirkung wird am Ende des nichstens Kapitels als Funktion von Polyakov-
Loops formuliert. Deshalb benétigt man noch eine Technik fiir die Berechnung des Haar-
schen Mafes dieser.

Die Freiheitsgrade der effektiven Theorie sind die zeitlichen Wilson-Linien W,. Daher
kann das Integrationsmaf} der zeitlichen Linkvariablen wie folgt umgeschrieben werden

[4]:
/DU4 UALOE /DWf(W, wt) (2.19)

mit
DU, = [[dUs(x) DW =]]dW. (2.20)

Da die effektive Wirkung als Funktion von Polyakov-Loops formuliert ist muss folgendes
Integral gel6st werden:

/DWf(L, LT (2.21)

Integrale dieser Art ergeben nur einen nichtverschwindenen Beitrag, wenn fiir die Poten-
zen der Polyakov-Loops L™(L)™ gilt:

(n —m)mod(3) =0 (2.22)

Dies ist anschaulich in der Arbeit von Creutz [5] erklart, welcher die Methode einer er-
zeugenden Funktion nutzt, um SU(N) Integrale zu berechnen.

Um die nichtverschwindenden Beitrage zu berechnen schreibt man das Maf {iber die
Wilson-Linien in ein Ma$ tiber Polyakov-Loops um [4]:

/DW fw,wh — /DL f(L,Lhe” (2.23)

Parametrisiert man die Polykov-Loops iiber zwei Winkel # und ¢ und bringt sie in
Diagonalform, so ldsst sich das Mafl iiber die Poylakov-Loops wiederum durch zwei
Winkel aussdriicken [4,6]:

L(0,¢) = ¢” + & + 79 0,6 € [-m,m) (2:24)

/DW fov,wt) = /DL f(L, LHe" ://D@D¢ f(8,6)e?V (2.25)
mit

1 2 3 4
V=3 Zln(Q? —18|Lz|* + 8Re(L3) — |Lz|*)

Dieses Integral kann mit ,,Mathematica“ berechnet werden. Eine Liste der Integrale iiber
Polyakov-Loops, welche in dieser Arbeit bendtigt werden, ist im Appendix gegeben.

11
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3 Die effektive Theorie

3.1 Einfiihrung des chemischen Potentials

Wir gehen nun von der groBkanonischen Zustandssumme (Kapitel 1.2) aus und versu-
chen diese auf das Gitter zu iibertragen. Diskretisiert man den Exponenten der Zustands-
summe, indem man nur Integrale durch Summen ersetzt, divergiert die Energiedichte
¢ im Kontinuumslimes a — 0 fiir ein chemisches Potential p # 0 [2]. Deshalb wird
das chemische Potential dadurch eingefiihrt, dass die zeitlichen Linkvariablen mit einem
Exponentialfaktor multipliziert werden [1,4] (u bezeichnet das chemische Potential im
Gegensatz zum Richtungsindex f[i):

Ug(x) — e™Uy(x) Ul(x) — e MUy (x) (3.1)

Dies implementieren wir nun in die Wirkung fiir Wilson-Fermionen und erhalten die
vollstandige Wirkung fiir einen Flavour [1]:

S, 0,U) =a* Y (n) (m+42) v(n)

<
_ a;’ %iwn)(r — U (n)ib(n + )

o ;iwn)(rwmjm ~ =) (3.2
_ ;ZA D) (r = ya)e™ Ua(n)(n + 3)

@ %zﬁ(n)(r +ya)e MUl (n = 4)¢(n — 4)

Allgemein gilt € (0; 1], jedoch wird in der effektiven Theorie r = 1 gesetzt [6]. Insgesamt
erhalten wir fir die grofkanonische Zustandssumme [4]:

= /Dz/_;DwDU exp(—St [y, ¥, U] — S,4[U]) (3.3)

Wobei S4[U] bis auf einen ausintegrierten Normierungsfaktor der Wilson-Wirkung ent-
spricht:

—Sg[U =N Z [Tr(Up) + Tr UT)] (3.4)

In dieser Darstellung der Wirkung wird tiber alle Plaketten p summiert. V. ist die Anzahl
der Farben, also drei in der QCD.  ist die inverse Kopplungskonstante, welche mit der
Dimension der SU(N)-Eichtheorie zusammenhéngt:

2N
== (3.5)

12
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Der oben benannte ausintegrierte Vorfaktor kann vernachléssigt werden, weil die physi-
kalischen GréBen Ableitungen des Logarithmus der Zustandssumme nach entsprechen-
den Variablen sind, weshalb diese bei der jeweiligen Ableitung wegfallen. Will man ein
Potential betrachten, so muss man die Differenz der Logarithmen betrachten, weshalb
sich der Normierungsfaktor wiederum rauskiirzt.

Der fermionische Anteil in der Zustandssumme kann mit Hilfe von Gramann-Integration
ausgefiihrt werden und fiihrt dabei auf die Quarkdeterminante [4]:

7z / DU exp(—S,[U]) - det[Q) (3.6)
Die Abhéngigkeit des chemischen Potentials befindet sich nun in der Quarkdeterminante.

3.2 Die effektive Wirkung

Die effektive Wirkung ist dariiber definiert, dass man die rdumlichen Linkvariablen in
(3.6) alle ausintegriert:

Z- / DUy exp(—S.y ) (3.7)
Damit gilt also fiir die effektive Wirkung Sey/:
3
Seff = —1In / [ PU; det[@le 5] (3.8)
j=1

Die effektive groflkanonische Zustandssumme hangt jetzt nur noch von den zeitlichen
Linkvariablen ab.

3.3 Der Eichanteil

Der reine Eichanteil e=59[] wird nun mit Hilfe einer sogennanten Charakterentwicklung
[4,8] entwickelt:

exp (s [Tr(Uy) + TrUD]) = co(8) | 1+ 3 dran (8)x(T)) (3.9)

2Ne r#0

Der hier verwendete Gruppencharakter ist definiert iiber die Spur der SU(N) Matrizen
in einer ihrer unitaren Darstellungen r:

xr(U) = Tr(Up) (3.10)

d, ist die Dimension der Darstellung r und a,(3) sowie ¢y(3) sind Funktionen der inversen
Kopplungskonstante 5. Eine Charakterentwicklung ist fiir mehrere unitdre Darstellun-
gen der Gruppe moglich [8]. Der Vorfaktor kann mit obiger Begriindung (Kapitel 3.1)
ignoriert werden. In [8] ist gezeigt, dass e~ fiir f — 0, wobei S, die Wirkung einer
einzelnen Plakette ist, gegen 1 konvergiert. Da wir nun in den Strong-Coupling-Bereich,
also kleine 3, iibergehen, kénnen wir die reine Eichwirkung durch 1 ndhern, sodass in
unserer Zustandssumme kein reiner Eichanteil mehr auftritt.
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3.4 Die Quarkdeterminante

Die Quarkdeterminante wird nun mittels einer Hopping-Entwicklung vereinfacht. Die
Hopping-Entwicklung entspricht hier einer Entwicklung nach schweren Quarkmassen m.
Man schreibt die Quark-Determinante nun wie folgt um [2]:

det[Q] = det[C(1 — kH)] C=m+ % (3.11)

Die Konstante C kann iiber eine Neudefinierung der Quarkfelder ) — +/C, ) — /C 9
absorbiert werden und fallt somit raus. Fiir die Eintrage der Quark-Matrix gilt:

Qgﬁ,zy = 60002y

3 g g (3.12)
5 D [0 (1 7)o U ()85 € (1 = 3 )agU T = )61
v=0
k ist der Hoppingparameter, welcher gegeben ist durch [7]:
1
R 3.13
" 2(4 4+ am) (3:13)

m beschreibt die nackte Quarkmasse. Je kleiner spéter x ist, desto schwerer sind die
Quarks mit denen wir rechnen. Fiir m = 0 ist x maximal, weshalb £ maximal 0.125 grof3
sein kann.

Fiir unsere Hopping-Entwicklung schreiben wir die Determinante um in eine Spur und
schreiben den Logarithmus in eine Potenzreihe:

(e 9]

det[l — kH]| = exp(Tr[ln(1l — kH)]) = exp | — Z l,I{jTT‘[Hj] (3.14)

=17

H ist die Hopping-Matrix, welche in einen zeitlichen Anteil 7" und einen rdumlichen S
aufgeteilt wird:
H=T+S5 (3.15)

Damit ldsst sich nun die Quarkdeterminante in einen statischen und einen kinetischen
Anteil faktorisieren:

det[Q] = det[l — T — k5] = det[1 — kT]det[l — (1 — kT) " xS] (3.16)
Qstat Q;:in

Die statische Quarkdeterminante kann nun mit Hilfe von (3.14) auf das Produkt zweier
weiterer Determinanten zuriickgefithrt werden [4,7]:

det[Qstar] = [ det[L + ha (1) Wa]? det[1 + Ry (1) W12 (3.17)

xT

Wz ist ein zeitlicher Transporter mit maximaler zeitlicher Ausdehnung Np — 1 und fiir
die Vorfaktoren gilt im Strong-Coupling Bereich:

ha(p) = (2xe™)NT = Ty (~p) (3.18)
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h1 kann als Beitrag der Quarks zur Zustandssumme und h; als Beitrag der Antiquarks in-
terpretiert werden. Die Beitrége sind abhéngig von N, weshalb die Antiquark-Beitrige
fir hohen N7 verschwinden.

Die Determinante kann nun durch Polyakov-Loops ausgedriickt werden [7] und man
erhélt als finalen Ausdruck fiir die statische Quarkdeterminante:

det|Qstar] = [ 11+ haLz + hILL + 3121 + By LL, + RILz + )2 (3.19)

—

x

Die statische Quarkdeterminante hdngt nun nur noch von zeitlichen Linkvariablen ab.

Im folgenden betrachten wir die kinetische Quarkdeterminante, welche noch rdumliche
Linkvariablen enthélt. Dabei beschrdnken wir uns hier auf die Zwei-Punkt-Wechselwir-
kung bis zur Ordnung 2, welche zwischen den nichsten Nachbarn eines Gitterpunktes
wirkt. In [9] wird die kinetische Quarkdeterminante bis zur Ordnung x? berechnet:

det[Qpin] = 1
he Y T hi W Wi o [ W} (3.20)
- 2 - = : — =
Prr 1+ Wz 1+h1W§ 1+ Wy 1+h1Wg.

< T,y > kennzeichnet, dass nur {iber die nichsten Nachbarn summiert wird und hy ist
im Strong-Coupling Bereich gegeben durch:
k2Np
Ne¢
Der gesamte Ausdruck von (3.20) kann nun wieder durch Polyakov-Loops ausgedriickt
werden [7,9]:

hy = (3.21)

H <1 o ( hiLz+ 2h%L;+3h? hiLy + 2h%L;+3hi”
— 9y .
L+ hiLg+B3LL+ b 1+ haLg+ h3LL + B3

<Z,if>

RALL+2W3Le+ 38 WL+ 20iL; + 30

L+ hi L+ B3Ls + 7 1+ Ll +R3Lg+ R

, s+ 2h3LL + 3k} Lj+2h7Ly + 3k} >>
L+ hiLg+h3LL+ b 1+ h L+ h3L; + 3

(3.22)

Wir fiihren nun Abkiirzungen fiir folgende Terme ein [9]:
v Lat 2h3LL + 3h3
€T
1+ hiLg+ h3L% + h3
i hiLl + 2R3 Lz + 303

(3.23)

4Ll R2Lg + B

Damit ldsst sich unsere effektive Zustandssumme umschreiben:

Z = / [dUy4] det[Qstat] H [1 — 2ho(MzMyz+ MzMyz — 2MzM;)] (3.24)

<Z,y>

15
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3.5 Die effektive Zustandssumme

Im folgenden soll das Produkt iiber die ndchsten Nachbarn weiter vereinfacht werden.
Dafiir wird hier eine Linked-Cluster-Entwicklung genutzt [7,9]. Zuerst schreibt man das
Produkt iiber die néchsten Nachbarn in Exponentialform, was aufgrund der kleinen
Kopplung hs moglich ist:

7 = /[dU4] det[QSwt] exp | —2ho Z (MfMg + MfMg — 2M5Mg> (325)
<T,y>
Der Logarithmus der Zustandssumme lasst sich nun mit Hilfe der Linked-Cluster-Entwick-

lung bis zur Ordnung 2 vereinfachen. Bei dieser Linked-Cluster-Entwicklung werden
Quellterme eingefithrt (a(Z), @(Z)) und folgendes erzeugendes Funktional definiert [9]:

In(Z) = In ( / DUy det[Qtar] - exp < > (@) Mz + Z a(f)Mf» (3.26)

z

Die Linked-Cluster-Entwicklung entspricht nun einer Taylorentwicklung nach den Quell-
termen um die freie Theorie des erzeugenden Funktionals («(Z) = @(Z) = 0). Den Lo-
garithmus der Zustandssumme schreibt man nun wie folgt als Potenzreihe in ho:

in(2) = 3 M@ + 5 Y MY@(E DM@ + OU) (3.27)

v(Z, ) ist die Kopplung zwischen den néchsten Nachbarn —2hs. Die Funktionen sz (Z)
lassen sich nun mit Hilfe von funktionelen Ableitungen berechnen. Damit erhdlt man fiir
den Logarithmus der Zustandssumme bis zu Ordnung x?:

In(Z) = In ( / DU, det[Qsmt]>

_ 6N/ h <IDU4 det[Qstat}Mf _ IDU4 det[Qstat}M”)2
Lz fDU4 det[Qstat} IDU4 det[Qstat]

(3.28)

Ny, ist die totale Anzahl der rdumlichen Gitterpunkte.
Um nun wieder die Zustandssumme zu erhalten exponentzieren wir diesen Ausdruck,

schreiben Ny in den Exponenten des zweiten Terms und entwickeln den zweiten Term
bis zur ersten Ordnung:

7 — ( / DU, det[Qstar]

v L 3.29
x {1 - 6h2<fDU4 det[Qstat] Mz [ DUy det[Qsmt}Mﬂ>2}N (3:29)

f DU4 det [Qstat] f DU4 det [Qstat}

Als finalen Schritt fiihren wir nun die Integration iiber die zeitlichen Linkvariablen aus.
Zuerst berechnen wir das Integral iiber die statische Quarkdeterminante. Die statische
Quarkdeterminante (3.19) ist ein Produkt iiber alle Gitterpunkte. Nun geht man, wie in
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Kapitel 2.5 beschrieben, von der Integration iiber die zeitlichen Linkvariablen zu einer
Integration iiber die zeitlichen Wilson-Linien iiber:

/ DU, det[Qsar] = / DW [[[1+ haLs + BILL + B3[1 + h LL + R3Lz + R3]* (3.30)

Da alle Gitterpunkte gleichberechtigt sind, ergibt sich an jedem Gitterpunkt der gleiche
Wert des Integrals:

/DU4 det[Qstat] = </ AWl + by Lz + h2LL + h32[1 + by L% + R Lz + h3)?

(3.31)
Mit denen im Appendix aufgelisteten Eichintegralen iiber Polyakov-Loops ergibt sich fiir
das Integral iiber die statische Quarkdeterminante:

/ DU, det[Qstar]) = [1+ 4h3 + hS + dhyihy + 6hihy + 108303 + 6h3h3 + 4R3 + 2003 h3

+ARSHS + 6hyht + 10hERY + 6h2R5 + 4hShS + BS + 43RS + hShS] ™
= zéVL

(3.32)

Als néchstes berechnen wir folgendes Integral:

/ DU, det|Qpar] Mz = / DW Mz [ [[1+h1 La+h3 LR[04+ 7 LEA-RIL4R3) (3.33)

Diese Integral konnen wir nun aufteilen iiber eine Integration am Gitterpunkt Z und eine
Integration an allen anderen Gitterpunkten

_ h1 Py + 2h3L% + 303

= g ‘1+hL*+h2LT—'+h321+ﬁLT—»+BQL~+7132>
</ $1+h1L5+h%L;+h§[ 1La MLz + ML+ Ly + RiLe + hil

11 < dWy [1+ hiLg+ hILL + h{1P[1 + ho L+ BIL; + i‘zi{’P)

{vn\z
(3.34)
Mit Hilfe der Eichintegrale im Appendix ergibt sich dieser Ausdruck zu:
.. = (6h3 + 318 + 2h1hy + 12hThy + 10RTAT + 15hTRT + 30h3h3 + 12RSh3 (3.35)

+3h1hi + 20hthi + 6h3h3 + 10hTAS + 6h3RS + 3RSAS) - 20+t
Analog berechnet sich das folgende Integral:

/ (U] det[Qurar] Mz = (2h1Fy + 352hy + 10K2R2 + 61352 + 672 + 30K3R3 + 6h0R

+12hy At + 20hthT 4 150285 4 10h3R3 + 3RS + 1203R8 + 3RSRS) - 20271
(3.36)
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Damit erhalten wir den finalen Ausdruck der effektiven Zustandssumme:

2N 2 1ML
FOTLE (3.37)
N, 2y

7 = Zo(l —6
Mit

21 := 6h3 + 318 + 9hThy + 9h5RT — 6h3 + 6hSh3 — 9h AT — 9K — 3RS — 6R3RS (3.38)

18
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4 Auswertung im kanonischen Ensemble

Wir gehen nun zu einem rein imaginér chemischen Potential tiber, dabei &ndern sich die
Kopplungen h; und h; in Gleichung (3.18) wie folgt (des Weiteren setzen wir a = 1):

iy

hl(ﬂ) _ eln(2m)NT‘eT _ \3/& e

i i (4.1)
Bl(#) — eln(2n)NT6 T#I — \fi/a 6#
Wobei a wie folgt definiert ist:
o = €3ln(2"f)NT — (ZK)SNT (42)

4.1 Diskrete Fourier-Transformation im freien Fall

Im freien Fall betrachten wir in der Zustandssumme nur die statische Quarkdeterminante
zév L. 2y ist eine Potenzreihe in h; und ki, wobei die héchste vorkommende Potenz jeweils
sechs ist. Um die Fourier-Transformation nun auszufithren, miissen wir das potenzieren
mit Ny, zuerst ausfilhren. Als Ergebnis dessen ergibt sich vorerst wieder eine Potenzreihe
in h; und hy mit den unbekannten Koeffizienten A m:

6N,
zéVL = Z anmh PR (4.3)

n,m=0
Fiir die Fourier-Transformation eines allgemeinen Summanden h7h7" gilt:

* o . In(2)(n+m)N- A ) _ .
;ﬁ/h’fﬁ’{z-e—"?Qd[?} — e();F)T/_e—i*;z(n—m— )d[&] = Vartms, s
(4.4)
Wenn man die Terme in zy betrachtete, so erkennt man, dass fiir die Potenzen immer
(n —m)mod(3) = 0 gilt, was sich auf die Potenzen in der Potenzreihe in (4.3) iibertrégt.
Damit das Kronecker-Delta in (4.4) iiberhaupt einen Beitrag leisten kann, muss @) auch
mindestens ohne Rest durch drei teilbar sein. Dies bedeutet, wir erhalten nur ein nicht-
trivales Ergebnis fiir unsere kanonische Zustandssumme, wenn wir Baryonen auf dem

Gitter behandeln, welche als Inhalt immer vielfache von drei Quarks besitzen.

Die endgiiltige Berechnung der Fourier-Transformation wird nun mit Hilfe des Pro-
gramms ,Mathematica“ durchgefiihrt. Dieses kann relativ schnell die Potenzreihe fiir ho-
he Gitterpunktanzahl Ny, bestimmen und die anschlielende Fourier-Transformation wird
dann dadurch ausgefiihrt, dass die Potenzen h7hT* durch das entsprechende Kronecker-
Delta ersetzt werden. Wir kénnen also die kanonische Zustandssumme immer fiir eine
fixierte Gitterpunktanzahl N, und mittlere Quarkzahl Q berechnen.

Im Fall, dass wir nur Quarks betrachten und die Antiquarks vernachléssigen, setzen wir

hy auf null. Dies ist gleichbedeutend zu einem Ubergang zu sehr niedrigen Temperaturen
bzw. hohen Np. Die Rechnung ist dann komplett analog durchzufiihren.
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4.2 Diskrete Fourier-Transformation mit Wechselwirkung ohne Anti-
quarks

Wir gehen nun zu tiefen Temperaturen iiber, also setzen wir h; = 0. Dadurch erhalten
wir folgenden Ausdruck fiir unsere grofkanonische Zustandssumme:

K2Np 22 N, N N L 22k
Zax = | (16" 2(1)2)} :Z<k )(—6h2) A 49
¢ k=0

z=1+ 40e¥T + o287
(4.6)

= =
2, = 60T 4 3a%e5T

Fiir die kanonische Zustandssumme gilt nun:

Ny, 27 st R
" k= ( k ) ( 6h2) 2 / (1 + 4oedit + 04266“)2/6*1\& et (4-7)
0 0

Dabei haben wir die Variable % durch t ersetzt. Dieses Integral stellt in der komple-

xen Ebene ein Kurvenintegral {iber den Rand des Einheitskreises 0B;(0) dar. Mit dem
Integrationsweg (t) = e lisst sich das Integral wie folgt schreiben:

o 21 /
: / 2 ~iQt gy 1 (6ay°(t) + 3a?y°(1)** 7 (1) dt
_ e = — 9
2m | SBRN 2mi ) (144093 (8) + 020 (0))F Ve 7@+ (1) (48)
4.8
1 (6auz® + 3a220)%k d
- —dz
27 (14 4az® + a2z6)2-Ne . 2Q+1
9B1(0)

Mit Hilfe des Residuensatzes lésst sich dieses Integral berechnen. Dazu bestimmen wir
jedoch erst die Singularitdten der Funktion unter dem Integral. Die nichttrivialen Sin-
gularitdten liegen bei:

3/24+/3 15/24v3  V33/2+V3 _
zZ1 = — 22 = = + — 1l Z3 = 22
o 2 « 2 «
(4.9)
3/2 — /3 13/2—+v3 V33/2—+/3 _
Z4 = — 25 = < + — 1 Zg = %5
« 2 le} 2 le}
Fiir die Betrage dieser gilt:
32+\/§ 32—ﬁ
|z1] = |22] = |23] = 5 |za] = |25| = |26] = 5 (4.10)

Da k maximal 0.125 betragen kann, ist & maximal 0.015625 (3.13). Damit sind die Be-
trage dieser Singularitdten immer grofler als 1 und es bleibt als einzige Singularitéit in
der Menge B1(0) die Stelle z = 0 iibrig.
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Nach dem Residuensatz ist das Integral durch das Residuum in der Null gegeben und
man erhélt fir die komplette Zustandssumme:

Zy = % (NL) (—6hy)" - Res0< (602" + 3a%20)™ ) (4.11)

=\ k (14 4z + 226)2k—Ni ;Q+1

Dieser Ausdruck wird nun wieder mit dem Programm ,Mathematica® fiir eine feste
Gitterpunktanzahl N7, und mittlere Quarkanzahl ) berechnet.

4.3 Berechnung der thermodynamischen Gréflen

Wir interessieren uns im folgenden vor allen fiir den Druck, das chemische Potential und
die Energie. Alle drei Groflen sind Ableitungen des Logarithmus der Zustandssumme,
wobeil wir nun von den Ableitungen zu finiten Differenzen tibergehen:

p=T Oln[Zian] o In[Zran(a® Nz, + a3)] — In[Zyan(a® N — a®)]
WV o 2
1 [ Zgan(N 4+ 1)] = I Zgan(Nz, — 1)]
- Nr 2
(4.12)
H = T . Aaln[Z_kan] _T. ln[Zkan(NBaryon + 1)] - ln[Zkan(NBaryon - 1)]
_ _i ln[Zk:an(Q + 3)] — ln[Zkan(Q - 3)]
Nrp 2

(4.13)

Hierbei haben wir erst immer die Temperatur iiber T' = % ausgedriickt und dann im

Nr
letzten Schritt a = 1 gesetzt.

Wir gehen hier zu finiten Differenzen iiber, da wir die Zustandssumme immer nur fiir
ein festes @ und Ny, berechnen konnen. Die finiten Differenzen koénnen direkt in unser
,2Mathematica* Programm implementiert und ausgerechnet werden. Dartiberhinaus hal-
ten wir hier unsere Gitterkonstante a fest und betrachten die Ableitung als eine finite
Differenz benachbarter Gitterpunkte.

Die Energie lasst sich im kanonischen Ensemble tiber eine Ableitung nach der inver-
sen Temperatur S berechnen. Die Ableitung nach der inversen Temperatur wird nun
durch eine Ableitung nach der Gitterkonstante a ersetzt und Nt konstant gehalten:

On[Zyan] 1 OIn[Zyan]

E=——5 = Ny oa

(4.14)

Da jedoch der Hopping-Parameter (3.13) von der Gitterkonstante a abhéngt, impliziert
eine Variation in a eine Variation von s und somit der Masse. Da man aber die Ableitung
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des Systems nach a bei einer konstanten Baryonenmasse durchfiihren will, fordert man,
dass die Baryonenmasse wihrend der Ableitung konstant bleibt:

a%(amB) =amp (4.15)

Diese Nebenbedingung kann man nutzen, um % im Strong-Coupling-Bereich und fiir

kleine x zu bestimmen [8]:

0K mp

kP 4.16

da "3 ( )
In unserem Hopping-Parameter befindet sich jedoch die nackte Baryonenmasse. Die zu
benutzende Baryonenmasse ist nach [9] bis zur fithrenden Ordnung in x gegeben durch:

mp = —3In(2kK) (4.17)

In der Zustandssumme héngen nur die beiden Kopplungen o und ho von x ab, weshalb
man die Ableitung nach a wie folgt umschreiben kann:

Oln[Zyan (o, ho)] Ok Oa Oln[Zgan (o, ho)] | Ok Ohg Oln[Zyan (e, ho)]
da "~ da Ok Oa da Ok Ohs

(4.18)

Mit den Definitionen von o und hs ergibt sich damit unsere Energie im wechselwirkenden

rall o O Zian (00, 12)] . 262 Ol Zian(1, )]
mp In|Zyan(a, ho 2k% Oln| Zyan(a, ho
p="8
3 <3O‘ do N, oh )

Die Gitterkonstante a muss in diesem Ausdruck nicht weiter spezifiziert werden, da des-
sen Abhéngigkeit nur noch in k steckt, fiir welches wir spater Werte wéhlen. Aus diesem
Ausdruck lasst sich nun die Bindungsenergie berechnen. Bei tiefen Temperaturen sind ki-
netische Fluktuationen der Teilchen unterdriickt und man erhilt die Bindungsenergie als
Differenz zwischen Energie und der Ruheenergie des Systems. Um die durchschnittliche
Bindungsenergie pro Baryon zu erhalten, teilt man durch die Anzahl der Baryonen:

(4.19)

E—N BMpB
Epip = lim ———— 4.20
Bin T1£n>0 NB ( )
Die endgiiltige Berechnung der Energie wird nun wieder mit dem Programm ,,Mathe-
matica“ durchgefiihrt.

4.4 Einheiten und Skala

Fiir unsere Rechnungen, wie auch schon in dieser ganzen Arbeit, sind unsere Ausdriicke
in natiirlichen Einheiten gegeben. Nun gehen wir fiir weitere Rechnungen auch noch in
Gittereinheiten {iber und setzen a = 1. Spéter in den Plots wird a wieder eingefiigt, um
zu erkennen wie stark die Gitterkonstante unsere Skala bestimmt.

Um sinnvolle Ergebnisse fiir unser chemisches Potential zu erhalten normieren wir die-
ses im folgenden auf unsere Baryonenmasse. Das chemische Potential ist eine intensive
Zustandsgrofle, welche charakterisiert ob eine Reaktion oder Umwandlung eines Stoffes
ohne duflere Einfliisse ablaufen kann. Durch die Normierung des chemischen Potentials
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kénnen wir spater an unseren Daten besser erkennen, ab wann die Anregung von Quarks
zu einem Baryon stattfindet. Auch die Bindungsenergie normieren wir im Folgenden auf
die Baryonenmasse, wobei wir diese nun mit € bezeichnen:

_ Epin ! E — Npmp
= = lim —————

€
mp T—0 Npgpmp

(4.21)

4.5 Erreichung des thermodynamischen Limes

Im groflkanonischen Ensemble ist der Druck durch folgende Relation gegeben:

T 1 K2Np 22 N 1 K2Np 2}

p= Vln(ZGK> = NTNLln<[z0(1 —6 NCT , zé)] > = NTln<z0(1 -6 NCT ) Z§)>

(4.22)
Damit ist der Druck im groflkanonischen Ensemble unabhéngig von der totalen rdum-
lichen Gitterpunktanzahl Ny. Da im thermodynamischen Limes beide Ensembles die
gleiche Beschreibung der Physik liefern miissen, erwartet man, dass der Druck im ka-
nonischen Ensemble im thermodynamischen Limes einen konstanten Wert annimmt. In
Abbildung [4.1] ist der Druck im freien Fall gegen N7, bei einer konstante Dichte aufge-
tragen. Man erkennt, dass der Druck ein Plateu erreicht, welches umso schneller erreicht
wird, je kleiner die Dichte ist.

0.009 T T T T T T
0.0085 | =01+ -
p=0.2
0.008 | p=03  x -
0.0075 | -
0.007 - ok X K K X K K X K X X K X K K X K K K K X K K X X X %
5 <
& 00065 | -
<
©
0.006 -
0.0055 |- -
0.005 - -
0.0045 |- i
e e Al SR S
0-004 - + 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300

NL

Abb. [4.1]: Druck fiir verschiedene Dichten bei Ny = 25 und x = 0.005
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Das chemische Potential p ist eine Zustandsvariable der groffkanonischen Zustandssum-
me und wird im kanonischen Ensemble dagegen als Erwartungswert bestimmt. Da aber
die statistischen Fluktuationen im thermodynamischen Limes verschwinden, nimmt auch
das chemische Potential fiir eine feste Dichte einen konstanten Wert an. Ebenso ver-
schwinden auch die Fluktuationen der Energie, welche im groffkanonischen Ensemble
auf analoge Weise berechnet wird wie im kanonischen. Am Beispiel des Drucks, erkennt
man, dass der thermodynamische Limes fiir diesen bei Ny, = 100 schon erreicht ist. Beim
chemischen Potential und der Energie wird der thermodynamische Limes friiher erreicht.
Alle folgenden Rechnungen sind nun bei einer Gitterpunktanzahl von 100 Gitterpunk-
ten ausgewertet worden, da hier der thermodynamische Limes schon erreicht ist und die
Rechenzeit von ,Mathematica“ noch kurz genug ist.

4.6 Druck im kanonischen Ensemble

In den Abbildungen [4.2] und [4.3] ist der Druck im freien Fall mit Quarks und Anti-
quarks fiir verschiedene Temperaturen und verschiedene x dargestellt. Der Druck wird
dabei gegen die Baryonendichte aufgetragen. Man erkennt deutlich, dass der Druck bei
einer Dichte von 2.0 Baryonen pro Gitterpunkt divergiert. Dariiberhinaus hat im freien
Fall k keine Auswirkung auf den Druck.
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Abb. [4.2]: Druck im Fall mit Quarks und Antiquarks bei Ny, = 100, £ = 0.005 und fiir
verschiedene Np
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Abb [4.3]: Druck im Fall mit Quarks und Antiquarks bei Ny = 100, Ny = 50 und fiir
verschiedene x

Im freien Fall wirkt zwischen den Quarks auf dem Gitter nur das Pauli-Prinzip, da im
freien Fall nur die Spin- und Farbstruktur der Teilchen beriicksichtigt wird. Das Pauli-
Prinzip erkennt man in den Graphiken sehr gut an der Divergenz bei einer Dichte von
2.0. An jedem Gitterpunkt kénnen sich ndmlich netto héchstens sechs Quarks befinden,
da jedes Quark zwei Spin- und drei Farbfreiheitsgrade besitzt. Also kénnen sich maximal
6N, Quarks und somit maximal 2N, Baryonen auf dem Gitter befinden. Da diese Gren-
ze nach dem Pauli-Prinzip nicht Uiberschritten werden darf, muss der Druck bei einer
Dichte von 2.0 divergieren, sodass keine weiteren Quarks dem Gitter hinzugefiigt werden
konnen. Man erkennt dieses Phdnomen auch an der kanonischen Zustandssumme, welche
aufgrund der Fourier-Transformation fiir einen Quarksanzahl grofier als 6 Ny, immer null
ergibt. Dieses Phdnomen ist eine Konsequenz des Gitters, denn im Kontinuum wirkt
zwar auch das Pauli-Prinzip, jedoch gibt es eine kontinuierliche Anzahl an Zustdnden,
welche besetzt werden konnen.

Im freien Fall werden nur zeitliche ,Hops“ der Eichfelder aus der Hoppingentwicklung
(Kapitel 3.4) beriicksichtigt, weshalb die Quarks an ihren Gitterplatzen festsitzen. Der
Druck héngt in der freien Theorie primér von der Anzahl der besetzten Gitterpunkte ab,
da dieser mit der Dichte steigt und unabhéngig von k ist. x beeinflusst in der freien Theo-
rie nur die Masse der Quarks, welche im Boltzmann-Faktor der kanonischen Zustands-
summe nur einen Skalierungsfaktor darstellt und somit nicht den Druck beeinflusst. Die
Temperatur taucht ebenfalls als Gewichtungsfaktor der Energien im Boltzmann-Faktor
auf, wobei die Energien mit sinkender Temperatur stirker gewichtet werden, weshalb
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der Druck mit sinkender Temperatur abnimmt.

In Abbildung [4.4] ist ein direkter Vergleich zwischen den Féllen einmal mit Antiquarks
und einmal ohne diese im freien Fall dargestellt. Da der Unterschied minimal ist, ist hier
der relative Druckunterschied zwischen den beiden Féllen gegen die Dichte aufgetragen.
Die Verldufe des Drucks ohne Anitquarks im freien Fall sind vollkommen analog, jedoch
ist fiir niedrige Temperaturen der Druck fiir den Fall mit Antiquarks etwas gréfler. Der
relative Unterschied sinkt aber sehr schnell mit steigender Dichte. Fir Ny = 5 liegt
der maximale relative Unterschied schon im Bereich von 10713, Die Antiquarkbeitrige
kénnen also relative frith beim Ubergang zu tiefen Temperaturen vernachlissigt werden.
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Abb [4.4]: Relativer Druckunterschied zwischen den Féllen einmal mit Antiquarks und
einmal ohne bei Ny = 100, x = 0.015 und fiir verschiedene Nt

Schaltet man nun Wechselwirkungen ein und betrachtet nur Quarks auf dem Gitter,
so ergibt sich der gleiche Verlauf des Drucks wie im freien Fall. Der Druck héngt im
wechselwirkenden Fall jedoch von x ab. Auf einer grofien Skala ist der Unterschied zwi-
schen dem wechselwirkenden und dem freien Fall nicht zu erkennen, weshalb hier die
Differenz beider dargestellt ist. Um den gesamten Dichtebereich ausnutzen zu kénnen,
ist in Abbildung [4.5] die Differenz fiir eine hohe Temperatur (N = 1) dargestellt. Dar-
iberhinaus ist die Auswirkung der Temperatur auf diese Differenz in Abbildung [4.6]
dargestellt. Bei zu niedrigen Temperaturen konnte ,,Mathematica® einige Ausdriicke fiir
hohe Dichten nicht mehr korrekt bestimmen, weshalb die Graphen bei hohen Dichten in
Abbildung [4.6] abbrechen.
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Abb. [4.5]: Druckdifferenz zwischen den Fallen Quarks mit Wechselwirkung und freier
Fall bei N;, = 100, Ny = 1 fiir unterschiedliche
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Abb. [4.6]: Druckdifferenz zwischen den Fillen Quarks mit Wechselwirkung und freier
Fall bei N;, = 100, k = 0.01 und fiir unterschiedliche Np
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Aufgrund der Wechselwirkung gibt es attraktive Quark-Quark-Wechselwirkungen un-
tereinander und der Druck steigt mit steigender Dichte an. Je mehr Quarks sich auf dem
Gitter befinden desto verstarkt ist die Wechselwirkung und je gréfler « desto stéarker ist
die einzelne Wechselwirkung zwischen den Quarks. Deshalb steigt der Druck mit stei-
gender Dichte und auch mit steigendem . Je grofler die Temperatur desto kleiner ist
hier die Differenz, da thermische Fluktuationen die Wechselwirkungen unterdriicken.

4.7 Chemisches Potential im kanonischen Ensemble

In Abbildung [4.7] ist das chemischen Potential in Abhéngigkeit von der Dichte im freien
Fall mit Quarks und Anitquarks fiir unterschiedliche Temperaturen aufgetragen. Damit
man den Ubergang zu den tiefen Temperaturen erkennt, ist auch der Fall Ny = 1 aufge-
tragen. Das chemische Potential ist fiir tiefe Temperaturen nahe bei einer Baryonenmase
und verlduft fiir eine endliche Temperatur zunédchst unter dieser, bis es bei einer Dichte
von 1.0 Baryonen pro Gitterpunkt ein chemisches Potential von einer Baryonenmasse
erreicht und danach fiir héher Dichten immer etwas grofier als diese ist. Es springt auf
einen Wert unter einer Baryonenmasse sobald sich Baryonen auf dem Gitter befinden
und divergiert dann bei einer Dichte von 2.0. Fiir hohe Temperaturen ist dieser Ubergang
glatter. Wie auch beim Druck hat x im freien Fall keine Auswirkungen auf das chemi-
sche Potential. Wenn man nur Quarks auf dem Gitter betrachtet, verlauft das chemische
Potential genau gleich und besitzt auch die selben Werte. Erst bei hohen Temperatu-
ren ergibt sich zwischen den Féllen mit Antiquarks und ohne eine Differenz, welche bei
N7 =1 im Bereich von 1076 liegt.
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Abb. [4.7]: Chemische Potential im freien Fall mit Quarks und Antiquarks bei Nz, = 100,
%k = 0.015 und fiir verschiendene Np
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Sobald sich genug Quarks auf dem Gitter befinden kénnen diese zu Baryonen angeregt
werden. Bei niedrigen Temperaturen steckt fast die komplette Energie des Systems in
der Ruheenergie. Da wir hier den freien Fall betrachten, kostet die Anregung zu einem
Baryon immer die gleiche Energie, die Baryonenmasse. Deshalb liegt bei tiefen Tempe-
raturen der Wert des chemischen Potentials nahezu immer bei 1.0. Wird die Temperatur
grofler kann die Anregung zu einem Baryon aufgrund thermischer Fluktuationen schon
vorher passieren, weshalb bei geringer Baryonendicht ein niedrigeres chemisches Poten-
tial vorliegt. Das chemische Potential muss auch wie der Druck bei einer Dichte von 2.0
aufgrund des Pauli-Prinzips dann divergieren.

Schaltet man nun eine Wechselwirkung ein so wird der Ubergang zwischen den Dichten
0 und 2.0 immer glatter je grofier  ist (Abbildung [4.8]). Je groler x, desto starker gibt
es attraktive Quark-Quark-Wechselwirkung und Quarks kénnen frither zu einem Baryon
angeregt werden.
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Abb. [4.8]: Chemische Potential fur Quarks im wechselwirkenden Fall bei Ny = 100,
N7 = 10 und fiur verschiedene s

4.8 Energie im kanonischen Ensemble

Die Bindungsenergie fiir Quarks im wechselwirkenden Fall ist fiir unterschiedliche x in
Abbildung [4.9] dargestellt. Deutliche zu erkennen ist eine verstérkte Zunahme des Be-
trags der Bindungsenergie mit steigender Wechselwirkung « und zunehmender Dichte.
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Abb. [4.10]: Bindungsenergie bei Nz, = 100, x = 0.02 und fiir verschiedene Ny

Fiir hohe Dichten war die Berechnung der Werte mit dem Programm ,Mathematica“
nicht mehr moglich, weshalb die Graphen abbrechen. Aber auch wie beim Druck und
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dem chemischen Potential ist eine Divergenz in positive Richtung bei einer Dichte von 2.0
zu erwarten, denn aufgrund des Pauli-Prinzips miisste es unendlich viel Energie kosteten
ein weiteres Quarks auf dem Gitter zu platzieren. In Abbildung [4.10] ist die Auswirkung
der Temperatur auf die Bindungsenergie dargestellt. Je hoher die Temperatur desto gro-
Ber sind die kinetischen Anteile in der Energie, weshalb der Betrag der Bindungsenergie
fiir hohere Temperaturen abnimmt. Im freien Fall ist die Bindungsenergie null, da es
aufgrund fehlender Wechselwirkung keine Bindungen zwischen den Baryonen gibt.

4.9 Vergleich mit dem groflkanonischen Ensemble

Wenn man die beiden Ensembles vergleichen will, muss man beriicksichtigen, dass sich
bei Wechsel zwischen den Ensembles auch eine der abgéingigen Zustandsgrofien dndert.
Beim Ubergang vom groBkanonischen zum kanonischen Ensemble wird dabei das chemi-
sche Potential durch die Quarkanzahl ersetzt. Will man nun den Druck und die Energie
im groBlkanonischen Ensemble zu einer gegeben Dichte bestimmen, so muss man in die
grolkanonische Zustandssumme das chemische Potential einsetzen, welches man mit Hil-
fe des kanonischen Ensembles berechnet hat.

In Abbildung [4.11] ist der Druck im freien Fall mit Antiquarks fiir beide Ensembles
dargestellt. N7 und x haben auch im grolkanonischen die gleiche Auswirkung auf den
Druck wie im kanonischen. Im hier dargestellten Fall liegt die maximale numerische Dif-
ferenz im Bereich von 1073. Auch im wechselwirkenden Fall ist die Ubereinstimmung
sehr gut und der Fehler befindet sich im selben Bereich.

Um die Auswertung des chemischen Potentials mit dem groflkanonischen Ensemble zu
vergleichen, berechnet man die mittlere Baryonendichte im groflkanonischen Ensemble.
Die mittlere Quarkdichte im groflkanonischen Ensemble ist als die Ableitung nach der
Fugazitit bei konstanter Temperatur und Volumen definiert. Da die einzige Abhéngig-
keit der Fugazitit in h; steckt, kann die Ableitung nach der Kettenregel in eine Ableitung
nach h; umgeschrieben werden:

. T Gln[ZGk(hl, hg)] . 1 6h1 6ln[ZGk(h1, hQ)]
ng = — = — (4.23)
Vv 0z TV NTNL 0z 8hl
Fiir die Baryonendichte gilt dann:
1 1/12 3 6 6 9 3 1 3 6
ng=-ng =~ <h1 ha 6P agp, T2+ MDY it hl)) (4.24)
3 3 20 2 (1~ 6ha’)

Der Vergleich des chemischen Potentials in beiden Ensembles ist in Abbildung [4.12]
dargestellt. Wie beim Druck ergibt sich eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen den
beiden Ensembles. Der Fehler liegt auch hier in einem Bereich von 1073.
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Abb. [4.11]: Druck im kanonischen und groflkanonischen Ensemble im freien Fall bei
Ny =100, Ny =25 und x = 0.005
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Abb. [4.12]: Chemisches Potential im kanonischen und groBkanonischen Ensemble im
wechselwirkenden Fall bei Ny = 100, N7 = 25 und & = 0.01
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Die Bindungsenergie lédsst sich nicht so gut vergleichen, da aufgrund der Ableitung nach
der Gitterkonstante sich teilweise starke Abweichungen ergeben. Jedoch bestétigen die
Ergebnisse fiir den Druck und das chemische Potential eine sehr gute Ubereinstimmung
zwischen den beiden Ensembles.

4.10 Grenzfall Ny —

Die Abbildungen [4.13] und [4.14], welche den Grenzfall Ny — oo fiir das chemische
Potential und den Druck zeigen, beruhen nicht auf Daten, sondern sind anhand von
Funktionen so modelliert worden, dass sie diesen Grenzfall gut widerspiegeln.

Zunéchst betrachten wir den Grenzfall N7 — oo fiir das chemische Potential, aus wel-
chem man dann relativ leicht auf den Grenzfall des Drucks mit Hilfe des grof3kanonischen
Ensembles schlieen kann. Im freien Fall geht das chemische Potential in eine Stufenfunk-
tion tiber, was sich auch schon an den Verlaufen in Abbildung [4.7] erkennen lésst. Dieses
Phénomen bezeichnet man auch als Silver-Blaze-Eigenschaft. Sobald sich genug Quarks
auf dem Gitter befinden, um Baryonen bilden zu kénnen, bilden sich diese und das che-
mische Potential springt auf eine Baryonenmasse. Da die Temperatur null betragt, findet
der Phaseniibergang von Quarks zu Baryonen erst statt, wenn das chemische Potential
zur Anregung der Baryonenmasse erreicht ist und nicht schon vorher. Die Effekte des
Gitters verschwinden fiir eine Temperatur von null, da der Boltzmann-Faktor in unserer
kanonischen Zustandssumme fiir jede Besetzungszahl des Gitters den selben Wert lie-
fert. Das Pauli-Prinzip bleibt jedoch erhalten, weshalb das chemische Potential bei einer
Baryonendichte von 2.0 sprunghaft divergiert. Den wechselwirkenden Fall kénnen wir
anhand unserer Daten zwar nicht komplett extrapolieren, jedoch ist intuitiv klar, dass
aufgrund der Wechselwirkung auch bei null Kelvin die Anregung zu einem Baryon schon
bei kleinerem chemischen Potential passiert. Deshalb ist die Stufenfunktion im Vergleich
zum freien Fall ausgeschmiert.

In Abbildung [4.2] ist gut zu erkennen, dass der Druck im freien Fall fir Ny — oo
auf null geht. Das Pauli-Prinzip bleibt jedoch wieder erhalten, weshalb der Druck bei
einer Dichte von 2.0 sprunghaft divergiert. Der wechselwirkende Fall l&sst sich verstehen,
wenn man das chemische Potential und die grofSkanonische Zustandssumme betrachtet.
Fiir eine Dichte unter 1.0 ist das chemische Potential etwas kleiner als die Baryonenmas-
se, weshalb die Kopplung h; in der groflkanonischen Zustandssumme exponentiell féllt
und der Druck im Grenzfall gegen null strebt. Uberschreitet man jedoch eine Dichte von
1.0, so ist das chemische Potential etwas grofier als die Baryonenmasse und die Kopplung
hq1 wéchst exponentiell, weshalb der Druck nun ansteigt. Aufgrund des Pauli-Prinzips
divergiert dieser wieder bei einer Dichte von 2.0.
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Abb. [4.13]: Schematischer Verlauf des chemischen Potentials im Grenzfall N7 — oo
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Abb. [4.14]: Schematischer Verlauf des Drucks im Grenzfall No — oo
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Ausblick

Auch wenn die Ergebnisse aus dem kanonischen Ensemble sehr gut mit denen des grof3-
kanonischen tiibereinstimmen, so ist die Transformation auf das kanonische Ensemble
doch sehr mithsam. Hinzu kann man aufgrund der Fourier-Transformation fiir die kano-
nische Zustandssumme nur Werte fiir eine feste Gitterpunkt- und mittler Quarkanzahl
bestimmen, weshalb eine analytische Analyse dieser erschwert ist. Jedoch bietet die Ar-
beit mit dem kanonischen Ensemble den Vorteil, dass unsere abhéngige Zustandsgrofie
die Quarkanzahl ist. Die physikalischen Ergebnisse lassen sich in Abhéngigkeit von der
Quarkanzahl meist leichter deuten als in Abhéngigkeit des chemischen Potentials.

Weiterfithrend koénnten in weiteren Projekten héhere Ordnungen von x mit einbezogen
werden und auch Korrekturen der Kopplungskonstanten hi und hs. Die Korrekturen fiir
h1 und heo sollten dabei {iber den Strong-Coupling-Bereich hinausgehen. Dariiberhinaus
konnte man versuchen mit hoheren Korrekturen eine bessere Konvergenz der Energie
zu erreichen und auch versuchen Werte fiir hohere Dichten zu ermitteln. Weitergehend
kann man untersuchen, wie sich der wechselwirkende Fall &ndert, wenn man Anitquarks
hinzunimmt. Da aber dann die Nullstellen eines sehr viel schweren Polynoms (héhere
Ordnungen) zu bestimmen sind, ist die Berechnung der Fourier-Transformation natiir-
lich erschwert.

In dieser Arbeit wird die Volumenableitung durch eine finite Differenz benachbarter
Gitterpunkte ersetzt und die Energie {iber eine Ableitung nach der Gitterkonstanten a
berechnet. Dabei wére es interessant, dafiir eine andere Methode zu benutzen, um zu
beobachten, wie sich die Art der Ableitung auf unsere Ergebnisse auswirkt. Man kénnte
versuchen diese effektive Theorie auf einem anisotropen Gitter, mit einer Gitterkonstan-
ten fiir das raumliche Gitter ag und eine Gitterkonstanten fiir die Zeitrichtung ar, zu
formulieren. Die thermodynamischen Grofien kénnten dann durch eine Ableitung nach
diesen Gitterkonstanten bestimmt werden.
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Appendix

Liste der Eichintegrale iiber Polyakov-Loops

/DU4:1

/DU4 LzLl =1
/DU4 L:=1
/DU4 (L =1

/ DULLZ (LL)? =2
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