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Die freie Schwarzschildlosung

Allgemeinster kugelsymmetrischer Ansatz fir die Met rik

In[1]:= q:{t, r, th, ph},

m2= g={{l [r,t1, afr, t1/2, 0, 0}, {a[r, t1/2, hir, t1, 0, 0},
{0, O, k[r, t1, 0}, {0,0, 0, k[r, t]Sn[th]"2}};

n3= MatrixForm[g]

Out[3]//MatrixForm=

l[rot] S afr,t] 0 0
Lapr,t) hir, t) 0 0

0 0 Kir, t] 0

0 0 0 k{r, t]1Sn[th]?

n4= dg={dt, dr, dth, dph};

= Full S nplify[dq. g.dqg]

ous= dr dt af[r, t]+dr® hir, t]+dt?l[r, t]+k[r,t] (dth®+dph®>Sn[th]?)
Durch geeignete Umparametrisierung von r und t kinwir die AuRerdiagonalelemente zum Verschwinc
bringen und k=2 setzen:

mel= h[r_, t_]1=-Epf[la[(r, t11; 1 [r_, t_]=c”2Ep[nu[r, t1]; a[r_, t_1=0; K[r_, t_]=-r"2;

n7= Full S nplify[dq.g.dq]

o= —drZ e'alrtl g2 dt2 e™ir tl _dth?r2-dph?r2Sn[th]?

ngl= geontra =lnverse [g];
Wir lassen und als nachstes die Christoffelsymliiddeden Riemannschen affinen Zusammenhang aus ¢
Definition durch Ableitungen der Metrik ausrechnen:

ne]= christ = Tabl e [Tabl e [

Sum[l/ 2 gcontra[[ii JTCCm 1] (DLgLIm IICCKI 11, qCCli111+DIgrrm 1100011, alrki11] -
DIgLCki ITLLIi 11, qllmi]11), {m, 1, 431, (ki, 1, 4}, {li, 1, 4}], {ii, 1, 4}];

n10p= Do [Print [MatrixForm[christ [[ii 1111, {ii, 1, 4}]
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In[12]:=

Out[12]=

In[17]:=

In[18]:=

out[18]=

1

—;nu<°~1>[r,t] 5 nutt O e, 00
i 1,0 elalr.t]-nu "']|a‘0'1\’[r,t]
2nu< J[r, t] 2 os 00
0 0 00
0 0 00
%CZG—Ia[r,t]+nu[r,t]nu(l,O)[rit] %|a(o Uir,t] 0 0
2 1a®r, t] S 1ato r, t) 0
0 0 _e-lalr.t] p
0 0 0 —e-'alr .ty gn[th)?
00O 0
oo * 0
0+ 0 0
0 0 0 -Qs[th]Sni[th]
00 0 0
00 0 -
00 0 ot [th]
0 & ot [th] 0

Daraus ergibt sich sofort fir den Ricci-Tensorlétéhdig kovariante Komponenten)

RcciTen=FullSnplify[

Tabl e [Sum[D[christ [[1i T10[ii 1100k 11, qC[li11]1-Dichrist [[1i 1100111000011, qOCKi111+
Sumfchrist [[1i J100ii1100ki 1] christ [[m 11011 110Im 1] -christ [[m]10[ii11001i]1]
christ [[li11[[ki]1[[m71], {m, 1, 431, {li, 1, 431, {ii, 1, 4}, {ki, 1, 4}1]

1

H—e"a“'” ('@t la®Yr, 12 1a® Lty ty 202, )
4r

cZe™int) (putr t) (4-rtat O r, tper nuttO e, ty) 2 nu29r, t])),

lalt® b [r, t) lat® L) [r, t]
— O}, {—

r r

1 1
(—Ze'a“"]’”““"] (fa®®Yr, t 2 -1a® Y, t @Y e, ty+21a® 2 r, t])+ —
c r

NP

(lat®r, t] (4+r nu™®(r, t))-r (nutt%pr, t12+2nu(29 [r, t}))), 0, O},
1
{O, 0, 1+£ efalttl (25 la™®r, ty-r nutt0[r, t]), O},

1
{O, 0, 0, ESJ'n[th]2 (2+e@lmtdl (20 1a™ % r, t -1 nuhOqr, t }))}}

Die freien EinsteinHilbert-Gleichungen verlangeaf? dieser Tensor verschwindet. Fir die (01)- {20)—
Komponente folgt daraus

lafr_, t_]1=Ilaf[r1;
Lassen wir uns die daraus folgenden Vereinfachufigieden Riccitensor anzeigen:
Full S nplify[R cciTen]

1
{{7c2e2””[’] (nu’ [r] (2+r nu [r])+r nu”[r]), 0, 0O, O},
r

nu r 2+ nu'[r r nu’[r
{o. - . 2[ - o 0}, {0, 0, 1-e™ (") (141 nu(r]), O},
r

{0,0,0, -Sin[th]? (-1+e™ (") (1+r nu’[r]))}}

Durch Kombination der Gleichungen fur die (00)- utié (11)-Komponente folgt, dal nu+lambda=f(t) Biese
Funktion f(t) konnen wir durch die noch freigedeelUmparametrisierung der Zeit t=f(zum Verschwinden
bringen. Es ist also
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In[19]:=

In[20]:=

Out[20]=

In[21]:=

Out[21]=

In[22]:=

Out[22]=

In[23]:=

Out[23]

In[24]:=

Out[24]=

In[25]:=

Out[25]=

schwarzschild-egs.nb |3

nufr_, t_1=nufr1l; Ia[r_] =-nuflr1];
Der Ricci-Tensor vereinfacht sich dadurch gleiclelmoals drastisch:
Full S nplify[R cciTen]

1

{{2—(:2@2”““] (U [r] (2+r nu[r])+r nu’[r1]), 0, 0, 0},
;

nu [r 2+ nu'[r r nu’[r
{0’7 [r] (2+ 2[ 1) + [ ]’0’ 0}’ {0’ 0,17e““”‘(1+rnu’[r}), 0}’
r

{0,0,0, -Sin[th]? (-1+e™ ") (1«1 nu[r ]))}}
Losen wir weiter zuerst die Gleichung fir die (B)mponente (dann ist offenbar auch die Gleichumglié
(11)Komponente automatisch erfullt:
DSolve [RcciTen[[311[[3]1]1 =0, nu[r7], r]

Solve:ifuin : Iverse functions are being used by Solve, so
som e solutions may not be found; use Reduce for com plete solution inform ation. >

— 1))

In der Ublichen Notation mit dem Schwarzschildradils Parameter ist

e

Hnu[r ] - Log |1l -

nufr_]=1Log[l-rs/r]
rs

Log|1l- —

91- ]

Jetzt mussen wir noch nachprifen, ob damit auctvelibleibenden Componenten des Ricci-Tensors ve
schwinden, so daf’ wir wirklich eine Losung der tirsHilbertgleichungen fur das Vakuum gefundendrab

Full S nplify[R cciTen]
{{0, 0, 0, 0}, {0, O, O, O}, {0, O, O, O}, {O, O, O, O}}
Lassen wir uns also nochmal die endgultige Metriéér Form des invarianten Viererlangenelementgehen

dg. g. dg
2

rs
—dth?r?2- +c2dt2(1——)—dph2r29n[th]2

1-5 r
r

Das war historisch die erste exakte Losung deeifr&instein-Hilbert-Gleichungen fiir das Gravitasfieid im
Rahmen der ART und wurde 1916 von Karl Schwarzdaefunden. Dal3 die vermeintliche Singularitatres
nur eine Koordinatensingularitét ist, sieht manewr#inderem daran, daf} die Determinante

Cet [g]

-c?2r*9Sn[th)?

bei r=rs nicht singular wird. Die Schwarzschildlagubesitzt nur bei r=0 eine echte Raumzeit-SingélaDas
kann man durch die Koordinatentransformation zuskal-Koordinaten zeigen (vgl. z.B. das Lehrbuch o1

Rebhan, Bd. 6). Auch die Singularitat der Metriktlang der<z-Achse (entsprechend th=0 bzw. th=Pi) ist nt
die Ubliche Koordinateningularitat von Kugelkooraien.

Fir gewdhnliche Himmelskorper tritt i.a. kein Praiml beim Schwarzschildradius auf, weil dieser imelrem
der Korper gilt, wo man die Schwarzschildldsungdig EinsteinHilbert-Gleichungen mit Materie aufien
muf3. Ein Beispiel ist die Oppenheimer-Tolman-Voildaisung fiir statische Sterne. Dabei ergibt sich al
Stabilitatskriterium, daf3 der SchwarzschildradimsSterninneren liegen muf3 (s. wieder Rebhan, B®Dlgekte
fur die dies nicht erfillt ist, sind ein schwarzesh, also eine punktférmige Singularitdt der Raeimzlie nach
dem sog:‘no-hair theorem von Wheeler im Rahmen der reinen ART-Maxwell-Thedeinerlei Charakteris
tica als deren fundamentale Paramater (Masseristke Ladung, Drehimpuls) aufweist.



