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1 Einleitung und Konventionen

In dieser Vorlesung betrachten wir die Frage, wie der Gravitationskollaps einer radialsymmetrischen
Staubwolke in der Allgemeinen Relativititstheorie beschrieben werden kann. Wir folgen dabei der
Darstellung in [LL92] Wei72]].

Wir verwenden die folgenden Konventionen hinsichtlich der Vorzeichen diverser Tensoren: Die Signa-
tur der Metrik ist (+,—,—,—) (,Westkiistenkonvention®), d.h. in der speziellen Relativititstheorie ist
die Metrik der Minkowski-Raumzeit durch (7,,,) = diag(1,—1,—1,—1) gegeben.

Die Christoffel-Symbole, die den affinen Zusammenhang der Raumzeit definieren, sind entspre-
chend einer Riemannschen torsionsfreien Mannigfaltigkeit durch

1 o
Loy = 5(8% Gu8oy + A8 = o) 1)

gegeben, wobei die Einsteinsche Summationskonvention gilt, d.h. es wird iiber gleichlautende Indizes
summiert. Dabei muf} stets einer der Indizes unten (kovarianter Index) und der andere oben (kontra-
varianter Index) stehen.

Der Riemannsche Kriimmungstensor ist vermdge der Christoffel-Symbole durch
a — a a a Tv a v
R uBy = 57},1—‘#/6 — 3/61—‘#}, + r}/vrluﬁ — F,Bvrw 2
definiert. Durch Kontraktion ergibt sich daraus der Ricci-Tensor
R’UV = RV/J = R IUQV' (3)
Eine weitere Kontraktion liefert schliefilich den Ricci-Skalar

— RH
R =R, *)

Die Einsteinschen Feldgleichungen der Gravitation lauten dann
G, =R __gMV:_XTHV’ 5)
wobei T, den symmetrischen Energie-Impulstensor der Materie und x = 87G (wir verwenden na-

tirliche Einheiten fiir die die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1 ist) die Einsteinsche und G die Newtonsche
Gravitationskonstante bezeichnen.



Bildet man die Spur von (5), sicht man, daf} die Einstein-Gleichungen auch in der Form

1
R/uv:_x<Tyv_§Tppg,uv> (6)

geschrieben werden konnen.
Schliefflich bemerken wir noch, daf die sog. Bianchi-Identitit

DG, =0 7)

gilt, d.h. unabhingig von den Bewegungsgleichungen fiir die Materie, die den Energie-Impuls-Tensor
bestimmen, muf$
D“T,, =0 8)

gelten. Dabei ist D# die kovariante Ableitung.

2 Radialsymmetrische Normalkoordinaten und die Vakuum-Ldsung

Wie auf Ubungsblatt 1 gezeig kann man die allgemeinst mogliche radialsymmetrische Metrik stets
auf die Form
ds = g,,dg"dg” = B(r, t)dt? —A(r, t)dr? + r3(d9? 4 sin? §dg?) ©9)

bringen. Fiir B(r,t) > 0 und A(7, ¢) > 0 ist fiir einen Beobachter, der bzgl. dieser Koordinaten (¢g#) =
(t,7,9,¢) ruht, die Hyperfliche ¢ = const sein ,Raum®, und fiir die Spihre » = const ist  der Ra-
dius der Kugelschale in dem Sinne, daf§ ihr Flichenelement d¢dpr?sin®& und folglich ihr gesamter
Flicheninhalt 47772 ist, wie in der Euklidischen Geometrie.

Die eindeutigen radialsymmetrischen Vakuumldsungen (also radialsymmetrische Losungen in ei-
nem Raumzeit-Gebiet, in dem 7),, = 0 gilt), der Einsteinschen Feldgleichungen ist die Schwarzschild-
Losung
—1
ds? = <1 — E) de? — <1 — E) dr? 4 r2(d9? +sin® §de?). (10)
r r

Sie ist folglich notwendig statisch. Dies ist das Birkhoffsche Theorem. Dies ist analog zur Situati-
on in der klassischen Elektrodynamik, wo auch die allgemeinst mogliche radialsymmetrische Losung
der Maxwell-Gleichung fiir den leeren Raum (verschwindende Ladungs- und Stromdichten) ebenfalls
die statische Coulomb-Losung ist. Dies hingt damit zusammen, daf§ das elektromagnetische Feld ein
(masseloses) Spin-1- und das Gravitationsfeld ein (masseloses) Spin-2-Feld sind.

Der Vergleich von mit dem Newtonschen Limes zeigt, dafl die hier gewdhlten Koordinaten ,,Nor-
malkoordinaten® in dem Sinne sind, dafl der Newtonsche Limes durch

o =1+22 (11)
gegeben ist, wobei das radialsymmetrische Newtonsche Gravitationpotential

oM (12)
r

"Musterldsungen werden ab 26.05.2015 verfiigbar sein.



ist, wobei M die Gesamtmasse innerhalb der Kugel vom Radius » um das Zentrum bezeichnet. Damit

ergibt sich fiir den Schwarzschild-Radius
ro=2GM. (13)

Der Schwarzschild-Radius ist nur scheinbar eine Singularitit der Raum-Zeit, was schon daran klar wird,

daf
g =—det(g,,) = r#sin? ¢ (14)

nicht singuldr ist aufler bei » = 0 und & € {0, }. Die letztere Singularitit laf3t sich beseitigen, indem
man statt (7,¢, ) kartesische raumliche Koordinaten einfiihrt wie im Fall von Kugelkoordinaten im
3D Euklidischen Raum. Die einzige echte Singularitit der radialsymmetrischen Vakuumlosung ist also
das Symmetriezentrum bei » = 0. Fiir gewohnliche Himmelskorper wie die Sonne liegt aber auch
dann keine Singularitit vor, weil die Ausdehnung derselben grofier als der Schwarzschild-Radius ist
(vgl. die Vorlesung zum Thema Sternbau in der ART und die statischen radialsymmetrischen Tolman-
Oppenheimer-Volkoff-Losungen der ART fiir den Innenraum der Sterne).

3 Gaufische radialsymmetrische Koordinaten

Die Koordinatensingularitit bei » = r, a3t sich durch verschiedene geeignete Koordinatentransforma-
tionen beseitigen. Eine Mdglichkeit, die sich auch fiir die Untersuchung des Sturzes (staubformiger)
Materie ins Symmetriezentrum besonders gut eignet, ist die Einfiihrung Gauflscher Koordinaten.
Diese liegen vor, wenn gy, = 1 ist. Dann beschreibt die Zeitkoordinate die Eigenzeit eines bzgl. der
entsprechenden riumlichen Koordinaten ruhenden Beobachters, (g',4%,4°) = const. Solche Koordi-
naten lassen sich in jedem reguldren Punkt der betrachteten Raumzeit definieren, indem man verlangt,
daf (41, 4% ¢°) = const Geoditen beschreibt. Dies entspricht einer Schar frei fallender Teilchen in dem
betretfenden Raumzeit-Gebiet.

Auf dem Ubungsblatt 1 wurde gezeigt, daf3 sich im uns interessierenden Fall einer radialsymmetrischen
Raumzeit sogar stets Gauflsche Normalkoordinaten einfiihren lassen, bzgl. derer definitionsgemif
die Metrik diagonal wird. Die allgemeinst mogliche Form solcher radialsymmetrischer Metriken in
GaufSschen Normalkoordinaten ist demnach

ds? =d7r? — U(R,7)dR* — p*(R, 7)(d9* + sin” $dg?). (15)
Wir bemerken, daf§ die Schwarzschildsche Radialkoordinate offensichtlich durch » = p(R, v) mit den

Gauf3schen Normalkoordinaten zusammenhingt.

4 Die radialsymmetrische Einsteingleichung fiir Staub

Im folgenden betrachten wir den Fall staubférmiger Materie, d.h. Materie, die aus einzelnen ,Staub-
teilchen® besteht, die so diinn ist, dafl man die durch sie verursachte Gravitation vernachlissigen kann.
Wir wollen annehmen, daff diese Materie in einem endlichen Bereich r < a bzgl. der Schwarzschild-Ko-
ordinaten verteilt ist und ausérhalb die eindeutige radialsymmetrische Schwarzschild-Radius gilt. Das
bedeutet, daf§ sich die Staubteilchen radial auf das Zentrum zu bzw. von ihm weg bewegen miissen,
damit diese Symmetrieforderung erfiillt ist.

Wihrend man sich bei der Theorie der Sterne fiir statische Losungen interessiert, bei denen der Gas-

druck den Gravitationskollaps verhindert, interessieren wir uns hier fiir das einfachste Beispiel eben
eines solchen Kollapses.



4.1 Losung der Einsteingleichungen mit Staubmaterie I

Da in den Gaufischen Normalkoordinaten die radial fallenden (d.h. Trajektorien ¢ = const, ¢ = const)
Staubteilchen sich auf der Geodite R = const bewegen, also bzgl. dieser mitbewegten Koordinaten
ruhen und die Koordinatenzeit folglich deren Eigenzeit parametrisiert, lautet der Energie-Impulstensor

T, =cu,n, (4")=(1,0,0,0). (16)

Dabei ist #,, die Vierergeschwindigkeit der Staubteilchen, die bzgl. der Gaufischen Koordinaten ruhen,
und daher ist die Energiedichte ¢ identisch mit der Eigenmassendichte der Materie.

Wir berechnen zunichst die Christoffel-Symbole der Metrik mittels
1

I’ =-U, 17

11 2 ( )

I, = pp, (18)

I3, = ppsin® 3, (19)
U

Ll =1l =—, 20
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L — —_— 21
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I, =_LF 22
h=—tt @
/

L= —% sin 9, (23)

12=12="£, 24)
/

13=r13=2, (25)

FZZO = 1“022 = F—), (26)
/

r221 = r122 = IO_’ 27)

I =—cossind, (28)

=13="2, (29)
/

Ih=1I3 = P_’ (30)
,O

L), =T, =cotd (31)

Die iibrigen Christoffel-Symbole verschwinden, und wir haben die Ableitung nach der Koordinatenzeit
7 mit einem Punkt und die bzgl. der Koordinate R mit einem Strich.

2Hier bietet sich die Verwendung eines Computer-Algebra-Systems an. Im Anhang ist ein entsprechendes Mathematica-
Notebook abgedruckt.



Da der Energie-Impulstensor in unserem Fall besonders einfach ist, weil nur Ty, # 0 ist, empfiehlt
sich hier die Verwendung der Einsteinschen Feldgleichungen in der Form (5). Wir finden fiir diese
Gleichungen

1 .2 7 n 2,/ g
GOO___Z_P__P_ f; L_P_zz_m, (32)
et e pU pU pU pU
26/ Up'
G. =G :i__’o =0, (33)
01 10 0 /OU
U, Ug 20 p .
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R TR T T #
Gy3 = Gyysin® § =0. (36)

Die Strategie zur Losung dieser Gleichungen ist nun, zunichst die Restriktionen an die Funktionen p
und U aufgrund der Gleichungen zu ermitteln, da diese Gleichungen sowohl fiir die Vakuum-
Losung auflerhalb der Materie (¢ = 0) die dann notwendig durch eine geeignete Koordinatentransfor-
mation in die Schwarzschild-Losung tiberfiihrbar sein muf, als auch fiir den Innenraum R < Ry,
wo sich die Materie befindet (¢ > 0). Es ist klar, daf§ dann auch erfiillt ist.

Wir kdnnen in die Form
. ¥
U_,F (37)
u p
bringen. Diese Gleichung lafit sich bzgl. = integrieren. Bis auf eine willkiirliche Funktion C,(R) (Inte-
grationskonstante bzgl. der T-Integration) ergibt sich
P
= , Ci=C(R). 38
14+ C1 1 1( ) ( )
Dadurch kénnen wir U aus allen Feldgleichungen eliminieren. Setzen wir zunichst in und
ein, erhalten wir

2

P .2 !
Gi=——|2 —C, =0, 39
11 (1+C1)p2[ /OIO+IO 1:| ( )

. PCL ped | PPE
G,,=pp— =0. 40
2=PpP 20 + o + o (40)

Mit (39) folgt

28p+p6°—C,=0. (41)

Leiten wir diese Gleichung nach R ab, ergibt sich, daf§ damit auch (40) erfiillt ist. Aus (39) folgt weiter

IV RN - P
S2(0p") = (6* +2p0) = Cip. (42)

Da C; von 7 unabhingig ist, konnen wir diese Gleichung sofort bzgl. = integrieren und erhalten die
Beziehung

(43)



Dabei ist C,(R) die Integrationskonstante von der Integration bzgl. = und damit eine weitere willkiir-

liche Funktion. Leiten wir nach R ab, erhalten wir

C /
ciim =266 ~(2) )
0
und damit sowie mit und
_ C /0-2 1 / Lo Czl _
GOO—;—;—F/O—/O/(Cl—Z,op)_—xe = ,02,0’_%6' (45)

4.2 Vakuuml6sung

Nun wollen wir zunichst eine Losung fiir den Auflenraum R > R, bestimmen. Dann gilt ¢ = 0 und

somit gemafd C, = const. Da C, ebenfalls eine beliebige Funktion ist, konnen wir den Ansatz
C, = 0 machen. Dann folgt aus

._G

6 e — 2 32 4 74(R), (46)

= P
P 3G,
wobei 7, eine weitere willkiirliche Funktion von R ist. Setzen wir der Einfachheit halber 74(R) = R,
ergibt sich daraus

/3
o(R,7) = <9TC2>1 (t— R 47)

Aus (38) folgt wegen C; =0

U=p"= <- 2 > : 48
P 3T_R (48)
Damit ergibt sich fiir die Metrik
2/3 9.\ 2/3
ds? =dr?— <§ C2R> dR?— <%> (7 —R)*3(d&? + sin? dp?). (49)
r—

Nun muf§ sich diese Metrik durch Transformation der Koordinaten (7, R) in die Schwarzschild-Koor-
dinaten (¢, 7) in die Form bringen lassen. Zunichst ist = p(R, T'), wie sich aus dem Winkelanteil
der Metrik (49) ergibt.

Die Metrik (49) wird nur entlang der Diagonale = = R im (R, 7)-Diagram singuldr. Dem entspricht der
Punkt » =0, der fiir die Vakuumldsung eine echte Singularitit darstellt.

Machen wir nun fiir die Transformation zwischen (4% ¢') = (¢, 7) und (¢”°,4"") = (7, R) den Ansatz

t=t+F(r), R=t+G(r), (50)
ergibt sich wegen o
8uv = oo gf] : g;ﬁ; (1)
zunichst - 0 . RN
g00:1—<—3(F_2G)> i1—7° = F(r):TZ<7O> +G[r]. (52)



Mit liefert dies weiter

— 3
g1=8,=G, L}—l-r 7’OG/(V)£02>G(r):2C2|:roartanh< L>—r+ 7’Oi|-i-C3 (53)
\ 7,
0

r 7o 3

mit C; = const. Wir kdnnen C; so bestimmen, daf (¢z,7) = 0 < (7,R) = 0 gilt, d.h. G(0) =0, also
C; = 2GC, ry setzen. Schliellich folgt daraus mit noch
sz r oy

8= = => G =r,. (54)
ro(ro—r) r—7,

4.3 Radialer Sturz eines Teilchens in ein schwarzes Loch

Jetzt konnen wir den radialen Sturz eines Teilchens in ein schwarzes Loch diskutieren, d.h. der Situa-
tion, daf§ die gesamte gravitierende Masse im Zentrum r = 0 vereinigt ist. Dazu betrachten wir die
Situation in einem 7-R-Diagram. Zunichst ergibt sich aus (50) und (52)

3/2
T=R—(F—G)= _%<§o> . (55)

Die Linien » = const sind also Diagonalen im 7-R-Dia-
T gramm unterhalb der Linie 7 = R, die dem Zentrum » =0
entspricht. Die radialen Geoddten R = const. beschreiben
die Bewegung von Teilchen, die sich entweder radial vom
Zentrum weg- oder auf es zubewegen. Im letzteren Falle

r=0 zeigt sich, daf§ beim Durchqueren des Ereignishorizonts bei

ren . SR 2 . .
o r = 7y, die durch die Linie T = R — =2 reprisentiert wird,

bzgl. mitbewegter Koordinaten keine Singularitit eintritt
r>t und das Teilchen nach einer endlichen Eigenzeit 7 in die
Singularitdt bei » = 0 stiirzt.

r=ry

Weiter betrachten wir radiale Lichtstrahlen. Sie definieren
die lokalen Lichtkegel in jedem Punkt (7,R). Setzen wir
in gemafd C, = O ein, folgt aus ds = 0 (fiir d§ =

do =0, einem radial sich ausbreitenden Lichtsignal entspre-
/ =N g p
// chend)

dr 7o

weE (56)
Fiir r > ryist [d7/dR| < 1, und die Linien » = const liegen innerhalb des lokalen Lichtkegels, sind also
zeitartig. Flir » < 7y ist |[d7/dR| > 1 und die Linien r = const sind dort also stets raumartig, kénnen
also keine Weltlinien von Teilchen beschreiben. Dies impliziert allerdings lediglich, dafl innerhalb der
Schwarzschild-Sphire die Teilchen nicht in Ruhe sein konnen. Die Wahl der Koordinaten (7,R) im-
pliziert, dafy demnach Teilchen, die sich dort befinden, notwendig stets nach einer endlichen Eigenzeit
T ins Zentrum stiirzen, denn definitionsgemif bewegen sich Teilchen stets in Richtung wachsender
Eigenzeit. Freilich 16st auch die Transformation 7 =—¢ — F, R = t + G mit denselben Funktionen F
und G wie eben hergeleitet werden, was einer Ersetzung T — —1 entspricht. Diese Moglichkeit der Pa-
rametrisierung beschreibt dann ebenfalls eine Situation, in der Teilchen innerhalb der Schwarzschild-
Sphire nicht ruhen kdnnen, sich jedoch nach auflen bewegen.

Y
=



Der physikalischen Situation fiir einen endlichen Stern, dessen Druck nicht ausreicht, der Gravitati-
onswirkung standzuhalten, entspricht die hier besprochene Vorzeichenwahl gemif} (50), d.h. der Stern
kollabiert in solch einem Fall.

4.4 Losung der Einsteingleichung mit Materie II

Wir wenden uns nun der Losung innerhalb der Kugel R < R, in der sich die Staubmaterie befindet, zu.
Es gelten alle Formeln in Abschnitt (4.1), denn wir haben uns dort nur auf die Lésung der Gleichungen
gestiitzt, die sowohl im Vakuum als auch fiir Raumzeitbereiche mit Staubmaterie gelten. Wir
konnen also auf (43) zuriickgreifen. Wir konnen diese Gleichung (bei festgehaltenem R) in impliziter
Form integrieren:

de
T:if—. (57)
VCi+G/p

Das Integral 143t sich einfacher in parametrischer Form diskutieren, und zwar fiir verschiedene Fille:

(i) C,> 0.Dann bietet sich die Substitution

_ G G (7
p_z—cl(coshr]—l)_asmh <§> (58)

an. Das entsprechende Integral liefert dann

T=+% 2 (sinhn—n)+ 74(R), (59)

2c)

wobei 7, wieder eine willkiirliche Integrationskonstante, die von R abhingen kann, ist. Da p die
Schwarzschild-Radialkoordinate ist, und wir Kollapslésungen suchen, fiir die o mit wachsendem
7 fiir die Geoddte R = const monoton fillt, wihlen wir das untere Vorzeichen, wobei wir C, >0
annehmen. Dann erhalten wir

3/2

C
7 =1(R) — —2—(sinhn—7). (60)
2¢;

(i) C; <0.Dann substituieren wir im Integral

p:_gél(l—cosq):%sin2<g>. (61)
Das Integral mit der entsprechenden kontrahierenden Losung ( € [0, ]) lautet dann
G, ,
T= To(R)—W(V}—SmV})- (62)

In diesem Fall ist die Einfithrung eines neuen Parameters n” = 7= — 5 bequemer, denn dann wird
7 monoton wachsend mit »’. Dann gilt

—3/2(;7/ +sinn’), (63)

C C
p:—é(l-l—cosr]/ = é cosz<%> (64)



Die Trajektorien von Staubteilchen R = 0 enden also bei n” = 7, also einer endlichen Eigenzeit
im Zentrum.

® C, = 0 haben wir bereits oben bei der Vakuum-L3sung behandelt. Hier ist es unnétig, die Lo-
sung als Parameterdarstellung anzugeben. Die Ausfiihrung des Integrals (57) liefert als allgemeine
kontrahierende Losung

(9GP 2/3
o=(52) [rtm— P )

Auch in diesem Fall stiirzt ein Teilchen zur endlichen Eigenzeit v = 74(R) ins Zentrum.

Nun miissen wir die Bedingung einarbeiten, daff wir eine riumlich endlich ausgedehnte Staubwol-
ke betrachten. In mitbewegten Gaufi-Koordinaten bleibt der ,Radius“ der Staubwolke R, konstant.
Als weiteren physikalischen Parameter haben wir noch die Gesamtmasse M der Staubwolke. Die Ge-
samtmasse ist als Volumenintegral iiber die Eigenenergiedichte ¢ der Materie gegeben. Das kovarian-
te riumliche Volumenelement in Schwarzschild-Koordinaten ist das eines Euklidischen Raumes, also
d*X = drdddesind, so dad wir fiir eine radialsymmetrische Materieverteilung

P(T’RO) RO
M :47Tf dop’e :47'CJ dRp?0’e (66)
0 0
erhalten. Mit finden wir schlieflich
R ) C,(R
M=4r| dRZ= 4—7TC2(R0) _ SR 67)
0 x x 2G

Fiir R > Ry mufl die Losung der Einstein-Gleichungen in die Vakuumldsung tibergehen, die wir tiber
die in Abschnitt 4.2 gefundene Form beschreiben wollen. Da gemifd und im Vakuum C, =

7o = const ist, erhalten wir die konsistente Anschluflbedingung

Die Zeitentwicklung des Kollapses kann nun fiir Zeiten kurz vor dem Kollaps, also fiir T ~ 74(R), d.h.
fir die Parameterdarstellungen und tiir » ~ 0 unabhingig von der konkreten Struktur (also
der Radialverteilung der Staubmasse) bestimmt werden. In beiden Fillen ist nimlich

G,

> 2y 69
TT_)TO(R) 12|C1|3/2;7 ( )

und folglich wegen (59) und

9C,\'? 23
Wo(F) l®—F 70

o~
p =
T—T,

0

Aus (45) folgt dann fiir die eigentliche Massendichte

_ 2C)(R)
- 3GTR)[To(R)— 7]

e(t,R) (71)

Die Staubmaterie stiirzt also in endlicher Eigenzeit der Staubteilchen ins Zentrum, und die Energie-
dichte wird singulir, d.h. es entsteht ein schwarzes Loch.



4.5 Riumlich homogener Staub

Um ein konkretes Beispiel zu behandeln, betrachten wir das Beispiel von raumlich homogenem Staub,
d.h. wir nehmen an, daf§

e=¢(1) (72)

ist. Offenbar ergeben sich Losungen fiir diesen Fall, wenn in (63}64) 7, = const und C,/(—C,)*/? =
const werden. Leider wird dann (71) singuldr. Wir miissen also die Schritte aus Abschnitt {4.4{fiir diesen
Spezialfall gesondert nachvollziehen. Zunichst machen wir den Ansatz

G = 2C3(_C1)3/2, (73)
In der Tat wird dann unabhingig von der Wahl der Funktion C;(R) gemifd

6
C5(1+cosn’)

unabhingig von R, denn gemifd unserer Konstruktion wird wegen mit ¥, =0
7 =Cs(n +sinp’) (75)
unabhingig von R, d.h. n’ kann als Funktion von 7 allein angesehen werden. Weiter ist wegen
p=Csv/=Cy(1+cos7). 76)

Setzen wir dann C; = —KR?, so wird mit () = VK C;(1+cosn’)

2
Cy(R)=2C4(RVK)’, p(R,7)=a(r)R, U(R,7)= _an) 77)
1—K2R2
Es ist nun bequem 4(0) = 1, also C; = 1/(2v/K) zu setzen. Wegen folgt dann
Cy(R)=KR}=2MG = K = 2M3G =9, C=—KR=—23R. (79)
Ry Ry Ry
Schliefflich haben wir die folgende parametrische Losung fiir die Metrik
R? / /
T= 257_0(77/ +siny’), p(R,T)=Rcos’ <%> , a(t)=cos’ <%> . 79)
Mit folgt fiir die Energiedichte
6M IM
€= 3 N 3 30+ (80)
Ry (1+cosn’)’  4nRia’(7)
Wir bemerken, dafl die resultierende Metrik
ds =dr? —4*(7) d—R2 + R*(d9? +sin® 3dg?) (81)
1—17,R2/R]

10



einer Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker-Lésung wie in der Kosmologie fiir ein homogen mit
Materie gefiilltes Universum entspricht. Dies muf so sein, weil dies (bis auf Koordinatentransformatio-
nen die eindeutige Form fiir eine solche homogene und isotrope Raum-Zeit ist. Es ist klar, dafy Ry > 7,
sein muf3, damit (81) tiberall im Innenraum R < R, regulir ist. Wegen p = a(7)R und 4(0) = 1 bedeutet
dies, daf} die Oberfliche des Sterns zu Beginn des Kollapses auflerhalb des Schwarzschild-Radiusses lie-
gen muf8. Dies entspricht der Situation, daff ein Beobachter auferhalb des Sterns denselben beobachten
kann. Ein Korper, der ganz im Inneren der Schwarzschild-Sphire einer radialsymmetrischen Vertei-
lung liegt, erscheint einem dufleren Beobachter, der relativ zum Zentrum der Materieverteilung ruht
(sich also notwendig auflerhalb der Schwarzschild-Kugel befindet) als Punktmasse, und macht sich aus-
schliefilich durch seine Gravitationswirkung bemerkbar, da aus dem Innenbereich keine Signale nach
auflen gelangen konnen.

Diese Form der Innenraumldsung fiir die Metrik mit der durch parametrisch gegebenen Lo-
sung schliefit sich nun nicht kontinuierlich an die in Abschnitt |4.2| angegebene explizite Vakuum-L6-
sung an, wo wir der Einfachheithalber willkiirlich C;(R) = 0 gesetzt hatten.

Um die Vakuumauflenraumldsung fiir R > R, > 7, an die Innenraumldsung anzuschlieflen, bendtigen
wir vielmehr eine Parametrisierung wie in (63}64). Wegen ist notwendig C,(R) = r, = const,
wobei sich der Wert aus der Forderung ergibt, dafl die Losung der Einsteingleichung fiir den Innenraum
R < Ryund den Auflenraum R > R, kontinuierlich aneinander anschlieflen miissen. Dabei konnen wir
auch im Auflenraum wieder 7,(R) =0 setzen. Aus ergibt sich dann, daf§ wir jetzt am bequemsten

R /
Cl(R):% => p(R,T):E(1+cos77/):Rcosz<%> 82)

setzen. Dabei wird auch C; stetig in Ry, und die Parametrisierung fiir = ergibt sich folglich aus (63) zu

R3/2
2J7

Man beachte, daf} im Auflenraum 7’ nicht allein von 7 sondern auch von R abhingt. Freilich schlief3t
wegen der Kontinuitit der Funktionen C; und C, stetig an die Innenraumlésung an.

Die Umrechnung der Innenraumldsung in Schwarzschild-Koordinaten ist recht kompliziert und ist in
[Wei72]] angegeben.

Wir kénnen aber den physikalischen Gehalt der Losung fiir einen weit vom Stern entfernten (nihe-
rungsweise inertialen) Beobachter auch ohne diese Koordinatentransformation diskutieren, indem wir
beachten, dafl » = p(R, r) die Schwarzschild-Koordinate ist und Linien R = const in der 7-7-Ebe-
ne die frei fallenden Staubteilchen beschreiben. Betrachten wir also die Oberfliche des Sterns R =
Ry = const. Offenbar ist der Definitionsbereich des Parameters 7’ in und n' € [0, 7). Fiir
n' — 7 wird p(R,7) = 0, d.h. insbesondere, dafl alle Staubteilchen zur gleichen endlichen Eigenzeit

(n' +sinn’). (83)

T=

TKollaps = nRg/ 2 /(2,/75) ins Zentrum stiirzen.

Wegen R, > 7, befand sich zur Zeit 7 =0 (entsprechend 5’ = 0) die Oberfliche der Staubwolke auf3er-
halb des Schwarzschild-Radiusses der Vakuuml6sung. Zur Eigenzeit 7, die durch

C03(’76/2) =y 70/ Ro, (84)

also 0 < n’ < 7, bestimmt ist, durchqueren die Staubteilchen auf der Oberfliche den Schwarzschild-
Ereignishorizont. Wie bereits oben bei der Besprechung der Schwarzschild-Losung betont, stellt dies
aus Sicht eines mit dem Staubteilchen frei fallenden Beobachters keinerlei Besonderheit dar.
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Um zu verstehen, wie dieses Ereignis von einem weit von der Staubwolke entfernten bzgl. Schwarz-
schild-Koordinaten ruhenden Beobachter wahrgenommen wird, berechnen wir den Zusammenhang
zwischen der Eigenzeit 7 und der Schwarzschild-Zeit ¢, die ein solcher Beobachter mifit. Der Zusam-
menhang ist durch die Metrik in Schwarzschild-Koordinaten gegeben, wobei wir wieder die Oberfliche
der Staubwolke betrachten, also R = R setzen. Nun r = p(Ry, 7) der Radius der Staubwolke fiir den
dufleren Beobachter, und der Zusammenhang zur Eigenzeit eines dort befindlichen Staubteilchens ist

durch B
dr? = <1— o >dt2—<1— i > dr? (85)
P(Ro, ) P(Ro,T)

gegeben. Bzgl. der Parametrisierung mit 7’ folgt also die Differentialgleichung

2 7o 2 7o —1 ,
alf = - 8/ — —_ 8/ , / )
( 7 ) <1 ,0(R0>77/)>( 7 t) <1 P(RO,O/)> [ r;/O(RO ] (86)

Setzt man hierin (79) fiir R = R, ein, erhilt man

' 1 | Ry— :
t =2ryartanh "o tan <77—> + = 0o [27‘077/ + RO(V]/ +smn 7}/)] . 87)

Aus folgt, daf§ tan(7y/2) = +/(Ry—15)/ 7, gilt und folglich die Oberfliche der Staubwolke den
Schwarzschild-Radius fiir £ — oo durchquert. Was mit dem Staub im Inneren der Schwarzschild-Kugel
geschieht, kann von auflen zu keiner endlichen Zeit beobachtet werden. Die Schwarzschild-Kugel ist
also fiir einen dufleren Beobachter in der Tat ein Ereignishorizont.
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