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1 Pulsare

Pulsard!] wurden 1967 von Jocelyn Bell und Antony He-
i _ witt bei der Durchmusterung des Himmels nach Radiosi-
spin axis - - . .
I__ DR LU cnalen entdeckt. Dabei handelt es sich um Neutronenster-
Pl =

B

) RN 1. dic bei Supernovae-Explosionen von gewohnlichen Ster-
MUl nen entstehen. Wenn der Kernbrennstoff eines Sterns auf-

Sl ccbraucht ist, steht der Gravitation kein ausreichender Gas-
druck mehr entgegen, und der Stern stiirzt in sich zusam-
men. Ist die Gesamtmasse des entstehenden Objekts nicht
zu grof$ (dann entstiinde ein schwarzes Loch) oder zu klein
(dann ergibe sich ein roter Riese oder weifler Zwerg), ent-
steht ein Neutronenstern. Dieser vereinigt in sich die Mas-
se von typischen Sternen (die schwersten nachgewiesenen
Neutronensterne weisen ca. zwei Sonnenmassen auf) in einem Objekt mit einem typischen Radius von
~ 10 km. Aufgrund der Drehimpulserhaltung rotiert solch ein Neutronenstern i.a. recht schnell und
besitzt auch ein Magnetfeld. Ist dieses Magnetfeld nicht in Richtung der Rotationsachse gerichtet, ent-
steht ein mit der Frequenz der Eigenrotation des Sterns rotierendes Magnetfeld, was entsprechend den
Maxwell-Gleichungen auch eine elektrisches Feld zur Folge hat. Dies bewirkt die Beschleunigung von
ionisierten Teilchen entlang der rotierenden Dipolachse des Magnetfelds in der den Stern umgebenden
Gaswolke, und die dabei entstehende Synchrotronstrahlung wird einem breiten Frequenzspektrum, ge-
wohnlich im Radiofrequenzbereich (aber auch im sichtbaren oder sogar Rontgenbereich) abgestrahlt.
Trifft dieser Strahl die Erde, ergibt dies wie bei einem Leuchtturm ein mit der Eigenrotationsfrequenz
des Sterns periodisch wiederkehrendes Signal. Die Wiederkehrfrequenz liegt dabei i.a. zwischen einigen
Sekunden und Millisekunden.

Im Jahre 1974 haben dann Russell Hulse und Joseph H. Taylor Jr. die Signale eines Pulsars entdeckt,
tiir den die Pulstrequenz in charakteristischer Weise periodisch schwankt. Dies wurde kurz darauf als
Doppler-Effekt des Signals aufgrund der periodischen Bewegung eines Pulsars in einem sich gegenseitig
umkreisenden Systems zweier etwa gleich schwerer Sterne interpretiert, wobei der Begleitstern nicht
direkt sichtbar ist. Im folgenden wollen wir erdrtern, daff dieses Doppelsternsystem (PSR B 1913+-16)
eine reiche Quelle fiir Tests der Allgemeinen Relativitdtstheorie darstellt. Insbesondere konnte der er-
ste indirekte Nachweis fiir die Abstrahlung von Gravitationswellen gefithrt werden, wobei sich die
Vorhersage der ART mit einer Genauigkeit im Promillebereich bestitigen laf3t.

"Pulsar=engl. fiir ,pulsating source of radio emission®



Die Radioimpulsperiode schwankt um den Nominalwert von 59 ms und die Periode der Schwankun-
gen, die man mit der Umlaufdauer des Doppelsternsystems um seinen gemeinsamen Schwerpunkt iden-
tifiziert, betrigt Pj, ~ 7,75 h. Wir wollen im folgenden zumindest zum Teil die theoretischen Grund-
lagen, die dieser Hypothese und deren empirische Bestitigung zugrundeliegen.

Nach dem 3. Keplerschen Gesetz (s.u.) gilt fiir die grofie Halbachse der Relativbewegung
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Zu einer Abschitzung setzen wir als typische Werte fiir die Doppelsternmassen m, ~ m, >~ 1,44M_ |
und 2 ~ R, ein. Dies liefert Geschwindigkeiten fiir die Bahnbewegung von v ~ 10™>c. Die Stirke des
Gravitationsfeldes betrigt ca. das Hundertfache derjenigen fiir Merkur in unserem Sonnensystem. Ei-
nerseits ist die Bewegung von den beteiligten Geschwindigkeiten her betrachtet also nichtrelativistisch,
d.h. die nichtrelativistische Losung des Kepler-Problems eine akzeptable Niherung. Andererseits kann
man aber auch erhebliche relativistische Korrekturen wie die Periastrondrehung (analog zur Periheldre-
hung im Sonnensystem) erwarten.

Leider kann man das Problem der Bewegung eines Zweikorperproblems unter Einfluf} ihrer gegen-
seitigen Gravitationswechselwirkung nicht im Rahmen der ART geschlossen [5sen. Dies gelingt im
Sonnensystem niherungsweise, weil die Sonnenmasse sehr viel grofSer als die Massen aller Planeten
ist und also die Planetenbewegung als Bewegung eines Probekdrpers in dem durch die Schwarzschild-
Losung gegebenen Gravitationsfeld der Sonne behandelt werden kann. Fiir das Doppelsternsystem ist
diese Niherung nicht mehr anwendbar, da die Sternmassen vergleichbar sind.

In der nichtrelativistischen Mechanik lafit sich das Kepler-Problem des Zweikorperproblems exakt 16-
sen, und ART-Korrekturen konnen systematisch durch eine Entwicklung in Potenzen von 1/c¢ und im
Sinne eines schwachen Gravitationsfeldes (typische Entfernungen der Sterne voneinander grof§ gegen
einen effektiven Schwarzschild-Radius) berticksichtigt werden. Wie sich zeigt, liefert schon die Beriick-
sichtigung der nichsten Ordnung dieser sog. ,Postnewtonschen Parametrisierung® sehr gute Resulta-
te fiir die hier betrachteten Doppelsternsysteme [Str13]]. Sehr gute Reviews iiber die Entdeckungsge-
schichte und die wesentlichen Methoden und Resultate des ,Pulsar Timing“ [ifdt sich den Nobelpreis-
vortrigen von Hulse und Taylor [Hul94, Tay94]] sowie [WT05/] entnehmen.

Im folgenden beschiftigen wir uns ausfiihrlich mit der Bestimmung der Keplerschen Bahnparameter
und geben dann noch einen Ausblick auf die weitere Analyse aufgrund von ART-Korrekturen.

2 Das nichtrelativistische Zweikorper-Kepler-Problem

In diesem Abschnitt betrachten wir kurz die Theorie des nichtrelativistischen Zweikorper-Kepler-Pro-
blems, das sich vollstindig analytisch 16sen 138t und die Herleitung der drei Keplerschen Gesetze, ver-
allgemeinert fiir den Fall, daf} die sich umkreisenden Korper vergleichbare Massen besitzen. Wir ver-
wenden die Lagrange-Methode zur Aufstellung der Bewegungsgleichungen.

Die Lagrange-Funktion lautet
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Aufgrund der Galilei-Invarianz der Lagrange-Funktion bietet sich die Einfiihrung von Schwerpunkts-



und Relativkoordinaten
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Zunichst driicken wir X, , mittels H durch R und 7 aus:

=R+ 27 =R+-7, =R——7=R——T7. 4
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Setzen wir dies in die Lagrange-Funktion (2) ein, erhalten wir
M > 5 K

L==R+L5724 2 ©)
2 2 r

Die Euler-Lagrange-Gleichungen
JdL dJdL 0 JdL dJdL

_——— = _——— 6
IR dt 5p ar dt g3 ©
ergeben die Bewegungsgleichungen
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Wie zu erwarten, bewegt sich der Schwerpunkt wie ein freies Teilchen, und wir kdnnen ein Inertialsy-
stem wihlen, fiir das R = 0 = const ist (Schwerpunktssystem). Die Relativbewegung reduziert sich auf
die Bewegung eines Teilchens mit der effektiven Masse ¢ um ein festes Zentrum bei 7 =0, d.h. um den
Schwerpunkt des Zweikorpersystems.

Nach dem Noether-Theorem fiihrt die Rotationsinvarianz der verbleibenden Lagrange-Funktion fiir
die Relativbewegung
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tihrt auf die Erhaltung des Relativbahndrehimpulses (= u7 X -7. Die Ableitung von ¢ nach der Zeit
liefert in der Tat
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Wihlen wir nun das Koordinatensystem so, dafs (=1 ¢, mit £ > 0 ist und fithren via 7 = (x,7,0) =
(7 cos @, r sin g, 0) Polarkoordinaten ein, gilt

cos —sing

F=7(sing |+rg( cosp |, €=uFx7=purl¢é, =1, (10)
0 0
und damit fiir die Lagrange-Funktion der Relativbewegung
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Wie aus der Symmetrie des Problems unter Drehungen um die z-Achse zu erwarten ist, ist ¢ eine
zyklische Variable, d.h. L, hingt nicht explizit von ¢ ab. Folglich ist der dazugehérige kanonisch
konjugierte Impuls

rel

dL,. )
P, = é’gbl = ‘urzgo ={ = const. (12)

Weiter hingt (11) nicht explizit von der Zeit ab und folglich ist die Hamilton-Funktion, d.h. die Energie,
eine Erhaltungsgrofie:
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Die letztgenannte Form reduziert das Problem auf eine effektiv eindimensionale Bewegung eines Teil-

chens in einem Potential
> K

V(r) = = 14
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Aus der Drehimpulserhaltung folgt das 2. Keplersche Ge-
é setz, denn die vom Strahl 7 in einem Zeitinkrement dr
A iberstrichene Fliche ist gemif} der nebenstehenden Skizze
durch X ' /
dF = <|7 x F|dt = =r? = —dt (15)
2 2" T 2u
gegeben d.h. es ist in der Tat
F
d— = ﬁ = const. (16)
dt  2u

Um eine Gleichung fiir die Bahnkurve » = 7(¢) zu erhal-
ten, dividieren durch ¢2. Dies ergibt fiir den ersten
Term 7#2/¢? = r"2, wobei der Strich jetzt die Ableitung
nach ¢ bedeutet. In den iibrigen Termen verwenden wir
(12), um mit ¢ = £ /ur? alles wieder durch Terme mit r auszudriicken. Dies fiihrt zunichst auf
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Nun substituieren wir = 1/s und ' = —s’/s%. Nach einigen einfachen Umformungen erhalten wir
2 2
é—s/2+€—52—Ks =F, (18)
2u 2u
bzw. > uE X
2=—242Bs+A mit A:?—z, B:‘;—Z. (19)
Leiten wir diese Gleichung nach ¢ ab und dividieren durch s’, erhalten wir
s” +s=B. (20



Dies ist eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Ihre allgemeine L3sung ergibt
sich aus Summe der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung (also mit B = 0) und einer
speziellen Losung der inhomogenen Gleichung. Daraus folgt, daf3

s(¢) = Ccos(¢ + o) + B (21)

ist. Dabei sind C und ¢, Integrationskonstanten Wir konnen nun durch geeignete Wahl der x-Richtung
erreichen, daf§ ¢y =0 bzw. ¢, = 7 ist. Wir wihlen diejenige Moglichkeit fiir die

s(p)=Ccosp+B (22)

wird und C > 0 gilt. Dann wird fiir s fiir ¢ = 0 maximal bzw. » = 1/s minimal, d.h. bei dieser
Koordinatenwahl liuft die x-Achse durch das Periastron, also den Punkt auf den Bahnen der beiden
Sterne, an dem sie den kleinsten Abstand annehmen. Der bei ¢ = 7 angenommene Punkt maximalen
Abstands heifSt Apastron.

Um die Integrationskonstante C zu bestimmen, setzen wir (22) in (19) ein. Dies liefert

C=vB2+A, (23)

und schliefllich erhalten wir

p
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Fiir E < 0 wird in der Tat 0 < € < 1, und (24) beschreibt eine Ellipse mit dem Koordinatenursprung als
einem Brennpunkt.

Der Vollstandigkeit halber wollen wir dies hier noch zeigen. Gegeben seien zwei Punkte F; und F, im
Abstand 2e. Dann ist die Ellipse diejenige Menge aller Punkte P, fiir die |F, P|+ |F,P| = 2a = const ist.

Man liest aus der Skizze ab, daff hierbei a die grofle Halbachse der Ellipse ist. Weiter folgt fiir die
definierende Gleichung in den eingezeichneten Polarkoordinaten

7+ \/(Ze +7rcos@)?+r2sin® 9 =2a = 2a—r = 1/4e2 +4ercosp + r2. (26)
Quadrieren dieser Gleichung liefert nach einigen einfachen Umformungen tatsichlich (24) mit

b2
p=—, e=-.
a a
Dabei ist b = v/a? — 2 die kleine Halbachse der Ellipse.

Nun lifit sich zusammen mit dem Flichensatz bereits die Bahnperiode P), herleiten: Mit koénnen
wir zundchst 2 und 4 als Funktionen von € und p darstellen.

- 27)

22 201 __ .2
p:ﬂ ¢ :d(1 6>:a(1—62)2>d: 4 (28)
a a 1—e2




—
.

a

g

p

und damit
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b* = pa = = b= (29)
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Mit konnen wir die Halbachsen durch Energie und Drehimpuls ausdriicken (man erinnere sich,

dafl E < Qist!):

d:—£ b—L (30)

, b= .
2F 7/ —ZIuE
Wir kénnen nun den Flichensatz verwenden, um die Bahnperiode zu bestimmen. Integrieren wir dazu

tiber eine Bahnperiode P, erhalten wir nimlich die Fliche der Ellipse, d.h.

F:ﬂ'ﬂbzipb. (31)
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Dies nimmt die bekanntere Form des 3. Keplerschen Gesetzes an, indem wir (32) quadrieren und mittels
der ersten Gleichung in die Energie durch die grofie Halbachse ausdriicken:

Mit (30) folgt

T2 4m’u 4y 4n?

I _ — = ) 33)
a’ K Gmym, GM
In unserem Sonnensystem ist nun die Sonne weitaus schwerer als alle Planeten. Damit wird
TZ 4 2
PR L (34)
a3 Gmy
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Weiter wollen wir auch die Bahnkurve als Funktion der

f Zeit bestimmen. Nach Kepler bietet sich dafiir eine alter-
K native Parametrisierung der Ellipse an. Dazu fithren wir ge-
mifl der nebenstehenden Skizze die exzentrische Anomalie
u ein. Zunichst stellen wir fest, daf$ in impliziter Form die
. Ellipse durch die Gleichung
& L - x"? y/z_(e+rcosg0)2+rzsin2go_

U
F Rl s & L (35

wobei wir verwendet haben. Aus der Skizze lesen wir
weiter ab, daf}

63

x'=acosu = y' =bsinu. (36)

Um die Beziehung zu ¢ zu erhalten, berechnen wir

r?=(acosu—e)? +b*sin*u =(a—ecosu)’ = r =a(l—ecosu). (37)
Mit und (28) folgt daraus
1— 2
1—ecoss=——. (38)
I+ecosg
Nun gilt
X  acosu—e cosu—e
cosp=—= = ,
r  a(l—ecosu) 1—ecosu 39
) y bsinu V1—eZsinu (39)
sing === = :
r a(l—ecosu) 1—ecosu
Damit folgt
VI—eZsi
tang = yoooomE (40)
cosu —e
Weiter erhalten wir nach einiger Rechnung
1— { 1
tan 2 = _COS(p +6tanz. (41)
2 sin @ 1—e 2

Wir kénnen nun die Zeitabhingigkeit der Bewegung implizit vermdge # ausdriicken. Dazu berechnen
wir

& _didp _1dp _prdy

- = = = . 42
de  dedu ¢ du { du #2)
Leiten wir nach ¢ ab, erhalten wir
) , (1—€?)esing @@ (1—e)esing , (1—e?)3ersinu y 7
= = = = - @
esinun(p) (14 €cosgp)? r2 a(l—e?)? 2 av1—e2 *)

d.h. fiir alle Planeten im Sonnensystem ist niherungsweise 72 /a® = const, und das ist das 3. Keplersche Gesetz.



wobei wir im vorletzten Schritt
rsing=y=9"=bsinu=ay/1—e2sinu (44)

benutzt haben. Dies verwenden wir nun in (42)

dt urt  uab P,
Ezﬁu’(go) :7(1—ecosu) = %(1—€COSM). (45)
Integrieren wir dies nach #, erhalten wir
p
t—ty= —b(u—esinu), (46)
2r

wobeli t, ein Zeitpunkt ist, zu dem das Doppelsternsystem den Periastron bei #» = 0 durchlduft. Mit
dieser Keplerschen Formel kann man via ¢ als Funktion der Zeit ¢ bestimmen.

3 Zur Anderung der Pulsperiode

Wie oben erortert, sind die Schwankungen in

Line of sight der Periode der durch den Pulsar ausgesandten

21 (t) — o Perisstron Radiosignale auf den Doppler-Effekt aufgrund

_ R der Bewegung des Pulsars um den gemeinsamen

NS S / /-'f Schwerpunkt des Doppelsternsystems zuriickzu-

. ‘ [ fihren. Wir benétigen dazu die Relativgeschwin-

g A Pulsar orbit digkeit des Pulsars in Richtung der Sichtlinie von

Line of s~ M= e 4 me der Erde zum Doppelsternsystem, d.h. wir miis-
7 T~ sen das eben benutzte bequeme Koordinatensy-

Ascending node stem in der Bahnebene in eine geeignet verdrehtes

System umrechnen (vgl. die nebenstehende Skiz-
ze, die aus [Str13[] stammt: Dabei ist der Koordi-
natenursprung in den Schwerpunkt des Doppelsternsystems gelegt die z-Achse weist in Richtung Erde
(»Sichtlinie®). Die Bahnebene (also unser urspriingliches Bezugssystem) schneidet die xy-Ebene in der
Knotenlinie. Diese ist durch den Einheitsvektor in Richtung des ,aufsteigenden® Knotens

.

K = cos(2é, +sin(2e, (47)

gekennzeichnet. Dabei ist €2 die Lange des aufsteigenden Knotens. Der Vektor

N==- =sinisin Qe, —sini cose, +cosie, (48)
steht senkrecht auf der Bahnebene. Der Winkel 7 heifdt Inklinationswinkel. Weiter ist o der Winkel
zwischen der Knotenlinie und der grofien Halbachse der Pulsar-Bahnellipse; ¢ behilt die obige Bedeu-
tung bei, d.h. gibt den Winkel der momentanen Position des Pulsars zum Periastron an. Die Bahnkurve
des Pulsars ist bzgl. des Beobachtersystems ist demnach mit = w + ¢ durch

cosBGcosQ—sinBGsinQcosi
X, =7 | cos@sinQ+sin b cosQcosi (49)
sin@sin ;



gegeben. Gemifd (4) gilt dabei
i
=—=7. 50
ST 0

Die Schwankungen in der Pulsperiode sind nun durch die Relativgeschwindigkeit z; des Pulsars zum

Beobachter gemifd
| 142 /c Z4
fpulsar = fOpulsar 1— Z-l/c = fOpulsar <1 + ?> : (1)

gegeben. Es gilt nun offenbar
zy=rysinzsin(w + @) = z; = 7ysinisin(w + @)+ r @ sinz cos(w + @). (52)

Aus (12), (25[29) und @33) folgt

21

)= ——(1+ecosop) 53
und
) 2ma, ) (54)
7| = ————=e€sing.
! Pb V1— €2 v
Dabei ist s
2ta,  /GM m, G m, VGm) 55
= == —_— = .
P, a2 M a M M
Setzen wir nun in ein, erhalten wir schliellich nach einigen Umformungen
5 .
;= e S [cos(¢ + w)+ €cosw] (56)

Y P E—
! Pb LY 1— 62
Durch einen Fit dieser Formel an die iiber (51) gemessene Geschwindigkeitskurve (aus [Hul94]))
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lieflen sich die Keplerschen Bahnparameter Py, 4, sin, €, o und ¢, mit erstaunlicher Prizision bestim-
men.

Fiir den Hulse-Taylor-Pulsar PSR B1913+16 ergeben sich die Keplerschen Parameter [Wil14] 2, sinz =
2.341782(3) sc, e =0.6171334(5), P, = 0.322997448911(4) d, co = 292.54472(6)°. Die Periastronepoche
wird als modifiziertes Julianisches Datum angegeben: ¢, = 52144.90097841(4) MJD ﬂ

3s.z.B.https://en.wikipedia.org/wiki/Julian_day
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4 Relativistische Korrekturen

Wie wir bereits oben bemerkt haben, kann man das allgemein-relativistische Zweikorperproblem nicht
exakt l6sen. Bei den Doppelsternsystemen kann aber gliicklicherweise bereits viel mit der nichtrelativi-
stischen Niherung beschrieben werden, wie wir oben gesehen haben. Allerdings riihrt das grofie Inter-
esse an den Doppelsternsystemen nicht zuletzt daher, daf} relativistische Korrekturen ausgeprigter sind
als z.B. in unserem Sonnensystem und daher die empirische Uberpriifung der Vorhersagen der ART
ermoglichen. Daher wurde der sog. ,parametrized post-Newtonian formalism“ (PPN formalism) ent-
wickelt (vgl. den Review zu experimentellen Tests der ART [[Wil14]). Dabei wird angenommen, daf$
man es mit schwachen Gravitationsfeldern zu tun hat und mit einer metrischen Gravitationstheorie
dhnlich wie bei der ART, und man parametrisiert die Metrik ausgehend von der Newtonschen Nihe-
rung mit diversen Parametern. Der ART entsprechen dann bestimmte Werte fiir diese Parameter, die
man durch entsprechende Entwicklungen der vollstindigen ART um den Newtonschen Limes erhalt.
Bei gegebener Metrik kann man dann die Bewegungsgleichungen (die in metrischen Gravitationstheo-
rien wie in der ART den Geoditen in der durch die Metrik bestimmten Raumzeit entsprechen) fiir das
Zweikorperproblem, ausgehend von der oben besprochenen Newtonschen Niherung 16sen.

Die Genauigkeit der Pulsar-Timing-Messungen erlaubt es, die entsprechenden relativistischen Korrek-
turen aufzuldsen. Dazu miissen die Ankunftszeiten gegeniiber der rein Newtonschen Analyse von oben
fiir diverse relativistische Effekte (sowohl im Doppelsternsystem als auch im Sonnensystem beriicksich-
tigt werden). Dazu zihlen der Retardierungseffekt fiir die Signale aufgrund der Bewegungen im Dop-
pelsternsystem und der Erde im Sonnensystem (Rgmer-Korrektur), aufgrund der Aberration aufgrund
dieser Bewegungen, die Einsteinsche Zeitverzogerung (Gravitationsrotverschiebung und Zeitdilatation
im Doppelsternsystem) sowie der Shapiro-Effekt. Diese Effekte lassen sich mit dem PPN-Formalismus
berechnen und die Pulsar-Timing-Resultate an die entsprechenden Parameter fitten.

Neben den oben bestimmten Keplerschen Parametern erhilt man noch fiinf weitere post-Keplersche
Parameter: die mittlere Periastrondrehung () (analog wie beim Merkur), Variationen in den Pulsan-
kunftszeiten aufgrund von variabler Gravitationsrotverschiebung und Zeitdilatation wegen der Bahn-
bewegung auf stark elliptischen Bahnen der Sterne y’, die Anderung der Doppelsternbahnperiode auf-
grund der Abstrahlung von Gravitationswellen P, (vgl. Aufgabe 2 auf Ubungsblatt 1) sowie die Stirke
(range, r) und Form (shape, s) der Shapirozeitverzogerung der Pulse aufgrund des Begleitsterns im
Doppelsternsystem. Die ART in PPN-Niherung 1t dann die Bestimmung der beiden Massen 1,
und m, zu. Die 5 Parameter sind aber iiberbestimmt, d.h. man kann die ART iiberpriifen, indem man
evtl. Diskrepanzen in den gemessenen post-Keplerschen Parametern nachweist.

Fiir den Hulse-Taylor-Pulsar findet man (o) = 4.226598(5)° /yr, y" = 4.2992(8) ms und P, = —2.423(1)-
107!2, Leider lassen sich die Shapiro-Verzogerungsparameter r und s nicht sehr gut bestimmen, da der
Shapiro-Effekt wegen i ~ 47° klein ist. Aus den ersten beiden Parametern ergeben sich die Massen zu
my = 1.4398 +0.0002M,, und m, = 1.3886 4 0.0002/4 ;. Daraus ergibt sich {ibrigens der eben angege-
bene Wert fiir 7 mittels (55) und dem oben angegebenen Wert fiir a, sinz.
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