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1. Klausur zur Hoheren Quantenmechanik

Nachname:

Vorname:

Matrikelnummer:

Hinweise:

Die Klausur beinhaltet 5 Aufgaben. Die Bearbeitungszeit betrdgt 3 Stunden. Es sind aufler
dem anhéngenden Formelblatt keine Hilfsmittel zugelassen!

Beschriften Sie das Deckblatt gut leserlich mit Namen und Matrikelnummer. Wiederholen Sie
Ihren Namen auf jedem Blatt.

Die maximal erreichbare Gesamtpunktzahl betrigt 60 Punkte. Das Erreichen von mindestens
50 Punkten wird als 100% gewertet.

Aufgabe 1 (10 Punkte)

Multiple choice: Kreuzen Sie die jeweils richtigen Antworten an.

(a) Welche Zweiteilchenwellenfunktion ist korrekt fiir ununterscheidbare Fermionen mit Spin
= 1/2 (Elektronen)? Im folgenden sind |) und [|) die Eigenvektoren zu s, zu den
Elgenwerten h/2 bzw. —h/2.

O (7, 7)) = Nsin[k(F — )] (1T @ 1)y + 1)1 @ [1)9)
[U(F1, 7)) = Nsin[k(7 — )] (IT); @[1)g — [1); @ [1)5)
O [0, 7)) = Neos[k(Fy — 7)) (I1); @ [1)g+ 1)1 @11),)

(b) Es sei A ein hermitescher Operator. Welche der folgenden Operatoren sind unitér? Es
konnen mehrere Antworten korrekt sein!

O exp(iA)

exp(A)
1+A
1-A
1+iA
1—-iA

0o Ooo

(c¢) Es sei ¢(7) ein Vernichtungsoperator fiir Teilchen mit Spin 0 und |7} die dazugehérigen
Finteilchen-Ortseigenvektoren. Welche der folgenden Formeln ist richtig?

i fiir alle 7/ O
o117 =0

fir 7 £7 O



(d) Seien A und B kommutierende Operatoren, d.h. es gelte [A, B] = 0. Welche der folgenden
Formeln ist korrekt?

41AB O
[AB,A +41B] = {0 O
42h O

Aufgabe 2 (10 Punkte)
Der Zeitentwicklungsoperator fiir Zustéinde im Schrédingerbild gentigt der Differentialgleichung

. 8 / /
ih Ut 1) = HOU(L 1), (1)

wobei H(t) der Hamiltonoperator des Systems ist. Er besitzt die Eigenschaften

U, U, t") = U(t,t"), (2)
U(t,t) =1, (3)
U(t, U (t,t) = 1. (4)

(a) Zeigen Sie, daf fiir einen zeitunabhéngigen Hamiltonoperator H(¢) = Hy der Ausdruck

U(t,t') = exp [—%Ho(t — t’)} (5)

die Differentialgleichung (1) lost. Beweisen Sie dazu aus der Definition der Exponential-
funktion fiir Operatoren

> 1
A=1+Y —A"
owA=1+3 LA o)
daB ] ) )
o exp [~ Holt )] =~ Hoexp [ Ho(t — )] (7)
ot P TR I B
gilt.

(b) Zeigen Sie, dafi der Operator (5) die Eigenschaft (2) erfiillt. Sie diirfen dazu ohne Beweis
verwenden, daf exp(A + B) = exp(A) exp(B) gilt, wenn [A,B] = 0 ist.

(c) Zeigen Sie unter Verwendung von (6), dafl der Operator (5) die Eigenschaft (3) erfillt.

(d) Zeigen Sie, daf der Operator (5) die Eigenschaft (4) erfillt.



Aufgabe 3 (10 Punkte)

Es seien a,, (n € N = {1,2,3,...}) fermionische Vernichtungsoperatoren bzgl. irgendeiner dis-
kreten Einteilchenorthonormalbasis |n), die die tiblichen Antikommutatorrelationen

[ag, a;] . =0, [ak,a;L = Ok (8)

erfiillen. Es m&gen neue Operatoren

b, = Z(Ukk’ak’ + kafaL) (9)
k/

mit Ugpr, Virr € C definiert werden. Zeigen Sie, dafl die by wieder dieselben ,kanonischen Ver-
tauschungsrelationen” fiir Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

[by, by, =0, [bk, blTL = O (10)

erfiillen, wenn fiir die Matrizen U und V die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

ovt+ vt =0, UUT+VVi=1. (11)

Aufgabe 4 (15 Punkte)

Wir betrachten nun ein System spinloser ununterscheidbarer Bosonen. Es sei ¢(7) der entspre-
chende Vernichtungsoperator bzgl. der Einteilchen-Ortseigenbasis |7). Wir betrachten nun den
Operator

h 0 0
L, = /d3F¢T(F) T (x(‘)_y - ya) é(7) (12)
im Fockraum.

Zeigen Sie fiir den Spezialfall eines Zweiteilchensystems, daf er die z-Komponente des Gesamt-
bahndrehimpulses représentiert, indem Sie

h 0 0 0 0
L, |r;7m) =—= — — Yy — — —yo— | |71 7 13
|7”1 7”2) : <£L"1 o Y1 o + x9 912 y28x2> |7”1 7”2> ( )
beweisen.

Hinweis: Es geniigt, die Rechnung zunéchst fiir den Teil

L =3 [l o 6(7) (19

durchzufithren und dann kurz zu argumentieren, warum eine analoge Rechnung fiir den zweiten
Teil schlielich zum Ziel fiihrt.



Aufgabe 5 (15 Punkte)

Wir betrachten zwei unabhéngige Fermionen mit Spin 1/2.

(a)

Der Gesamtspinoperator beider Teilchen ist durch

e . h, .
S:SI+S2:§(01+U2) (15)

gegeben. Dabei sind sind die o o die Paulischen Spinoperatoren fiir Teilchen 1 bzw. 2.
Deren Eigenschaften sind in der Formelsammlung angegeben.
Zeigen Sie, daf3

G162 = %§2 ~3 (16)
gilt.

Hinweis: Da &1 und &5 auf unterschiedliche Teilchen wirken, gilt 169 = 626°1.
Zeigen Sie mit Hilfe von Gln. (16) und (30-34), daf} fiir die Operatoren

1 oL 1 o
Py= Z(l —0'10'2), Pg = Z(3+0102) (17)

folgende Gleichungen gelten:

Palxa) =1Ixa), Palxs,X)=0, as)
Pg|xa) =0, Pglxs,X) =|xs,%)

(fiir alle ¥ € {—1,0,1}).

Begriinden Sie aus Gl. (18) kurz, warum P 4 und Pg Projektoren auf die antisymmetrisier-
ten bzw. symmetrisierten Gesamtspinzusténde sind, d.h. warum die folgenden Beziehungen
gelten:

P{=Pg, P4=P,, PsP,=P,Pg=0 Pg+P,=1 (19)

Welchen Einschriankungen sind die durch

Vs s (r1;7m2)) = Fsx(r,72) [Xs, ) (20)
|WA(71572)) = Fa(r1,72) [xa) (21)

definierten Ortswellenfunktionen Fgy und F4 aufgrund der Fermioneneigenschaften der
beiden Teilchen unterworfen?



Formeln

Kommutator- und Antikommutatorrelationen fiir bosonische (oberes Vorzeichen) und fermioni-
sche Feldoperatoren lauten

[B(7), $(7)] . =0,
@!(7.0'()]_=0. (22)
(7). 17| = s (7 —7).

:F

Dabei ist 7 € R3. Ein vollstindig symmetrisierter bzw. antisymmetrisierter N-Teilchen-Produktzustand
ist durch

;. 7n) = @1 (7)) () - ¢ (7v) [0) (23)
gegeben, wobei |0) der Vakuumstand ist, fiir den gilt

d(7)[0) =0 fiir alle 7 € R3. (24)
Fir beliebige Operatoren A, B, C gilt
[AB,C]_ = A B, C]jF +[A, C]jF B. (25)

Fiir Teilchen mit Spin s = 1/2 bilden die Eigenzustidnde von s, ein vollstandiges Orthonormal-
system im zweidimensionalen Spinraum. Es gilt

Llo) = 2110}, 5. |o) = holo) (26)
mit o0 € {—1/2,41/2}. Wir bezeichnen die Eigenvektoren auch wie folgt

M =lo=1/2), [l)=lo=-1/2). (27)

Die Paulischen Spinoperatoren sind durch

Qu
Il
wy

(28)

St Do

definiert. Sie erfiillen die Relationen
3
[q, 00 = Ziz €abcTc, [Oa,0p]y = 200, &% =3. (29)
c=1

Die vier Basis-Spinzustéinde fiir zwei Teilchen mit jeweils Spin 1/2 kénnen in einen antisymme-
trisierten Zustand

Xa) = % (1) @ 11y — 1), @ (1)) (30)

und drei symmetrisierte Zustande

|XS7E = 1> = |T>1 ® |T>27

s, 2 =0) = %um D 1) + 111 ® (1)) (31)

|XS,E = _1> = |l>1 ® |l>2



klassifiziert werden. Sie bilden eine vollstdndige Basis des Zweiteilchen-Spinraums.

Der Gesamtspin ist durch
S=5+5 (32)

gegeben.

Der antisymmetrisierte Vektor (30) gehort zum Gesamtspin S = 0 des Zweiteilchensystems, d.h.
es gilt

=2

S"Ixa) =0, S:[xa)=0. (33)
Die symmetrisierten Zusténde (31) gehoren zum Gesamtspin S = 1, d.h. es gilt

—2
S™ x5, 2) = 282 |xa,%),  S.|xs, %) = h¥|xs, %) (34)

fiir ¥ € {~1,0,1}.



