Prof. C. Greiner, Dr. H. van Hees Wintersemester 2015/2016

Ubungen zur Nichtgleichgewichtsthermodynamik - Blatt 5 - Losungen

Aufgabe: Entropie und H-Theorem

Betrachten Sie ein ideales Quantengas in einem grofen aber endlichen Wiirfel mit der Kantenlinge /.

(a) Losen Sie das Eigenwertproblem fiir den Impulsoperato p= —iV fiir ein Teilchen. Nehmen Sie
dazu periodische Randbedingungen fiir die Wellenfunktionen ¢(x + /¢;) = ¢(x) fir j € {1,2,3}
(¢;: kartesische Basis) an.

Lésung: Die Eigenwertgleichung
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P (%) = —iV iy () = pay(¥) m
besitzt offenbar die Losung

u3(X) = Nexp(ip - X). )
Damit die periodischen Randbedingungen erfiillt sind, muf§
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gelten. Es ist also p € 271//Z. Wir normieren die Lésungen gemifs
(%7

(b) Wieviele Einteilchenzustinde G; kommen auf ein Phasenraumvolumen / 3A’p in der Umgebung
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eines Impulswertes p;?

Losung: Machen wir [ A3]3 > 1, so fallen auf dieses Phasenraumelement offenbar ungefihr
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(c) Berechnen Sie nun das statistische Gewicht I fiir den Vielteilchenzustand von ununterscheidbaren
Bosonen bzw. Fermionen, der durch die Besetzungszahlen N; charakterisiert ist.

Hinweis: Die Losungen sind

G.
I = < / > fiir Fermionen, (6)
Nj
G +N;,—1
L :< it > fiir Bosonen. 7)
N.

]

"Wir rechnen in ,natiirlichen Einheiten® mit 5 = ky = 1.
*Hatten wir % nicht 1 gesetzt, ergibe sich G; = A’ p/2rkY = PA3Pp/h>. Damit liefert die Quantentheorie mit der
Planck-Konstante b = 27t 5 ein natiirliches Phasenraummaf3, das es in der klassischen Mechanik naturgemifd nicht gibt.



d)

Im folgenden gehen wir davon aus, daf die Phasenraumzellen ,mikroskopisch® grof$ sind, d.h. die
G, grofle Zahlen sind (ebenso die N;), so daff bei den weiteren Rechnungen fiir die Fakultiten die

Sterling-Formel
lnN!NE N(lnN—1) ®)

o0

verwendet werden kann.

L3sung: Im Fall von Fermionen kann jeder der G; Zustinde héchstens ein Teilchen enthalten.
Das statistische Gewicht ergibt sich somit als die Anzahl der Méglichkeiten N; < G; Teilchen aut
Gj Plitze zu verteilen, wobei die Teilchen ununterscheidbar sind, d.h. es kommt nicht darauf an,
welches individuelle Teilchen welchen Zustand besitzt. Wir konnen dies auch so betrachten, dafl
wir N;-mal einen der Zustinde G; auswihlen, wobei jeder Zustand nur einmal ausgewihlt werden
darf. Demnach gilt fiir Fermionen in der Tat (6).

Ebenso konnen wir fiir Bosonen argumentieren, nur dafl jetzt jeder Zustand beliebig oft ausgewihlt
werden kann. Die Anzahl der entsprechenden Kombinationen ist durch (7) gegeben.

Das kann man sich wie folgt klar machen: Man denkt sich eine Tabelle durch G; —1 Striche mar-
kiert und kann jede Verteilung von N; Teilchen auf die G; Zustinde durch ein Muster wie ---|| ||
eindeutig charakterisieren. Dabei gibt ein Punkt an, daf} ein Teilchen den Zustand in der jeweili-
gen Spalte der Tabelle besetzt. In dem Beispiel haben wir G; =5 und N; = 6 gewihlt. Es besetzen
dann gemif} des Musters aus Punkten und Strichen 3 Teilchen den Zustand 1, keines den Zustand
2, eines den Zustand 3, 2 den Zustand 4 und keines den Zustand 5. Wir miissen also die Anzahl
der Anordnungen von G; — 1 Strichen und N; Punkten bestimmen, wobei weder die Striche noch
die Punkte irgendwie voneinander unterscheidbar sind. Offenbar gibt es (G; —1+ N;)! Anord-
nungen. Allerdings ist die Reihenfolge der Punkte in jeder Spalte der Tabelle irrelevant. Ebenso
ist die Reihenfolge der Striche, die die Spalten der Tabelle markieren, unerheblich. Wir haben also
(G;—1+N;)l/[N;|(G;—1)!], aber dies ist definitionsgemdf} genau der in {7) angegebene Binomial-
koetfizient.

Die Entropie des Systems ist dann durch
S= Z InT; )
j

gegeben. Berechnen Sie die Entropie fiir Fermionen und Bosonen. Driicken Sie die entsprechenden
Formeln durch die Phasenraumdichte
N
fEP)=¢ (10)

G,

aus, indem Sie zum Limes sehr grofler / {ibergehen, so daff die Summen iiber die Impulse durch
entsprechende Integrale ersetzt werden konnen.

Lésung: Fiir Fermionen ergibt (9) wegen (6)
§=>[InG;!—=InN;!—In(G; — N, )!] (11)
]

Nehmen wir nun an, dafl alle vorkommenden Zahlen sehr grofd sind, kénnen wir die Sterling-For-
mel (8) verwenden. Nach einigen Umformungen gelangen wir zu

G- —N. N.
S:—Z[G]-ln< ]G]- ]>+len<Gj_ij>:|. (12)
]




(e)

Kiirzen der Briiche innerhalb der Logarithmen mit G; erhalten wir wegen N; = f;G; gemif}

S:_ZGj [f]-ln]?—i—(l—f]-)ln(l—ﬁ)] (Fermionen) (13)
]

bzw. wenn wir im Limes / — oo die Summen durch Integrale ersetzen und dabei (11) beriicksich-
tigen

_ & -
S=-0’ J]R} S [fInf+(1—/f)ln(1—f)] (Fermionen). (14)

Sehr dhnliche Manipulationen (wobei man auch G; —1 durch G; ersetzt, was gerechtfertigt ist, da
voraussetzungsgemdfl G; > 1 ist) fiihren fiir Bosonen auf

S:—ZG]» [f] Inf]»—(1+fj)1n(1+f]-)] (Bosonen) (15)
]
bzw. o
p
S=-I’ JRa 2y [fInf —(1+4f)In(1+ f)] (Bosonen). (16)

Wir kénnen und zusammenfassen zu

=—r’ &5 n n
s=—' | Bl s F0£/I020)], @

wobei das obere (untere) Vorzeichen fiir Bosonen (Fermionen) gilt.

Leiten Sie daraus die Gleichgewichtsverteilungen fiir Bosonen und Fermionen aus dem Prinzip der
maximalen Entropie her.

Lésung: Wir miissen aus diejenigen Verteilungen bestimmen, die die Entropie maximal ma-
chen, wobei allerdings die Erhaltungssitze zu berticksichtigen sind, d.h. wir betrachten ein abge-
schlossenes System. Nehmen wir an, daf§ das Gas als ganzes ruht, miissen Energie- und Teilchen-
zahlerhaltung berticksichtigt werden, d.h. wir miissen die Nebenbedingungen

U:Etot:L3J p3E(p>f(P)’ E(P):P_a
s (27) 2m (18)
&£, .
i W

erfilllen. Wir konnen die Maximierungsaufgabe also als Variationsaufgabe mit Nebenbedingungen
behandeln. Um die Nebenbedingungen zu erfiillen, fithren wir Lagrange-Parameter 5 und « ein,
d.h. wir verlangen, daf} das Funktional

-
FUN=—0 [ GBI s 50t )+ BEG) +af] 19

stationdr wird. Die Variation ergibt sich nach einiger Rechnung zu

d*p . !
SF=-I’ fRS (2753 8f[Inf—In(1+f)+ BE(p)+a]=0. (20)




®

Da dies fiir alle 8 f gelten soll, muf} der Ausdruck in der Klammer unter dem Integral fiir alle
verschwinden. Dies ergibt

1n<1if> =—BE(p)—a. (21)

Auflosen nach f ergibt die bekannten Bose- bzw. Fermi-Verteilungsfunktionen

- 1
- . 2
D= e pEG=1 @
Bemerkung: Setzt man o =—u /T und 8 =1/T, erhilt man die tiblichere Form
R 1
f(p)= (23)

exp [—E@T)_# ] F1
wobei T die Temperatur und u das chemische Potential sind.

Betrachten Sie nun die Boltzmann-Uehling-Uhlenbeck-Gleichung, die wir in der Vorlesung herge-
leitet haben (oberes Vorzeichen fiir Bosonen, unteres fiir Fermionen):

. d}"/ d3—>
8.f(t5)= f s f s

X [f(t,?? +@)f (6, p =P Ef (Pl f(2,p)] (24)
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—f(t,ﬁ)f(t,ﬁ’)[lif(t,?+§)][1if(t,ﬁ’—oi)]],

wobel

0@)= | ToFespl(=ig ) 25)

die Fourier-Transformierte des Zweiteilchenwechselwirkungspotentials und g = E3 — El den Im-
pulstibertrag beim Zweiteilchenstof$ bezeichnen.

Leiten Sie daraus aus den Ausdriicken fiir die jeweilige Gesamtentropie das Boltzmannsche H-Theo-

rem her, d.h. _
$(t)>o0. (26)

Hinweis: Die analoge Rechnung fiir klassische Teilchen finden Sie in Landau und Lifschitz, Theo-
retische Physik, Bd. X (Kinetik) oder in meinem Skript zur Transporttheorie:

http://fias.uni-frankfurt.de/ ~ hees/publ/kolkata.pdf
Losung: Ableitung von (13) nach der Zeit ergibt

dS_ s (Lp sy (A
=) ahe(idr) @

Ersetzen wir nun f mit Hilfe der BUU-Gleichung , wobei wir den Stofterm durch drei Im-
pulsintegrationen mit einer entsprechenden &-Funktion fiir die Impulserhaltung fiir Zweierstofle



http://fias.uni-frankfurt.de/~hees/publ/kolkata.pdf

(P1s P2) <= (s> P4) erginzen, folgt

ds (B[ [ Py [ Phe V@)

P f <2n>13f <zn>3f <2n>3f 2oy | 2
X 278 (Ey + E, — Ey—E,) 27 8P(py + Py — ps — bs) (28)
X AR LNUE L) — AL )]

x1n<1fﬂ>=_pc1n<lfﬂ>

A —
Die ersten drei Zeilen, d.h. der ,Stofloperator® C, sind symmetrisch unter Vertauschung von p,

mit p,, d.h. wir kénnen auch
d_S:_L3éln< f2 > (29)
dt 1+ £

schreiben. Weiter ist C auch antisymmetrisch unter Vertauschung der Paare (1,2) < (3,4) bzw.
(1,2) < (4,3). Folglich gilt auch

ds 3 f3 _ 73~ f4
8 _pen( b )-rcn( 1) -
Addiert man alle vier Ausdriicke fiir dS/dz, erhilt man
ds A
o =L Cln[AA0E )£ L) =In[AAMEA)AE ] (31)

Schreibt man dies wieder ausfiihrlich hin, ergibt sich

ds _ 31 [ &5y [ 5 [ Eh VDI
w=rr| <2n>13J <2n>3J <zn>3f @y | 2
32)
x 218 (Ey + E, — E; —E)2n) 8By + py— ps — Pa)
X (X—=Y)(InX—InY)
mit
X=(AA2/)1xf), Y =AL(EA)1E1). (33)

Da nun die Logarithmusfunktion echt monoton wachsend ist, ist (X —Y)(InX —InY") > 0 falls
X #Y und (X —Y)(InX —InY’) =0 dann (und nur dann!), wenn X =Y gilt. Folglich ist

ds

dr — 69
d.h. die Entropie kann im Verlauf der Zeit nie abnehmen. Sie kann nur konstant bleiben, wenn sie
thr Maximum erreicht hat und X =Y gilt.

(g) Zeigen Sie, daf fiir die oben gefundenen Gleichgewichtsverteilungen tatsichlich d, f =0und § =0
gilt.

Losung: Falls S = 0 muf nach den obigen Uberlegungen zwingend X = Y sein. Man rechnet sofort
nach, dafl dies fiir die Gleichgewichtsverteilungen wegen der Energieerhaltung bei elastischen



Zweierstofien tatsichlich der Fall ist. Schreiben wir zur Abkiirzung {; = SE; +a, ergibt sich nim-
lich wegen der Energieerhaltung bei Zweierstoflen ¢} + ¢, = {§+ ¢, und damit schliefilich in der Tat

X=HA0£)1+1)
exp(&+&4)
(exp & F 1)(exp & F 1)(exp &y F 1)(exp s F 1)
exp((; +¢5)
(exp & F 1)(exp &G F 1)(exp & F 1)(exp {5 F 1)
SUVESHCEINEDE

(35)

Homepage zu Vorlesung und Ubungen:
http://fias.uni-frankfurt.de/ hees/neq-therm-WS15/
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