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Prasenzaufgabe 10 (Eindimensionale Streutheorie)

Wir betrachten die zeitunabhéngige Streutheorie fiir eindimensionale Probleme aus der Vorlesung aus
einem etwas anderen Blickwinkel. Wir nehmen dazu an, daf§ fiir das Potential V' (z) = 0 fiir |z| > a
gilt. Wir betrachten wieder Losungen der zeitunabhéngigen Schrodingergleichung, die wir nun in der
Form

uh(z) + eup(r) = U(x)up(x) mit e = 2mE/R?,  U(z) = 2mV (z)/h%. (1)
schreiben wollen.

Es sei Gy(z,2') eine Losung der Differentialgleichung

2
(%—i—e) Gp(z,r') = 6(z —2'). (2)

Gy heifit Greensche Funktion der zeitunabhéngigen Schrodingergleichung fiir ein freies Teilchen.

(a) Zeigen Sie, dal dann fiir € > 0 jede Losung der Integralgleichung
up(e) = ou(@) + [ de'Gilw, o \U( yun(a') (3)

auch () erfillt, wenn ¢g eine beliebige Losung der entsprechenden Gleichung fiir freie Teilchen,
also

B(x) + epp(r) =0 (4)
ist. Beweisen Sie weiter, daf zu jeder Losung von () eine Losung ¢ zu () existiert, so dafl ()
gilt.

(b) Zeigen Sie, daf} eine mogliche Greensche Funktion durch
1
Gp(z,r') = o {O(z — 2') explik(z — 2')] + (2 — z) exp[ik(z’ — )]} (5)
mit k = /e gegeben ist. Zeigen Sie dazu, dafl (@) fur x # 2’ die Gl. @) erfiillt ist und daB sie die

Randbedingungen fiir x — 2/ £+ 07, die sich durch Integration von () iiber ein infinitesimales
Intervall z € (' — n,2’ + 1) und der Stetigkeit von G ergeben.

(¢) Welche formale Beziehung zwischen Reflexions- bzw. Transmissionsamplitude und der Losung
YE(x) ergibt sich. Wahlen Sie die freie Losung ¢p(z) = exp(ikz) mit k = /€.

(d) Ein wichtiges Néherungsverfahren, die Bornsche Reihe, ergibt sich, wenn man () rekursiv
16st, wobei durch die Wahl der freien Losung ¢r bereits die physikalischen Randbedingungen
festgelegt werden kénnen. Dazu setzt man anfangs ugp = ¢g und iteriert dann Gl. (B]), d.h. man
hat folgende Rekursion

@) = 0p(@). V@) =05 + [ aCrlea)UENE @), (6)

Schreiben Sie die Ndherung ug) mit der Wahl ¢ = exp(ikx) explizit auf!

(e) Wie lauten die Naherungen fiir die Reflexions- und Transmissionsamplituden in erster Ordnung
im Potential U(z)?



Hausiibung 10 (Geiger-Nutallsche Formel)

In der Vorlesung wurde die Tunnelwahrscheinlichkeit fiir ein a-Teilchen aus einem Atomkern der
Kernladungszahl Z hergeleitet:

T 2 [Re 2e27!
In—=—- dry/2mg —FE,).
nTO i 7’\/ m < . > (7)

Dabei ist Z' = Z — 2 die Kernladungszahl des Tochterkerns, m,, die Masse des a-Teilchens, e > 0 die
Elementarladung und schlie8lich E,, die Energie des a-Teilchens. Weiter ist R der Kernradius und R,
der zweite klassische Umkehrpunkt.

Abbildung 1: Schematisches Kernpotential. Das «-Teilchen befindet sich anfangs im Bereich des an-
ziehenden Kernpotentials. Klassisch konnte es nur bis zum Kernradius r = R gelangen und wiirde dort
reflektiert. Aufgrund des Tunneleffekts kann es aber auf die andere Seite der Potentialbarriere in den
Bereich r > R, gelangen. Die Wahrscheinlichkeit dafir ist durch Gl. {@) gegeben (s. Vorlesung!).

(a) Berechnen Sie den Umkehrpunkt R. der klassischen Bewegung eines a-Teilchens (im Bereich
r > R.!) als Funktion der a-Teilchenenergie E,.

(b) Werten Sie das Integral ([ll) aus. Substituieren Sie dazu r = R, sin? 6.

(c) Zeigen Sie, daf sich fiir E, < 2Z’e?/R die Niherung
T AZ' 2/3
In(—)=-— Bz 8
" (TO) Vv Eoz - ( )

ergibt, wobei R oc Z’ /3 benutzt wurde. Dabei sind A und B Konstanten, die unabhangig vom
Tochterkern und von E, sind.

Bemerkung: Nimmt man an, daf§ das a-Teilchen im Kern vorgeformt ist und sich im Poten-
tialtopf, der aus Kernkriften und Coulombpotential des Tochterkerns gebildet wird und die
mittlere Zeit zwischen zwei Reflexionen des a-Teilchens an der Potentialbarriere ist, ergibt sich
als mittlere Lebensdauer des a-Strahlers

T= TO' 9)

Damit entspricht (§) dem schon 1911 empirisch gefundenen Gesetz, wonach der Logarithmus
des Lebensdauer (bzw. Halbwertszeit) eines a-Strahlers o< 1/y/E,, ist. Die entsprechende Formel
stimmt mit den empirischen Daten erstaunlich gut iiberein, wenn man die vielen Vereinfachun-
gen, die diesem Gamov-Modell des a-Zerfalls zugrundeliegen.

Homepage zu Vorlesung und Ubungen:

http://theorie.physik.uni-giessen.de/~hees/qml-ss09/


http://theorie.physik.uni-giessen.de/~hees/qm1-ss09/

