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Ubungen zur Quantenmechanik I

Losungen zu Blatt 8 (Hausiibung)

Prasenzaufgabe 11

Besprechen Sie mit Ihren Ubungsgruppenleitern die Klausur!

Hausiibung 11 (Matrizenmechanik)

(a)

Es ist
ea= [ dwmg o) = 5 [ dg €1 Hu©) exp(~€). )
Wie im Skript bilden wir das Integral mit der erzeugenden Funktion
I:/OO AEf(t,€) f(s5,€)€ exp(— ZZ ,k,/ d€ € H; () H (8)- (2)
- j=0k= 0

Die gesuchten Matrixelemente ergeben sich durch Koeffizientenvergleich bzgl. t7s*. Setzen wir
nun die erzeugende Funktion in (&) ein, erhalten wir

I = exp(2st) [~ degexpl-(€ s~ ) = Vil + D exp(2st) = Va(s +1) 3 T (g)
o n=0 :

Vergleichen wir nun die Koeffzienten von 7t/ in () mit denen in () erhalten wir aufgrund von
(@) nach einigen elementaren Umformungen die Matrixelemente

1 -
Tk = E(\/j@;kﬂ + \/%5j+1,k)- (4)

Beim Schreiben in Matrixform ist zu beriicksichtigen, daf§ die Zahlung der Indizes j und k& mit
0 beginnt. Es ist also

0 vy1 0 0 0
1 [vi 0o v2 0 o0
Offensichtlich gilt 2t = x, d.h. die Matrix ist hermitesch.
Zunéchst gilt
N . / . d 2
pune) = =il () = ~iNiah S [HL(E) exp(~€/2) o

= —iNjah(2k H_1 (€) — £ He) exp(—£2/2).

Das bedeutet fiir das Matrixelement

pi= [ dodj@pune) = NN [ AEHOREHA(9) ~ §Hu(Olexp(-€). (7



Mit der Orthogonalititsrelation aus dem Skript und durch Vergleich mit ([Il) erhalten wir

ik
pik = —iAN;Np2v/T27 k641 1, + 10w jp = —2ihad; 1, + 1\/0_4(\/_6”1 k+ V30 k1)

1ha (8)

= \/5] ki1 — VESjy1 ).
Als Matrix geschrieben ist also

0 —v1 0 0
iha [VI 0 =2 0
p=(pjr) = G0 v2o0 3

o O O

(9)

(c) Matrixprodukte kann man entweder in Matrixnotation oder als Summe mit Hilfe von @) und
) berechnen. Nach einiger Rechnerei kommt dabei tatséchlich

xp — pr = ihl (10)

heraus, also die Orts-Impuls-Vertauschungsrelation in Matrixnotation. Das mufl so sein, weil
die auf dem Ubungsblatt definierte Abbildung zwischen L?(R)-Funktionen und den dazugehé-
rigen ¢3-Folgen sowie zwischen Operatoren und Matrizen einen Isomorphismus darstellen. Das
bedeutet, da die Schrédingersche Wellenmechanik und die Heisenbergsche Matrizenmechanik
nur verschiedene Schreibweisen ein und derselben Quantentheorie sind.

(d) Ausfithren der Matrixmultiplikation ergibt

ho ,_ .
7(2] + 1)5jk = Ejéjk, (11)

d.h. der Hamiltonoperator wird in der Matrixdarstellung bzgl. Energieeigenvektoren diagonal,
und die Eintrage in den Diagonalelementen sind gerade die Energieeigenwerte.

Hjj, =

Das ist von vornherein ohne Rechnung klar, weil eine lineare Abbildung als Matrix bzgl. ihrer
Eigenbasis geschrieben stets eine Diagonalmatrix mit ihren Eigenwerten auf der Diagonalen ist.

Freiwillige Zusatzaufgabe
Das ist ein typisches Beispiel fiir die Anwendung der Vollstandigkeitsrelation

Z u;‘(x)u](x') =§(x —2). (12)
§=0
Diese Relation wenden wir nun wie folgt anll
/ dzu) (x)xy(z / dx/ dz'uy, (2')2"1p(x)d(z — 2')
= Z/ da'u (22 uj(z / dzuj(z)(r)

Tnj ()

(13)

o0
Z Tnjic; (Y

Man bezeichnet das oft als ,Einschieben der Eins”.




und das entspricht genau den Regeln der Matrixmultiplikation

() = zc (¥). (14)

Der einzige Unterschied zur gewohnlichen Matrizenrechnung ist, dafy wir es mit unendlichdimensionalen
Matrizen und Spaltenvektoren zu tun haben. Die Vektorkomponenten und Matrixelemente sind dabei
i.a. komplexe Zahlen.
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Homepage zu Vorlesung und Ubungen:
http://theorie.physik.uni-giessen.de/~hees/qml-ss09/


http://theorie.physik.uni-giessen.de/~hees/qm1-ss09/

