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Prasenzaufgabe 12 (Kohirente Zustédnde)

(a) Die Wahrscheinlichkeit fiir die Messung eines bestimmten Energiewertes ist das Betragsquadrat
des Koeflizienten vor der entsprechenden Energieeigenfunktion in der Entwicklung des Zustandes

nach diesen Eigenfunktion, d.h.
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Dies ist eine Poissonverteilung fir n mit Erwartungswert |32. Die erzeugende Funktion ist

6(2) = exp(=|BP) i USEE" _ ez - 1)1

Der Erwartungswert der Energie ergibt sich daraus sofort zu
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(B) =5 (n+1) = o +hwin) = o + hwG' (1) = - (L+ 2|8?).
Dabei wurde benutzt, dafl wegen (2)
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&' (2) = exp(—|8) Z’ﬁ n = G'(1) = (n).

Die Wellenfunktion ist
|ﬁ Pt
U(z,t)=exp|—— —i—= g x) exp(—inwt).

Die Oszillatoreigenfunktionen entnehmen wir dem Skript bzw. Ubungsblatt 8:
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Die erzeugende Funktion lautet
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Setzen wir (@) in (@) ein, liefert dann der Vergleich mit ()

U(z,t) = \{i exp {—— (§ +iwt — 4&y + 2y + 16 )}

mit o= —w, ¢ = ar, _r exp(—iwt).
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Fiir das Folgende ist es noch bequem, 3 = 31 + i mit (1, 52 € R zu schreiben.
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Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ist also eine Gaufiverteilung in x:

P(z,t) = % exp {— [5 — V231 cos(wt) + B sin(wt)]} 2} , 9)

und wir kénnen die Erwartungswerte von = und z? mit Hilfe der Formeln auf Ubungsblatt 1
berechnen:

(@) () = L O:o dz 2Pz, ) = g[ﬁl cos(wt) + B sin(wt)],

1 + 4[B cos(wt) 4 B2 sin(wt)]? (10)
<$2> (t) = 1 - 2 .
Daraus folgt
Aa(t) = /{2 (1) — (0 (1) = — (1)
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Wir kénnten nun den Erwartungswert fiir den Impuls ebenfalls direkt mit Hilfe der Operatoren
und der Wellenfunktion berechnen, d.h. vermdoge

(p) (t) = /O:O daU* (z,t)(—ihoy )V (x, t). (12)

Es ist im gegebenen Falle aber einfacher, das Ehrenfestsche Theorem anzuwenden. Demzufolge
gilt namlich

d 17, 4 1
G0 0= (5 [58]) 0= » e, (13
wie man sofort aus der kanonischen Kommutatorrelation
(6, 5] = ih1 (14)

entnimmt. Es ist also

(8} (1) = m5 () (1) = V2ah(B, cos(wt) — B sinw)]. (15)

Den Erwartungswert des Impulsquadrats finden wir aus dem Erwartungswert fir die Energie (B)
und () wie folgt:

By = -2 () (0 + 2 (%) (), (16)

<p2> (t) =2m l(E> e <x2> (t)} = QZEQ {1 + 4[B2 cos(wt) — fr sin(wt)]z} (17)

und damit

Ap(t) = 2. (18)

Die Erwartungswerte fiir Ort und Impuls gehorchen den Losungen der klassischen Oszillatorglei-
chung mit den Anfangsbedingungen

xo = \/iﬁl, po = V2ha. (19)




Die Gesamtenergie dieses klassischen Teilchens im Ostzillatorpotential betragt also
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0 T — (8 + ) = el B (20)

cl
d.h. bis auf die quantenmechanische Nullpunktsenergie stimmt die quantenmechanische Bewe-
gung der Erwartungswerte mit der Bewegung eines klassischen Teilchens im Oszillatorpotential
iiberein. Fiir |3]? > 1 1aBt sich die Bewegung des Teilchens in einem kohirenten Zustand also
kaum von der entsprechenden Bewegung eines klassischen Teilchens unterscheiden.

(e) Multiplizieren wir die zweite Gleichung in ([) und ([I¥)) finden wir

h

Ax()Ap(t) = 5.

(21)
d.h. der kohérente Zustand eines harmonischen Oszillators ist ein Zustand, in dem das Unschér-
feprodukt seinen minimalméglichen Wert annimmt. Fiir |3]? > 1 sind zudem die Orts- und Im-
pulsunschérfen klein gegeniiber den Erwartungswerten der Groflen selbst, d.h. wie schon bei der
Nullpunktsenergie sind die quantenmechanischen Schwankungen der Grofien vernachléssigbar,
d.h. ein kohérenter Zustand mit grofem |3|? ist die beste Annéherung des quantenmechanischen
Verhaltens eines Teilchens im Oszillatorpotential an das Verhalten eines klassischen Teilchens.

Der wesentliche Unterschied zum Gauflischen Wellenpaket eines freien Teilchens und einem ko-
hérente Zustand ist, daf§ die Ortsunscharfe beim kohérenten Zustand zeitlich konstant bleibt,
wéhrend sie beim freien Teilchen mit der Zeit unvermeidbar breiter wird (vgl. Hausiibung 2 auf
Ubungsblatt 2).
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