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1 Allgemeines zur Losung der Schrodingergleichung
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1.1 Problemstellung

Im folgenden betrachten wir Losungen der zeitabhéngigen Schrédingergleichung fiir die eindi-
mensionale Bewegung eines Teilchens in einem Potential entlang der x-Achse:

1hoyV(x,t) = HY(z,t) = —;i@glll(x,t) + V(2)¥(z,t). (1)

Wir werden uns auf die grundlegenden physikalischen Argumente beschranken. Eine ausfiihrli-
chere Behandlung der mathematischen Struktur der Schrédingergleichung findet sich in [Mes99].

Wir betrachten Potentiale, die im Unendlichen bestimmten konstanten Grenzwerten zustreben:

lim V(z) =W, EIEI V(z)=0. (2)

T—00

Dabei muf die Konvergenz gegen diese Werte schneller als mit 1/z erfolgen, d.h. es soll genauer

xhﬁngo z[V(x) — V] =0, xll}lzloo xV(z)=0 (3)
gelten. Es ist klar, daft die Wahl 0 des Grenzwertes fiir x — 0 keine Beschrinkung der Allgemein-
heit bedeutet, da wir in dem Falle, daf das Potential dort gegen einen anderen Grenzwert strebt,
durch eine einfache Verschiebung des Energienullpunkts die hier betrachtete Situation herstellen
kénnen, ohne dafs dies den physikalischen Gehalt der Betrachtung dndert.

Wir kénnen nun die allgemeine Losung der zeitabhéngigen Schréodingergleichung nach Ener-
gieeigenfunktionen entwickeln. Die Energieeigenfunktionen sind durch das Eigenwertproblem

2
Hyp(z) = —5—th(2) + V (2)pu(e) = B(o) ()

gegeben. Dabei wird i.a. die Menge der Energiecigenwerte sowohl einen diskreten als auch einen
kontinuierlichen Anteil enthalten. Wie wir gleich sehen werden, entsprechen die diskreten Ener-
gieeigenwerte gebundenen Zustdnden, denn die dazugehorigen Energieeigenfunktionen g sind
quadratintegrabel und kénnen auf 1 normiert werden. Die Eigenfunktionen zu kontinuierlichen
Eigenwerten besitzen im Unendlichen asymptotisch den Charakter ebener Wellen und beschrei-
ben dort somit die ungebundene ,,quasifreie“Bewegung des Teilchens. Diese Wellenfunktionen
werden auf die §-Distribution in der Energie normiert.

Numerieren wir die diskreten Energieeigenwerte und -eigenfunktionen mit n € N durch (dabei
konnen je nach der konkreten Form des Potentials i.a. sowohl endlich oder unendlich viele als auch
gar keine diskreten Energieeigenwerte existieren) und bezeichnen die Menge der kontinuierlichen
Eigenwerte mit C'r C R, so verlangen wir also

o0

/ " Az (@) (@) = S, / dz s (2)n(x) = 6(E — E') fix E,E' € Co. (5)

—0o0 —0o0

Daf die Eigenfunktionen zu verschiedenen Energieeigenwerten orthogonal zueinander sind, folgt
allgemein aus der Hermitezitdt des Hamiltonoperators (s. Vorlesung).

Es ist dann leicht zu zeigen, dafs in der Tat jede Funktion

W(a, 1) = Enj e exp <_1Eh’“t> () + /C dBe(E)exp <—1Eht> V(@) (6)



die zeitabhéngige Schrodingergleichung 16st.
Wie man leicht mit Hilfe der Orthonormierungsbedingungen nachweist (vgl. Présenziibung 6
c), héngt die Normierung von ¥(z,t) mit der Normierung der ¢, und ¢(E) zusammen vermoge

| el =S+ [P L. (7)

Bei vorgegebener Anfangswellenfunktion ¥(z,t = 0) sind die Koeffizienten ¢, und ¢(E) in (6))
durch

o0 [e.e]

—0o0 —0o
bestimmt (man rechne das nach!). Haben wir uns die Energieeigenwerte und Energieeigenfunktio-
nen beschafft, konnen wir also die Schrédingergleichung bei irgendeiner vorgegebenen Anfangs-
bedingung losen, wobei i.a. die Entwicklung @ i.a. nur numerisch konkret ausgewertet werden
kann.

1.2 Asymptotik der Energieeigenfunktionen

Betrachten wir nun also das Energieeigenwertproblem fiir die Potentiale der oben beschriebenen
Art. Zur Vereinfachung fithren wir die folgenden Variablen ein:

2m 2m
€= ﬁE’ U(x) = ﬁV(:c) (9)

Dann konnen wir in der Form

E(2) = [U(z) - ep(@) (10)

schreiben. Wir wollen nun die Form der Wellenfunktion fiir x — 400 herausfinden.

Fir x — —oo lautet die zeitunabhéngige Schrédingergleichung aufgrund der Annahmen
iiber das asymptotische Verhalten des Potentials

Bl@) = —ep(z). (11)
Tr—r—00

Diese lineare Differentialgleichung besitzt zwei linear unabhéngige Losungen exp(+iy/ex), so daf

die allgemeine Losung eine Superposition dieser beiden Lisungen sein mufs:

YE(T) = A exp(+ivex) + By exp(—iver). (12)
Wir miissen nun noch genauer iiber die moglichen Energieeigenwerte nachdenken. Falls namlich
€ > 0, s0ist Y fiir t — —oo in jedem Falle ein ungebundener Zustand, d.h. € liegt im kontinuier-
lichen Spektrum, und es gibt keine weiteren Einschrénkungen an € vom asymptotischen Verhalten
im Unendlichen, und dann sind allgemeine A; und Bj in erlaubt. Falls aber € < 0, so ist
genauer /e = i\/m zu schreiben, und damit die Wellenfunktion fiir x — oo nicht exponentiell
(bzw. fiir € = 0 linear) anwéchst, muf notwendig A; = 0 sein, d.h. wir haben genauer

(13)

T—r—00

vp(z) = Aj exp(iki1x) + By exp(—ikiz) mit ky = /e fallse >0
r) =
g Biexp(kix) mit k1 = \/|e], falls € < 0.



Fiir x — 400 ergibt sich
B(z) = (Uo—e)¥(a), (14)

r—r-+00

und wir kénnen exakt analoge Uberlegungen wie eben anstellen. Es ergibt sich dann schlieklich

Az exp(ikax) + B exp(—ikex) mit ko = e — Uy falls € > Uy

15
Agexp(—kox) mit ke = /Uy — ¢, falls € < Uj. (15)

T—+00

Yp(z) = {

Nun koénnen wir die verschiedenen moglichen Fille fiir € im Hinblick auf das Verhalten der
Wellenfunktionen analysieren

e ¢ < 0: Dies entspricht geméaf und mit Sicherheit gebundenen Zustidnden, d.h. die
Wellenfunktion fallt fiir x — +o00 exponentiell ab, d.h.

Q,Z)E(ﬁ) = B eXp(KJlCU) mit k1 = |€|
Vvp(r) = Ajexp(—kor) mit k1 = /Uy — e
T—>00

Wir werden weiter unten noch zeigen, dafs diesen € notwendig diskrete Energieeigenwerte
E = h?¢/(2m) entsprechen. Daf es sich um gebundene Zustéinde handeln mu$, wird auch
physikalisch verstandlich, wenn man sich das analoge klassische Problem vor Augen fiihrt:
Wenn E < 0 ist, kann das Teilchen weder nach x — oo noch nach © — —oo laufen, da
sonst der Energiesatz verletzt wiirde, denn die potentielle Energie p?/(2m) = mwv?/2 ist
notwendig positiv und das Potential nach Annahme asympotisch gleich 0 bzw. V5 > 0.
Damit also gebundene Zusténde iiberhaupt moglich werden, muf das Potential irgendwo
negativ werden, also eine Art ,,Potentialmulde“bilden (vgl. Abb. . Unsere eben gefundenen
asymptotischen Losungen zeigen aber, daf eine von 0 verschiedene Aufenthaltswahrschein-
lichkeit des Teilchens aufserhalb des klassisch erlaubten Bereiches gibt! Dieses Phinomen
ist klassisch nicht erklarbar und wird als Tunnel- oder Gamov-Effekt bezeichnet.

e 0 < e < Up: Gemih und kann sich das Teilchen nach x — —oo hin quasi-frei
bewegen, nicht aber nach x — oc. Es sind alle E = h%¢/(2m) in diesem Bereich erlaubt,
so daf F in diesem Falle zum kontinuierlichen Bereich der Energieeigenwerte gehort. Da
flir x — oo nur genau eine, ndmlich die exponentiell fallende Losung erlaubt ist, gibt es
zu jedem Wert fiir £ genau eine Energieeigenfunktion, d.h. dieser Teil der Energieeigen-
werte ist nicht entartet. Auch hier haben wir wieder einen Tunneleffekt. Der Bereich
T — oo ist wie oben erldutert fiir das Teilchen verboten, aber die quantenmechanische
Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist dort nicht 0.

o ¢ > Up: Gemal und ist das Teilchen bzgl. der Bewegung nach beiden Richtungen
xr — too ungebunden. Die entsprechenden Energieeigenwerte sind also alle erlaubt und
gehoren somit zum kontinuierlichen Teil der Eigenwerte. In beiden Regionen sind allgemei-
ne Superpositionen aus zwei Losungen erlaubt, d.h. in diesem Bereich sind die Eigenwerte
zweifach entartet. Auch das ist an dem klassischen Analogon verstidndlich: Das Teilchen
kann in diesem Fall bei vorgegebener Energie in beiden asymptotischen Regionen sowohl
nach rechts (entsprechend den Wellenfunktionen mit Koeffzienten A;2) bzw. links (ent-
sprechend den Wellenfunktionen mit Koeffizienten By o laufen.
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Abbildung 1: Potential und qualitatives Energieeigenwertspektrum zum zugehérigen Schrédinger-
schen Energieeigenwertproblem.

1.3 Kontinuitatsgleichung

Wir kénnen weitere recht allgemeine Schliisse aus dem asymptotischen Verhalten der Wellenfunk-
tionen ziehen, wenn wir die Kontinuitétsgleichung fiir den hier diskutierten eindimensionalen Fall
heranziehen. Aus der zeitabhéngigen Schrédingergleichung folgt sofort, dals die Gleichung

Opo(x,t) + 0pj(x,t) =0 mit
o(z,t) = [ (x, )| (17)
(1) = %{\I/*(x,t)az\ﬂ(:p,t) 0T (2, )] U (1)} = %Im[\lf*(x,t)ﬁmlll(x,t)]

gilt. Fiir eine quadratintegrable Funktion W(x,t) bedeutet dies, daf die Normierung der Wel-
lenfunktion mit der Zeit konstant bleibt (s. Vorlesung), d.h. hat man ¥ zur Zeit t = 0 auf
1 normiert, so ist dies automatisch auch fiir alle spateren Zeiten gewahrleistet, vorausgesetzt
U erfiillt die Schrodingergleichung. Mathematisch gesehen ist dies Folge der Unitaritédt des
Zeitentwicklungsoperators, die aus der Hermitezitat des Hamiltonoperators folgt.

Fiir die Energieeigenfunktionen

W (1) = exp (—) Vi), (18)

wobei hier E sowohl im diskreten als auch im kontinuierlichen Teil des Spektrums liegen darf, ist
offenbar die Wahrscheinlichkeitsdichte g zeitlich konstant. Dies zeichnet die Energieeigenfunk-
tionen physikalisch als die stationdren Zustidnde des Systems aus: Die Wahrscheinlichkeits-
verteilung als die in der Wellenfunktion enthaltene physikalisch relevante Information ist zeitlich
konstant. Demgeméft muf aufgrund der Kontinuitatsgleichung auch der Strom zeitlich konstant
sein. In der Tat folgt fiir die Wellenfunktion

. . h X
Jp(,t) = jp(z) = —Im[{p(@)¢p()] (19)
Aus der Kontinuitdtsgleichung folgt weiter
Oor(z,t) =0 = —jg(z) — je(z) = jg = const. (20)



Der Strom ist also eine Konstante.

Wir kénnen nun den Strom fiir die Energieeigenzustinde aus dem oben hergeleiteten asympto-
tischen Verhalten bestimmen.

Fiir gebundene Zusténde (E < 0) und die Zustédnde zu den einfach entarteten Energiceigenwerten
im Kontinuierlichen Spektrum 0 < E < Vj, ergibt sich fiir x — oo, dall jp = 0 sein mufs.

Fir 0 < E <V} gilt andererseits im Limes z — —o0

ik

m

je =0 (AL = |B1 ). (21)
Es muf also |A;| = |B;| := 1/2|A;| sein. Durch geeignete Wahl der Phasenfaktoren der entspre-
chenden beiden nach rechts bzw. links laufenden Teilwellen, konnen wir demnach stets erreichen,
daf mit A = |A;] gilt

1- 1~
Al = §A exp(—i—i51) B = iA exp(—i&l), (22)
und dies in (15| eingesetzt ergibt
Yp(r) = Acos(kiz +9). (23)
T—r—00

Fir F > Vj ergibt die Stromerhaltung fiir die Koeffizienten der asymptotischen Wellenfunktion

T — +oo
B hkq

m

hk
. 2 2 2 2 2

jo = SHA | Bi) = S| 4o — [ Baf?) (24)
Wir wenden uns nun nochmals den moglicherweise existierenden gebundenen Zustdnden zu. Ver-
nachléssigen wir einen Moment die Bedingung der Quadratintegrabialitit der Wellenfunktionen,
gibt es i.a. zu jedem F < 0 zwei linear unabhéngige Losungen, die sich jeweils so wahlen lassen,

dak die eine im positiv Unendlichen, die andere im negativ Unendlichen exponentiell fallt:

0 [ Zoosoo AT exp(—m12) + B exp(si12)
djE ~ A(+) -
=z—+o00 19 exp(—rat),
) (25)
1/}(,) oo By ' exp(ki)
E =N Ag )exp(—/ﬁgac) —I—Bé )exp(mgx).

Es kann also nur dann ein gebundener Zustand vorliegen, wenn wgr) = ng) mit C' = const. Dies
zeigt, wie schon oben erlautert, dafs die zu gebundenen Zusténden gehérigen Energieeigenwerte
E < 0 nicht entartet sind, d.h. wenn ein gebundener Zustand existiert, ist die dazugehorige
Eigensfunktion bis auf eine Normierungsonstante eindeutig bestimmt.

Wir betrachten nun die Wronskideterminante zu zwei Losungen von zu Energieeigenwer-
ten E und E’

W (g, YE; 1) = Yp(@)Yp (2) — ¥p(@)ve (2). (26)
Aus folgt dann unmittelbar
0:W (Vg Ypr;x) = —(e — € )Yptp. (27)

Fiir irgendein festes a € R ist also

Wo(YE,YEs;x) = W(Wp, Ye; 1) — W(YE, Yp;a) = —(e - 6’)/ dz'tp(a") e (x).  (28)

a

6



Es seien weiter zu jedem Wert E die Funktionen wg) die Losungen der Schrodingergleichung
mit fixierten Anfangsbedingungen bei z = a: @ZJS) (r =a) = (4, g)’(m = a) = Cy. Fiir diese
Funktionen gilt dann offenbar W, = W.

Jetzt betrachten wir die Ableitung von W fiir diese Funktionen nach € in der Umgebung eines

Eigenwertes im kontinuierlichen Spektrum. Bezeichne dazu § die Variation der jeweiligen Grofe
bei einer Anderung von E zu F 4 JE bzw. € zu de. Dann folgt einerseits aus

SWa =W (g 0 + 005 0) = W, 600 2) = —de / dz[ply) (@) (29)
Andererseits folgt fiir
(a)/(x)
15 (@) = 2 (30)
Vg (2)
bei Variation nach E: @ @
a W (', 0y a
5f§3)(1‘) - ( £ (a) 2E ) (31)
[Vp]
Kombiniert man dies mit , erhélt man
1 xX
01 (@) =~ [ dalufy @) (32)
i (@) Jo

Das bedeutet, daft die logarithmische Ableitung der Energieeigenfunktionen zu fixierten An-
fangsbedingungen bei £ = a monoton fallend fiir £ > a und monoton wachsend fiir x < a als
Funktionen von E (bzw. €) sind.

Nehmen wir nun an, es sei £ < 0 ein Eigenwert im kontinuierlichen Teil des Eigenwertspektrums.
Wir kénnen dann fiir die Wellenfunktionen 1#1(;) offenbar a — 400 wihlen. Die Funktion f gr) (x)
ist also bei festgehaltenem z als Funktionen von E stets monoton wachsend und f ](E_)(z) mono-
ton fallend. Wie wir oben gezeigt haben, miissen die Wellenfunktionen w}(gi) aber (bis auf eine

multiplikative Konstante) gleich sein, und das bedeutet f](;) = fé:). Dies ist ein Widerspruch,
und daher muf jedes E < 0 notwendig zum diskreten Spektrum gehoren.

1.4 Zur Normierung der Energieeigenfunktionen

Wahrend die Normierung der Energieeigenfunktionen fiir diskrete Energieeigenwerte, also fir
gebundene Zustande, gemaf kein prinzipielles Problem darstellt, miissen wir die Normierung
auf die §-Distribution fiir ungebundene Zusténde genauer ansehen. Fiir die Eigenfunktionen
zu einfachen Eigenwerten ist es klar, dafs das Nomierungsintegral in x §(F — E') ist, und
wir miissen lediglich den Koeffizienten bestimmen. Fiir die doppelt entarteten Eigenzustdnde
ist es nicht unmittelbar klar, daf irgendwelche zwei linear unabhéngigen Losungen orthogonal
zueinander sind, aber wir kdnnen stets Linearkombinationen finden, die orthogonal sind.

Wir konnen also annehmen, daf die Eigenfunktionen einer vollstindigen Basis allesamt zuein-
ander orthogonal sind. Es bleibt uns also lediglich noch die Normierung fiir die ungebundenen
Zusténde zu bestimmen.

Beginnen wir mit dem Fall 0 < E, E’ < V. Wir haben dann, wie eben iiberlegt,

| dwvp@pe) = cEiE - £), (33)

—0o0



Zur Bestimmung der Normierung ist also nur derjenige Anteil des Integrals entscheidend, der
fir £ — E’ divergiert, und diese Divergenz kann aufgrund des asymptotischen Verhaltens, s.
und bzw. nur von der unteren Integrationsgrenze —oo herrithren. Wir kénnen also
bis auf einen Fehler, der im Limes £ — E’ endlich bleibt, die Normierung aus dem asympto-
tischen Verhalten fiir £ — —oo bestimmen. Dazu wéhlen wir zunéchst den Phasenfaktor der
Wellenfunktion so, daft gilt. Dann ist fiir £ ~ E’

0
/_ dzA(E)A(E') coslknz + ()] coslk,z + 6(E")]

~ i / h dzA(E)A(E') expli(ki — K))z] (34)

—0o0

= LBk~ k) = 20| A B)P5(kr — ).

Darin bedeutet ~ Gleichheit bis auf im Limes £ — E’ endlich bleibende Beitrige. Weiter ist

S(ky — ) = 6 <\/2mE - \/ZmE) 25y = TR s - By )

h?2 h? m m

Wir miissen also die Wellenfunktion so normieren, dafs die Koeffizienten A; und Bj in die
Bedingung
hkq o Dk 9 1
— A1 = —|B1]* = —.
m [l m Bl 21h
erfiillen, wobei |A;|? = |B1|? aus der Stromerhaltung folgte (vgl. Abschn. Gl ) Anders
ausgedriickt mufs die Wellenfunktion so normiert sein, daf der Anteil des Stromes, der von
x — —oo auf den Ursprung x = 0 zufliefit, d.h. gem.
R) _ Nk

=00 m| 1 2mh

(36)

(37)

normiert ist.

Fir E > Vy haben wir das Problem, dafs es zu jedem Energiecigenwert zwei linear unabhéngige
Losungen gibt.

Im folgenden wollen wir die Situation betrachten, daft ein Wellenpaket, das zur Zeit ¢ = 0 auf
einen Ort 9 — —oo konzentriert ist und nach rechts lauft. Dann mufs zu jeder spateren Zeit der
Teil des Wellenpakets im Bereich  — oo ausschlieflich nach rechts laufen. D.h. wir wéhlen fiir
jeden Energieeigenwert E > Vj die Eigenfunktion aus, fiir die

VYp(T) =

{A1 exp(ikiz) + By exp(—ikiz) fiir z — —o0 (38)

Ay exp(+ikax) fiir z — oo

istll]

Die Normierung bestimmen wir ganz analog wie eben im Fall 0 < E < Vj, wobei freilich beide
asymptotischen Regionen beriicksichtigt werden miissen. Es ergibt sich die Vorschrift, daf die
Wellenfunktion wieder geméfs normiert sein mufs. Im Falle der kontinuierlichen Eigenwerte
bestimmt also die Norm des bei x — —oo nach rechts laufenden Wellenpaketes die Normierung.

Man kann zeigen, daf die Losungen, die sich fiir & — oo wie Bz exp(—ikzx) verhalten, orthogonal zu den in
(38) gegebenen Losungen sind [GY03].



Die Zeitentwicklung dieser Wellenpakete ist dann gem. @ durch

(1) :;cnd)n(:ﬂ) exp <—1Eh”t> 4 /0 " dBcmin(z) oxp (JE;) (30)

gegeben. Wie wir eben gesehen haben, bilden diese Wellenfunktionen jedoch zusammen mit den
iibrigen ungebundenen und gebundenen Wellenfunktionen kein vollstidndiges Orthonormal-
system, weil wir diejenigen Wellenpakete nicht beriicksichtigt haben, die in der Region x — oo
nach links laufende Anteile besitzen. Wir sondern jedoch diese Losungen aus, um die oben be-
schriebene physikalische Situation eines von links her einlaufenden Wellenpakets zu beschreiben.

2 Freie Teilchen

Das freie Teilchen, also der Fall V(x) = 0 14t sich einfacher mit Hilfe von Impulseigenzustan-
den behandeln. Wir haben auf den Aufgabenbldttern 1 und 2 das Gaufssche Wellenpaket fiir
freie Teilchen ausfiihrlich behandelt. Fiir unsere Simulationen wollen wir dieses Wellenpaket fiir
x < 0 als Anfangszustand konstruieren. Wir arbeiten aber wie oben betont in dem Unterraum
mit nur nach * — oo hin auslaufenden Wellen. Die entsprechende auf §(F — E’) ,normierte”
Energieeigenfunktion ist nach den obigen allgemeinen Betrachtungen also durch

vV2mE

VYE(T) = -

exp(ikx) mit k=

m
2mhk (40)

gegeben.
Wir verwenden nun folgende Néherung. Im Impulsraum (geschrieben mit Wellenzahlen k = p/h)

lautet das Anfangswellenpaket, das wir allerdings nicht um x = 0 herum plazieren wollen, sondern

bei zg < 0: ,
~ 1 k—k .
'l/)o(k) = W exp |:_(40[0) — lk:ro . (41)

Fiir unsere Rechnungen verwenden wir stattdessen den folgenden Anfangszustand in der Ener-

giedarstellung
s = [ Bo(h) + do(—)] mit k= YEE, (42

Zur Berechnung der zeitabhéngigen Losung integrieren wir diese Anfangswellenfunktion gem.
. Da hier keine gebundenen Zustédnde existieren, ist

Uz t) = /Ooo AE ci o (x) exp (-ft) . (43)

Dies ist fiir nicht zu breite Impulsverteilungen (also nicht zu grofe «/) eine sehr guter Naherung
fiir das Gauftsche Wellenpaket, wie das unten gezeigte Movie auch zeigt.

Zur Herstellung der Movies wird dieses Integral mit einer einfachen adaptiven Trapez-Simpson-
Quadratur numerisch ausgewertet. Dabei ist es wegen der Singularitdt des Anfangszustandes
bei ¥ = 0 allerdings von Vorteil, nach k zu integrieren. Es ist

2k Bt 12k
U(z,t) :/ dk % cpp(x) exp <—1h> P="" (44)
0 m

2m
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Abbildung 2: Die Potentialschwelle.

Die numerische Auswertung zeigt, dal dieses Wellenpaket (in rot gezeichnet) in der Tat mit
grofer Genauigkeit unser Wellenpaket (blau gestrichelt) aus Hausiibung 2 reproduziert:
Link zum Movie

Wie wir in den Ubungen ausfiihrlich diskutiert haben, bleibt das Wellenpaket Gaukformig, ver-
breitert sich aber aufgrund der nichtlinearen Dispersionsrelation w = hk?/(2m) der Schrédin-
gerwellen mit der Zeit, d.h. der ein anfinglich auf kleinem Raum genau lokalisiertes Teilchen
wird mit der Zeit immer unschérfer, und zwar desto schneller, je genauer das Teilchen anfangs
lokalisiert war, denn desto breiter ist das Anfangswellenpaket im Impulsraum.

3 Potentialschwelle

Als einfachstes Beispiel betrachten wir nun eine Potentialschwelle der Form

0 flirz<0

Viz) = { (45)

Vo firz >0,

wobei Vy > 0 ist (s. Abb. . Dann sind unsere asymptotischen Losungen fiir die ganzen Bereiche
x < 0und x > 0 exakt. Da das Potential nirgends negativ wird, gibt es keine gebundenen sondern
nur ungebundene Zustande der beiden Typen. Wir haben also als Losungen der zeitunabhéngigen
Schrédingergleichung mit nach rechts laufenden Wellen fiir x — oo fiir £ > Vy:

() = 0(—x)[A1 exp(ikix) + By exp(—ikiz)] + 6(x) Az exp(—kozx) falls E < 1} (46)
B = O(—x)[A1 exp(ikiz) + By exp(—ikix)] + 0(x) Az exp(ikex)  falls E > V)

mit k1 = /6, ko = /Uy — e und ko = /e — Uy, wobei wir wieder zur Abkiirzung € = QmE/h2
und Uy = 2mV}y/ h? geschrieben haben.

Die Konstanten unterliegen nun der Einschriankung, daft die Losungen zweimal differenzierbar
sein miissen. Es miissen daher ¢ und ¢y bei z = 0 stetig sein. Zusammen mit der Normie-
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rungsvorschrift ergeben sich aus diesen Stetigkeitsbedingungen fiir die Koeffizienten

m 2]{1 kl—iﬂ2 ..
d= [ a= g gy o cp oy
1S e T Tt BT e 0B,

[ m 2k k1 — ko .
A=, /———, A9=—-—A By = A fur B > V.
! 2rh2k;’ 2 ki + ko b ! ki + ko 1 furs >V

Das Wellenpaket ist dann wieder durch GI. gegeben.

Ein erstes physikalisches Versténdnis fiir diese Wellenfunktionen ergibt eine Betrachtung, die
analog zur Behandlung der realistischeren Streuprozesse im dreidimensionalen Raum ist. Dabei
interessiert man sich nur fiir das asymptotische Verhalten der Teilchen, d.h. wenn sie sich weit
weg von der Schwelle bei x = 0 authalten.

Dabei miissen wir bedenken, daft die Wellenfunktionen g keine ,,echten” Zustdnde reprasentie-
ren, da sie nicht quadratintegrabel und somit nicht normierbar sind. Sie kénnen aber als Grenzfall
von echten Zustédnden gedeutet werden, namlich gerade solche, wo

cp = 0(E — Ey) (48)

ist. Wir kénnen uns also z.B. sehr schmale um FEjy konzentrierte Gaukfunktionen vorstellen, wo-
bei wir den Grenzfall verschwindender Breite betrachten. Physikalisch kénnen wir deren Bedeu-
tung nur verstehen, wenn wir bedenken, daf es sich um Wahrscheinlichkeitsamplituden handelt.
Demnach reprasentieren die ebenen Wellen, aus denen sich unsere Energieeigenldosungen zusam-
mensetzen, einen sehr lange in der Vergangenheit eingeschalteten Strom von links her auf die
Schwelle zulaufenden (statistisch unkorrelierten) Teilchen mit sehr genau festgelegter Energie.
Die Betragsquadrate der Energieeigenfunktionen geben dann relative Haufigkeiten an, die mit
einem Detektor, der sehr lange die Teilchen an einem bestimmten Ort x z&hlt, gemessen werden
konnen.

Stellen wir den Detektor irgendwo links weit weg von der Schwelle auf, wird er sowohl die
einlaufenden als auch die an der Schwelle reflektierten Teilchen messen. Ein sehr weit rechts
positionierter Detektor wird die Teilchen erfassen, die die Schwelle iiberwinden. Wir kénnen also
im Prinzip die auf den Strom der einlaufenden Teilchen normierten Wahrscheinlichkeiten messen,
dafs ein Teilchen, das mit einer wohldefinierten Energie E sehr weit links von der Schwelle loslauft,
irgendwann reflektiert wird bzw. die Schwelle iiberwindet und sehr weit weg nach rechts lduft.
Diese relativen Stréme bezeichnen wir als Reflexions- bzw. Transmissionskoeffizienten?
Gemik sind fiir unsere Schwelle die Koeffizienten durch

;L 1 fir0< F < W
R = ]-ETOO VB L (ki—ke)®
J 00 o = (ki_,’_k;)g fir £ > Vj,
(49)
T'=53"=1{ k|4l 4kok .
1 s ﬁ A—f = m fir £ > Vj,
Wegen der Stromerhaltung gilt
R+T =1, (50)

?Diese Koeffizienten sind als Analoga zum Streuquerschnitt in der Streutheorie zu verstehen, wobei freilich
der Streuquerschnitt eine Funktion des Raumwinkels bezogen auf die Richtung der auf ein ruhendes Target
zulaufenden Teilchen ist.
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wie es aufgrund der Interpretation von R und T als Reflexions und Transmissionswahrschein-
lichkeiten eines Teilchens auch sein mufs.

Fiir unsere Movies wollen wir die Wahrscheinlichkeitsdichten fiir ein anfangs bei xg < 0 kon-
zentriertes nach rechts auf die Potentialschwelle zulaufendes Wellenpaket als Funktion der Zeit
simulieren. Dies erreichen wir, indem wir Cr geméfs wahlen.

Dies entspricht physikalisch der Situation, dafs wir einen Strom von jeweils einem einzelnen recht
gut lokalisierten Teilchen beobachten und an jedem Ort z einen Detektor aufstellen, der jedesmal
die Zeit erfaft, die nach dem Losschicken des Teilchens vergangen ist, wann er das Teilchen
registriert. Dann kann man wieder die relativen Haufigkeiten als Funktion der Zeit erfassen, und
erhdlt dann genau die Wahrscheinlichkeitsverteilungen, die wir im folgenden in den Movies zeigen
wollen.

Dabei ist es wichtig zu bemerken, daf aufgrund der Heisenbergschen Unschérferelation fiir Ort
und Impuls

h
AxAp > 3 (51)

der Anfangsimpuls pg relativ unbestimmt sein mufs, wenn man ein auf einen relativ engen Orts-
bereich um z( fixiertes Teilchen praprieren miiffte. Da das Teilchen fiir ¢y < 0 als frei betrachtet
werden kann, besitzt es eine entsprechende Energieunschérfe

AE ~ P ap. (52)
m

Selbst wenn wir also ein Wellenpaket mit 0 < Ey = % = h;:ﬁ < Vp in GL konstruieren, wird
dieses immer auch eine (wenngleich kleine) Beimmischung von Wellen E > V{) beinhalten, was
erkldrt, dafs in der Tat mit einer sehr kleinen Wahrscheinlichkeit, Teilchen jenseits der Schwelle
detektiert werden kénnen, ohne daf$ dies dem Energieerhaltungssatz widerspricht. Dies 16st
das scheinbare Paradoxon zwischen quantenmechanischem Tunneleffekt und Energieerhaltungs-
satz fir realistische Wellenpakete, die einer quasi-klassischen Situation entsprechen, auf. Genau

diese Situation betrachten wir nun in dem folgenden Movie:

3.1 Totalreflexion (Ey = 0.3V})

Link zum Movie

Hier wurde Fy = 0.3V gewéhlt. Die Energieunschirfe betrug AE ~ 0.16Vy. Wie wir sehen,
bewegt sich das Wellenpaket anfangs wie ein freies Teilchen auf die Potentialschwelle zu, wo-
bei es sich freilich verbreitert, wie im vorigen Abschnitt erldutert. sobald die Wellenfront auf
die Schwelle trifft, dringt in der Tat ein (vornehmlich stark geddmpfter) Anteil der Welle in den
Bereich x > 0 jenseits der Schwelle ein, wihrend links eine stark oszillierende Wahrscheinlichkeits-
verteilung auftritt, die sich aus der Interferenz zwischen der einlaufenden und der reflektierten
Welle ergibt. Diese Interferenzeffekte sind charakteristisch fiir das quantenmechanische Verhal-
ten Wahrscheinlichkeitsverteilung. Sie wiirden nicht auftreten, wenn wir einen Strom klassischer
Teilchen mit entsprechend der Anfangsenergieunschérfe verteilten Energien auf eine Schwelle
schieffen wiirden. Eine eher dem klassischen Verhalten entsprechende Situation entsteht erst wie-
der, wenn nach einer Weile nur noch das reflektierte Wellenpaket zuriicklauft. Es ist allerdings
gegeniiber der Anfangsverteilung wesentlich verbreitert.

Eine weitere interessante Eigenschaft ergibt sich noch aus dem Vergleich des Wellenpakets zum
Verhalten eines klassischen Teilchens, das mit der mittleren Energie Eqy auf die Schwelle zulduft.
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In der klassischen Mechanik wird das Teilchen in der hier simulierten Situation einfach instantan
reflektiert. Die Position dieses klassischen Teilchens wird im Movie durch die vertikal eingezeich-
nete griine Linie dargestellt. Wir sehen, daf sich zu Zeiten nicht zu lange, nachdem die ersten
Teile der Wellenfront auf die Schwelle getroffen sind, der Schwerpunkt des reflektierten Anteils
des Wellenpaketes gegeniiber dem reflektierten klassischen Teilchen verzogert bewegt. Auch dies
ist ein spezifisch quantenmechanischer Effekt, der durch die Phasenverschiebung der Teilwellen
bei der Reflexion entsteht. Diese Phasenverschiebung 1afst sich iibrigens analysieren, indem man
die Koeffizienten der Energieeigenmoden analysiert.

3.2 Kleiner durchlaufender Anteil (Ey, = 0.5V})

Im néchsten Movie erh6hen wir die mittlere Energie auf Ey = 0.5V und behalten « bei, so daf
nun die Energieunschirfe etwa AFE = 0.2V} betrégt.
Link zum Movie

Hier sehen wir, daft gegeniiber dem vorigen Fall ein kleiner Anteil des Wellenpaketes auch nach
x > 0 propagiert. Dieser Anteil riihrt von den im Anfangszustand enthaltenen Moden mit £ > Vj
her. Es entstehen vor dem Uberschreiten des Hauptpeaks des durchlaufenden Anteils charakte-
ristische kleinere Vorléaufer.

Die Position des entsprechenden klassischen Teilchens mit der Energie Ey ist wieder durch die
vertikale grine Linie dargestellt.

3.3 Mittlere Energie: £y = 1.2V, (AE = 0.3V))

Link zum Movie

Hier haben wir die mittlere Energie Ey = 1.2V} gesetzt, also etwas grober als den Potentialsprung
bei x = 0. Das klassische Teilchen, dessen Position wieder durch die griine Linie gekennzeichnet
ist, wiirde hier in jedem Fall iiber die Stufe hinweglaufen, allerdings bei x > 0 mit um Vj
verringerter Energie (und entsprechend kleinerer Geschwindigkeit).

Im Vergleich dazu wird in der quantenmechanischen Rechnung ein Teil der Welle reflektiert, d.h.
mit der entsprechenden Wahrscheinlichkeit wird das Teilchen auch bei E > V an der Potenti-
alschwelle reflektiert, und der durchlaufende Anteil bewegt sich mit gegeniiber dem klassischen
Teilchen grofseren Geschwindigkeit.

3.4 Mittlere Energie: £y = 1.5V, (AE = 0.35V))

Link zum Movie

Hier haben wir die mittlere Energie Ey = 1.5V} gesetzt, also etwas grofser als den Potentialsprung
bei x = 0. Das klassische Teilchen, dessen Position wieder durch die griine Linie gekennzeichnet
ist, wiirde hier in jedem Fall iiber die Stufe hinweglaufen, allerdings bei > 0 mit um Vj
verringerter Energie (und entsprechend kleinerer Geschwindigkeit).

Im Vergleich dazu wird in der quantenmechanischen Rechnung ein Teil der Welle reflektiert, d.h.
mit der entsprechenden Wahrscheinlichkeit wird das Teilchen auch bei ¥ > V an der Potenti-
alschwelle reflektiert, und der durchlaufende Anteil bewegt sich mit gegeniiber dem klassischen
Teilchen grofseren Geschwindigkeit.
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3.5 Mittlere Energie: £y, = 6.0V, (AE = 0.691;)

Link zum Movie

Hier haben wir die mittlere Energie Fy = 6V} gesetzt, also etwas grofser als den Potentialsprung
bei x = 0. Das klassische Teilchen, dessen Position wieder durch die griine Linie gekennzeichnet
ist, wiirde hier in jedem Fall iiber die Stufe hinweglaufen, allerdings bei x > 0 mit um Vj
verringerter Energie (und entsprechend kleinerer Geschwindigkeit).

Erst bei diesen gegeniiber dem Potentialsprung erheblich hoheren mittleren Teilchenenergien
bewegt sich das Wellenpaket wieder anndhernd wie das klassische Teilchen, allerdings wie bei
allen (quasi-)freien Bewegungen unter erheblicher Verbreiterung.

3.6 Streuzustande

In der Streutheorie betrachtet man i.a. die Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Teilchen
in eine gegebene Richtung gestreut wird. Diese Information wird im sog. Streuquerschnitt
angegeben. Darauf wollen wir in diesem Artikel nicht néher eingehen.

In unserem eindimensionalen Fall entsprechen diesen Wahrscheinlichkeiten die Transmissions-
und Emissionskoeffizienten, die das Verhéaltnis der Grofe des reflektierten bzw. durch die Schwelle
hindurchgehenden Stromes von Teilchen angeben. Die Zustédnde, die wir dabei betrachtet haben,
sind die stationdren Energieeigenzustéinde. Praktisch mefibar ist so ein Strom, indem man sehr
viele voneinander unabhéngige Experimente mit jeweils einem Teilchen durchfithrt und dann
die Wahrscheinlichkeitsstrome als relative H&aufigkeiten mifst. Dabei schickt man ein Teilchen
mit recht genau bestimmter Energie, weit weg von der Potentialschwelle los und z&hlt nach
sehr langer Zeit, wieviele Teilchen weit weg von der Schwelle reflektiert bzw. wieviele durch die
Schwelle hindurchgelangt sind.

Wellenmechanisch wird diese Situation durch einen halbseitig unendlichen Wellenzug bestimmter
Frequenz beschrieben, dessen Kopf sich zur Zeit ¢t = 0 weit weg von der Potentialschwelle befindet
und auf die Schwelle zulduft. Dies bezeichnet man in der Streutheorie als einen asymptotisch
freien einlaufenden Zustand bzw. kurz als ,,in-Zustand“. Danach betrachtet man die
Situation wieder sehr lange nachdem der Wellenkopf auf die Potentialschwelle getroffen ist. Fiir
asymptotisch groe Zeiten hat man dann den stationdren Endzustand (out-Zustand) erreicht.

Auch diese Situation l&ft sich numerisch simulieren. Wir miissen uns nur passenden in-Zustand
(d.h. die Wellenfunktion zur Zeit ¢ = 0) verschaffen. Im Impulsraum ist dieser Zustand durch

i exp(—ikxo)

k)= 53
gegeben. In der Ortsdarstellung erhalten wir
> dk )
¢o(z) —/ %(bo(k) exp(ikz). (54)

Setzen wir fiir ¢g(k) ein, sehen wir, daf wir das Integral {iber den Residuensatz berechnen
konnen, indem wir den Integrationsweg in der oberen bzw. unteren Halbebene durch einen belie-
big grofen Halbkreis schliefen. Damit dieser Halbkreis keinen divergenten Beitrag zum Integral
liefert miissen wir wegen der Exponentialfunktion fiir x > xg den oberen und fiir x < xy den
unteren Halbkreis wihlen. Da nur in der unteren Halbebene bei k = kg —i0™ ein Pol liegt, haben
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wir nach dem Residuensatz

O(zo — x)
V2T

Diese Wellenfunktion besitzt fiir zg — oo die korrekte Normierung einer ebenen Welle auf die

d-Funktion bzgl. k. Es handelt sich jedenfalls um einen Wellenzug, der fiir < x( einer ebenen
Welle fiir ein nach rechts laufendes Teilchen mit Impuls k.

¢o(x) = expliko(z — zo)]- (55)

Die Wellenfunktion fiir beliebige Zeiten erhalten wir wieder, indem wir wie oben erldutert, mittels
Energieeigenfunktionen die Zeitentwicklung berechnen. Die numerische Auswertung wird in den
folgenden beiden Movies gezeigt.

Im ersten Movie ist Eg = h?k3/(2m) = 0.6V} gesetzt. In diesem Fall haben wir Totalreflexion,
und die Welle dringt nur mit einem exponentiell fallenden Anteil in den Bereich > 0 vor. Fiir
x — oo ist also der nach rechts gerichtete Strom 0, wie aufgrund des Transmissionskoeffizienten in
(49) zu erwarten. Fiir grofe Zeiten wird der Wellenzug (in griin eingezeichnet) in dem gezeigten
x-Ausschnitt stationdr und identisch mit der rot eingezeichneten Energieeigenfunktion zu der
gegebenen Energie Ejy:
Link zum Movie
Im zweiten Beispiel ist £ = 1.2V} gesetzt, d.h. wir haben gemaéfs sowohl einen reflektierten
als auch einen durchlaufenden Anteil. Fiir grofte Zeiten néhert sich der als asymptisch freier An-
fangszustand gestartete Wellenzug (griin) wieder der stationiren Losung (rot) beliebig genau an:
Link zum Movie

4 Potentialtopf

Wir betrachten nun den endlich tiefen Potentialtopf, d.h.

U fi b
Viw) = VW o fir |z] <0, (56)
0 fir |z| > b

mit Vy > 0 (vgl. Abb. .

Dies ist insofern ein interessantes Problem als wir erwarten diirfen, daft es neben den Streuzu-
stdnden mit Energieeigenwerten F > 0 auch gebundene Zusténde mit £ < 0 gibt.

Das Problem, die Energieecigenzustande und dazugehérigen Energieeigenwerte zu finden, erleich-
tert sich erheblich durch die Symmetrie des Problems unter Raumspiegelungen. Der Raumspiegelungs-
oder Paritatsoperator wirkt auf Wellenfunktionen vermoge

Py () = ip(—x). (57)

Da offenbar P2 = 1 gilt, sind mogliche Eigenwerte von P = 41. Da sich weiter der Hamilton-
operator unter Raumspiegelungen offenbar nicht &ndert, also P~'HP = H gilt, kénnen wir P
simultan zu H diagonalisieren. Wir kénnen also die gesuchten Eigenzusténde von H gleich als
gerade bzw. ungerade Funktionen ansetzen: 1/}1(;)(—30) = +Yp(x).

Der Vorteil bei der Losung des vorliegenden Problems besteht darin, daft wir uns nur um die Ste-
tigkeitsbedingungen an der Stelle x = b zu kiimmern brauchen. Wegen der Spiegelungssymmetrie
erfiillen dann die Wellenfunktionen automatisch auch die Stetigkeitsbedingungen bei x = —b.
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Abbildung 3: Der Potentialtopf.

4.1 Bindungszustiande mit gerader Paritat

Wir beginnen mit der Suche nach Energieeigenwerten mit geraden Energieeigenfunktionen und
betrachten zundchst die Mdéglichkeit, daft gebundene Zustdnde auftreten, also Energieeigenwerte
E < 0 existieren. Setzen wir wieder € = 2mFE/h* und Uy = 2mVp/h?%, haben wir
—(U, fii < b,
—ep(x) fiir |x| > b.

Es ist weiter von vornherein klar, dafs € > —Uy und also Uy + € > 0 sein mufl. Da die Wellen-
funktion gerade sein soll und im Unendlichen nicht exponentiell wachsen darf, ist die Losung
eindeutig durch

(59)

(+), ) Arexp(—r1lx|) fiir [z] > b,
Vi (z) = ..
As cos(kox) fir |z| <b

mit k1 = /—e und ky = /Uy + € gegeben. Die Wellenfunktion mufs bei x = b mitsamt ihrer

ersten Ableitung stetig sein. Das ergibt das homogene lineare Gleichungssystem

Aj exp(—k1b) — Ay cos(kab) = 0,

60
— A1k exp(—r1b) + Agka sin(kab) =0 e

als Bedingung fiir die Konstanten A; und As. Damit dieses Gleichungssystem von der trivialen
Losung A1 = Ay = 0 verschiedene Losungen haben kann, mufs die Determinante der Koeffizien-
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Abbildung 4: Zur graphischen Lésung der Eigenwertbestimmungsgleichungen fir gerade (links)
und ungerade Eigenfunktionen rechts, cf. Gin. und @

tenmatrix verschwinden, und das fithrt nach ein paar einfachen Umformungen auf die Bedingung

tan(keb) = % dh. tan(by/Tp + €) = ,/U_je. (61)
2 0

Die letzte Form der Gleichung zeigt, dafs es sich um eine Bedingung an die Energieeigenwerte
E = h%¢/(2m) handelt.

Diese Gleichung léft sich nicht geschlossen 16sen, aber wir kénnen sie leicht graphisch analysieren.
Dazu fiihren wir die neue Variable y = bko = by/—¢ ein. Dann schreibt sich die Gleichung

[Ugh? — 2

Offenbar muf also 0 < y < v/Uyb? sein, und wir miissen untersuchen, wo Schnittpunkte zwischen
den Graphen der Funktionen auf der linken und rechten Seite existieren. Deren y-Werte sind
dann offenbar die gesuchten Losungen. Betrachten wir dazu den linken Plot in Abb.

Hier haben wir Uy und b gerade so gewahlt, daR /Upb? = 20. Wir werden diese Wahl fiir alle unten
gezeigten Simulationen von Wellenpaketen beibehalten. In schwarz sind die positiven Zweige des
Tangens aufgetragen in rot der Graph der Funktion auf der rechten Seite von GI. . Da diese
Funktion monoton fallt und fiir y — 0 divergiert, gibt es fiir jeden Wert von +/Upb? wenigstens
einen Schnittpunkt (und also einen Energieeigenwert) mit dem Zweig des Tangens im Bereich
y € [0,7/2). Weitere Eigenwerte sind moglich, wenn /Upb? groRer ist, und zwar gibt es genau
einen Schnittpunkt mit jedem Zweig des Tangens, der im Definitionsbereich 0 < y < /Upb? liegt.
Wie aus der allgemeinen Diskussion zu erwarten, sind also die Energieeigenwerte zu gebundenen
Zustanden diskret.

Man {iberlegt sich leicht, daf die Anzahl der Energieeigenwerte mit geraden Eigenfunktionen

ne = [PEE] 41

(63)

s

ist, wobei [z] fiir die grofte natiirliche Zahl, die < z ist, steht. Dabei féllt die n-te Losung ins
Intervall
Yn € [(n_ 1)7T> (7’L— 1/2)7T)7 ne {1,2,...,7’L+}- (64)
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Damit lassen sich sdmtliche Losungen der Gleichung numerisch mittels des Bisektionsver-
fahrens zuverléssig berechnen. Die dazugehorigen Eigenfunktionen sind dann durch Lésung einer

der beiden Gleichungen von als die Funktion gegeben:
A1 = exp(k1b) cos(kab) As. (65)

Da die Determinante fiir jeden Eigenwert verschwindet, ist dann die andere Gleichung von
automatisch ebenfalls erfiillt. Die Konstante Asg ist schliefslich durch die Normierungsbedingung

/ T daP @) =1 (66)

bestimmt. Das Integral existiert mit Sicherheit, da die Wellenfuntionen im Unendlichen expo-
nentiell abfallen. Nach Auswertung desselben gelangt man schliefslich auf
cos?(kab)  sin(2kqb) —1/2
+
K1 2]€2

Ay = [b+ (67)

4.2 Bindungszustidnde mit ungerader Paritit

Die Bindungszusténde mit ungerader Wellenfunktion finden sich in ganz analoger Weise wie eben
fiir die geraden Wellenfunktionen besprochen. Es gilt

6 () = {Bg sin(kox) fir x| < b,

. . (68)
B signzexp(—ri|z|) fir |z| > b.

Die Stetigkeit der Wellenfunktion und ihrer Ableitung bei x = b fithrt wieder auf ein homogenes
lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten By und Bs. Damit nichttriviale Losungen exi-
stieren, miissen wir wieder das Verschwinden der Koeffizientenmatrix verlangen. Dies fiihrt nach
Einfiihrung der obigen Variablen y schlieklich auf die Bestimmungsgleichung

[Ugb2 — 42
coty = — 0723/' (69)

Analog zur Diskussion fiir die geraden Wellenfunktionen fiihrt die Betrachtung des rechten Plots
in Abb. [] auf die Anzahl der Energieeigenwerte mit ungerader Energieeigenfunktion, ndmlich

0 falls vVUb? < /2,

= / 70
hu [?IJQ - %] +1 falls VUGb? > 7/2. (70)
Falls n, > 1 liegen die Losungen fiir y stets in den Intervallen
2n — 1
UYn € [ n2 7T,7”L7T:| fir 1<n<n,. (71)

Auch hier ist wieder das numerische Auffinden aller Lésungen mit Hilfe der Bisektionsmethode
problemlos moglich.

Fiir den y,, entsprechenden Energieeigenwert ergibt sich dann aus der Stetigkeits- und Normie-
rungsbedingung fiir die Koeffizienten
B = exp(k1b) sin(kab) B,

sin?(kob) _ sin(2k2b) 12 (72)

By = |b
2 + K1 2]432
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4.3 Ungebundene Energieeigenzustinde

Wir betrachten nun Lésungen der zeitunabhéngigen Schrédingergleichung zu positiven Energie-
eigenwerten. Auch hier empfiehlt es sich, zur einfacheren Erfiillung der Stetigkeitsbedingungen,
zunachst gerade und ungerade Losungen aufzusuchen. Wie wir sehen werden, existieren jeweils
beide Losungen fiir alle Energieeigenwerte £/ > 0, was aufgrund unserer Diskussion des allgemei-
nen Falles zu erwarten war: Die Energieeigenwerte £ > 0 bilden das kontinuierliche Spektrum des
Hamiltonoperators, und diese Eigenwerte sind zweifach entartet. Nur halbseitig ins Unendliche
laufende Wellen gibt es im gegebenen Falle nicht, da die asymptotischen Werte des Potentials
gleich sind.

Zugleich haben wir mit den beiden Losungen zu gerader und ungerader Paritdt auch das voll-
standige (verallgemeinerte) Orthonormalsystem gefunden, wenn wir geméf den oben entwickel-
ten Vorschriften fiir die Normierung der ungebundenen Energieeigenzustinde vorgehen. Es ist
namlich klar, daff Wellenfunktionen unterschiedlicher Paritdt stets orthogonal zueinander sind.
Wir werden allerdings wie schon bei der Potentialstufe fiir unsere Simulationen lediglich die nach
rechts laufenden Losungen bendétigen, die wir fiir jedes £ > 0 durch Linearkombination aus den
Eigenzustéinden mit definiter Paritét erhalten werden.

Fiir gerade Paritét besitzen die Losungen offenbar die Form

(+)(a;) _ {Ag cos(kox) fir |z| <b

73
Aj exp(iki|z|) + By exp(—ik;|z]) fir |z| > b (73)

mit k1 = /€, ko = v/Up + €. Die Forderung, daf die Wellenfunktion und ihre Ableitung bei x = b
stetig zu sein haben, ergibt fiir die Koeffizienten

A1 _ exp(:Fiklb) kl COS(ka) + lkg s1n(k:2b) AQ. (74)
B 2k

Fiir ungerade Paritat haben wir
_ Al sin(kqx) fir |z] <b
U @) =42 — i (75)
sign z [A] exp(ik1|x|) + B exp(—ik;|z])] fur x| > b
mit

, Fy sin(kab) F iky cos(kab
A1) exp(ikyp) RLSnR2D) F iky coslhab) ) (76)
B; 2k1

Die Losung, die nach rechts laufenden Wellen entspricht, d.h. diejenigen Eigenfunktionen, die
x exp(+ikix) fiir £ > b sind, ergibt sich daraus sofort durch die Linearkombination

zwngﬁw%;ﬁmpﬁ (77)

Setzen wir die Losungen geméaf Gln. (73H76|) ein, ergibt sich aus der Normierungsvorschrift
fiir den im Bereich x < —b nach rechts laufenden Anteil der Welle:

/ m

Betrachten wir zunéchst das asymptotische Verhalten der ungebundenen Loésungen, indem wir
die wie bei der Schwelle definierten Reflexions- und Transmissionskoeflizienten bestimmen. Dazu
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Abbildung 5: Transmissions- und Reflexionskoeffizienten beim Potentialtopf.

miissen wir nur die Koeffizienten fiir die entsprechenden Wellenanteile aus den eben hergeleiteten
Gleichungen einsetzen. Nach ein wenig Algebra findet man

B (k12 — k2)? sin?(20bk2)

 4Kk3k3 cos?(2bka) + (K + k3) sin?(20ks)’

T 4k2 k3 .
4k2k32 cos?(2bks) + (k2 + k2) sin?(2bks)

R

(79)

Es gilt natiirlich wieder 7'+ R = 1, wie es sein mul.

Hier tritt ein gegeniiber der Schwelle neues interessantes Phdnomen auf: Der Reflexionskoeffi-
zient verschwindet offenbar fiir diejenigen Energieeigenwerte, fiir die 2bks = nm mit n € N ist.
Entsprechend gilt fiir diese Energieeigenwerte T' = 1, d.h. die Welle fiir diese speziellen Ener-
gieeigenwerte wird vollstdndig transmittiert. Dies ist eine typisches Resonanzphidnomen (vgl.

Abb. ).

4.4 Demonstration des Resonanzphidnomens

Wir demonstrieren dies mit der Simulation eines Wellenpakets, das sich aus Wellen in einem recht
engen Energiebereich um eine solche Resonanzschwelle herum zusammensetzt. Entsprechend ist
dieses Wellenpaket im Ortsraum zwar relativ breit, aber man erkennt deutlich, daf fiir Zeiten
relativ lang nach dem ersten Inkontakttreten des Wellenkopfes mit dem linken Rand des Poten-
tialtopfes, fast die gesamte Intensitdt der Welle nach rechts lauft und kaum Anteile reflektiert
werden, d.h. schickt man ein Teilchen mit einer Energie, die sehr genau auf eine ,,Resonanzener-
gie” eingestellt ist, auf den Potentialtopf zu wird es mit einer Wahrscheinlichkeit sehr nahe von
1 durch den Topf hindurchlaufen und so gut wie nie reflektiert werden.
Link zum Movie
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http://itp.uni-frankfurt.de/~hees/qm1-ss09/wavepack/resonance-fin-pot.gif

4.5 Mittlere Energie: Ey = 0.24V}

Das typische Verhalten des Wellenpakets fiir eine mittlere Energie, die nicht in der Nahe einer
Resonanz liegt, demonstrieren wir im folgenden Movie. Das von links einlaufende freie Gaufswel-
lenpaket trifft auf den linken Rand des Potentialtopfes und wird dort teilweise reflektiert und
teilweise transmittiert. Der transmittierte Anteil trifft auf den rechten Rand des Potentialtopfes
und wird dort wieder teilweise reflektiert und teilweise transmittiert usw. Dadurch entstehen Mi-
nima und Maxima sowohl fiir den nach x < —b reflektierten und den nach x > b transmittierten
Anteil des Wellenpakets.
Link zum Movie

4.6 Uberlagerung gebundener Zustinde

Um eine Vorstellung iiber die Natur von Wellenpaketen zu erhalten, die sich aus der Uberla-
gerung gebundener Zustdnde ergeben, simulieren wir schlieflich noch einen anfang (ebenfalls
niaherungsweise Gaufsformig gewihltes) auf das Innere des Topfes konzentriertes Wellenpaket,
das sich ausschlieglich aus den gebundenen Zusténden zusammensetzt. Wie man aus Abb. [4]
sieht, gibt es im gegebenen Falle n, = 7 gebundene Zustédnde mit positiver und n, = 6 mit
negativer Paritat. Das Wellenpaket besitzt also die folgende Gestalt

o BT Bt
U(a,t) = e @) exp | ——— | + D el v @ep | ——— | . (80)
n=1

n=1

Die Koeffizienten ¢ wurden als die entsprechenden ,yerallgemeinerten Fourierkoeffizienten” eines

Gaufsschen Wellenpakets o(x) bestimmt:

it = [ vt o) (81)

—0o0

Freilich ist dann fiir ¢ = 0 nicht genau das Gauflpaket g, da zu dessen exakter Entwicklung
nach Energieeigenzustidnden auch die ungebundenen Zusténde beitragen wiirden. Wir wollen
hier aber gerade den Fall eines ausschliefslich aus gebundenen Zustédnden zusammengesetzten
Wellenpaketes studieren. Freilich haben wir das Wellenpaket wieder auf 1 normiert.

Link zum Movie

Wie wir sehen, verhélt sich ein solches Wellenpaket wie eine stehende Welle, die auch im Bereich
|z| > b nicht strikt verschwindet, wohin ein klassisches Teilchen mit einer Energie E' < 0 aufgrund
des Energieerhaltungssatzes nicht gelangen konnte. Dies ist wieder der bereits oben bei der
Diskussion der Potentialstufe erwdhnte quantenmechanische Tunneleffekt.
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