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1 Der Unterschied zwischen reeller und komplexer Integration

Vorbemerkung: Aus Griinden der Anschaulichkeit, habe ich weitgehend auf eine exak-
te mathematische Darstellung verzichtet. Ich verweise stattdessen auf die einschligigen
Lehrbiicher.

Wie ist die Situation im Reellen?

Bekanntermaflen besitzt jede stetige Funktion f : [a,b] — R,a < b eine Stammfunktion, zum
Beispiel die Integralfunktion:

F(z) = /m F)dt

Dabei spielt es keine Rolle, ob man den Riemannschen Integralbegriff oder das Lebeque-
Integral benutzt [FreiBus91| Seite 61. Zur Erinnerung:

Beim Riemannschen Integral benutzt man sog. “Treppenfunktionen” mit denen die zu unter-
suchende Funktion approximiert wird. Dabei wird die z-Achse gewissermaflen in Teile zerlegt.

Eine Funktion f : [a,b] — R ist dabei gerade dann Riemannintegrierbar, wenn zu jedem
e > 0 Treppenfunktionen ¢, € Tla,b], (dabei ist T'[a, b] die Menge aller Treppenfunktionen),
existieren mit ¢ < f < und

/abi/}(x)dx - /ab p(x)dx <e

Fiir eine genaue Abhandlung, siehe z.B. [For92| Seite 125ff.

Anders in der komplexen Ebene. Dort muf3 eine Funktion, die eine Stammfunktion hat, ana-
lytisch sein. Auch diesen Begriff will ich kurz erkldren: Eine Funktion ist analytisch, wenn
sie

e eindeutig und differenzierbar

oder



e wenn die partiellen Ableitungen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen eriil-
len:

ou Ov Ov ou

dr Oy dr Ay
oder
e wenn sie in ihrem Analytizitatsbereich beliebig oft differenzierbar ist

Analytizitdt ist also eine wesentlich stérkere Forderung als die Stetigkeit.

Ein weiterer Unterschied ist, dafl das komplexe Integral ein Kurvenintegral ist, welches von
der Wahl der Verbindungskurve abhéngt. Dies fithrt zum Begriff des “Linienintegrals”.

2 Das Linienintegral

Wir haben bereits festgestellt, dal komplexe Integrale “Kurvenintegrale” sind, das bedeutet,
wir miissen zunéchst einmal kldren was eine Kurve im mathematischen Sinne ist.

Definition: Eine Kurve ist eine stetige Abbildung

®:fa,b) = C,a<b

eines kompakten reellen Intervalls in der komplexen Ebene.

So eine Kurve kann man natiirlich beliebig konstruieren, deshalb fordern dal der Weg zu-
mindestens “stiickweise glatt” sein soll. Was bedeutet “glatt”? Nun, nichts weiter, als daf die
Kurve stetig differenzierbar ist. Damit ist auch klar, was “stiickweise glatt” bedeutet: Eine
stiickweise glatte Kurve ist also aus glatten Teilstiicken

a=ay< a1 <..<ap=2"b
zusammengesetzt.

Einen geschlossenen Weg nennt man Schlinge. Hat diese Schlinge keine Uberkreuzung hat
man es mit einer einfachen Schlinge zu tun. Der Weg gegen den Uhrzeigersinn bezeichnet man
als die positive Richtung. Bei der komplexen Integration integriert man Funktionen entlang
solcher Wege. Gelegendlich ist es von Bedeutung, ob diese Wege verformbar sind. Dabei spielt
die topologische Struktur von Gebieten (G) in C eine Rolle.
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O

Abbildung 1: Beispiel fiir ein einfach zusammenhéngendes Gebiet (links) und ein nicht einfach
zusammenhéngendes Gebiet (rechts) in C.



In einfach zusammenhéngenden Gebieten kénnen einfache Schlingen ineinander stetig iiber-
fiihrt werden. Zwei Kurven, die bijektiv und stetig ineinander tiberfiihrt werden kénnen, heiflen
“homotop”. Bisher haben wir noch nicht definiert was {iberhaupt ein Kurvenintegral ist. Dies
soll nun nachgeholt werden.

Definition: Sei
D :[a,b] - C
eine glatte Kurve und

f:D-C DecC

eine stetige Funktion. Dann ist

A = A F()dy = / " p@ ) (1)

das Kurvenintegral von f entlang ®.

Doch zunéchst einmal genug der Theorie, wenden wir uns der Praxis zu. Um ein komplexes
Integral berechnen zu kénnen, mufl die Kurve parametrisiert werden. Haufig gebraucht man
dabei:

e Fiir einen Kreis um den Punkt zg mit dem Radius R : ®(t) = zg + Re',0 < t < 27.
Durchlduft man den Kreis im Uhrzeigersinn, benutzt man ®(t) = zo + Re™%

e Fiir eine Strecke von zg nach z1:®(t) = zo + t(z1 — 2p), wobei 0 <t < 1)

Ein Beispiel: Sei C ein Kreis mit dem Radius 5 um den Punkt 0. Berechne

/zdz

Zuniicht also einmal C : ®(¢) mit 5e,0 < ¢t < 27 parametrisieren, ®'(t) = 5ie’, dann ist
z(t) = 5e' = 5(cost +isint) und z = 5(cost — isint) = e~

27 ) )
/zdz = / 5e . 5ettidt
c 0

2
= / 25idt = 5071
0

Dann ist



3 Der Integralsatz von Cauchy

Sei G € ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und f eine Funktion in G, dann gilt fiir jede
einfache Schlinge C"

7{ dzf(z) =0
C
Beweis, siehe z.B. [EndI87| Seite 141ff.

Mit Hilfe des Integralsatzes von Cauchy lassen sich Integrale umschreiben: Ein Integral iiber
das Teilstiick C] eines geschlossenen Weges C' = C'1UC5 148t sich tiber das Integral des anderen
Teilstiickes Cy ausdriicken:

0::‘%;dzf(z)::jgldzf(z)+—/£2dzf(z):> Cldzf(z)::——/Qdef(z)

Ein Beispiel zum Cauchyintegralsatz: Es soll folgendes Integral berechnet werden

b
yédzm, (neZ)

Der geschlossene Weg fithrt um den Pumkt z = a herum, das bedeutet die Funktion ist
analytisch, auler bei z = a, dort hat sie einen Pol n-ter Ordnung. Man wahlt einen Kreis mit
Radius » = 1 um den Mittelpunkt z = a

2(t) =a+ e, dz=ietdt, (z—a)" ="

b o 2bmi fir n=1
. t(1-n)t _
%jdt(z —a)” Zb/o dte { 0 fir n#1

}{ dzL = 2bmidn1
c (z—a)

4 Die Cauchy-Integralformel

Man erhalt:

Also

Sei die Funktion f analytisch auf dem Gebiet G. C sei eine geschlossene Kurve, die samt ihrem
Innern in G enthalten ist.

Dann gilt:

fo = § 1E4

N

Und die verallgemeinerte Cauchy-Integralformel:

FM(z) = n—'yi ' {(j))nJrl dz

21

4



Beweis siehe z.B. [FreiBus91| Seite 87{f.

Die Aussage des Satzes ist, daB man aus der Kenntnis der Funktionswerte am Rand des
Analytizitatsgebiets alle Funktionswerte im Innern bestimmen kann [LaPu98| Seite 502

Dies probieren wir gleich an einem Beispiel aus

Der Kreis habe den Radius r = 2, der Pol (z = %) liegt also im Innern des Kreises. Setzt
man zp = 5 und f(z) = % sin z, hat das Integral die Form der Integralformel von Cauchy. Das
Ergebnis ist daher 2mi$ sin(Z) = in.

5 Die Laurentreihe

Wir erinnern uns an die Potenzreihen. Solche Reihen konvergieren im Analytizitédtsbereich in
einem Kreis. Sozusagen eine “verbesserte” Form der Reihenentwicklung ist die in Laurentrei-
hen. Der Vorteil: Man kan eine Funktion rund um eine Singularitdt (unter Ausschluff eines
inneren Kreises um die Singularitét) entwickeln.

Definition: Unter einer Lautentreihe versteht man eine Reihe der Form

o o o
n 1 n
g anz :E a_n—n—i— g anz
z
n=1 n=0

n=—oo

—— N——
Hauptteil Nebenteil

Ein Beispiel: Laurentreihenentwicklung von

22— 4z 42 1 1 1

M= ey~ o1 2

Fiir den Entwicklungspunkt z = 0 erhélt man die Konvergenzgebiete A1(0 < |z]| < 1), A2(1 <
|z] < 2)undA3(2 < |z]). Fiir jedes Gebiet muf} eine eigene Reihe entwickelt werde. Sie lauten
im einzelnen:

1 1 1 1 " . 0
Ay == - - == n .
RS p e s nzoz +nzozn+1

1 &1 &
A2:f(z):;+;1_;+§1_z:;+Zz_n+22n+1
z 2 n=1 n=0

und
2n71

1 1 1 1 1 1 =1 >
A: - — — _ = — -

n=1 n=1




6 Der Residuensatz

6.1 Singularitiaten
Eine isolierte Singularitit zy einer analytischen Funktion f(z) heift
1. hebbar
oder
2. Pol
oder
3. wesentlich
je nachdem, ob der Hauptterm der Laurentreihe
1. Null ist
oder
2. endlich, also von der Form
a—f  A—(k—1) a-1

+... 4+ —
zk Zk—1 z

ist. Man sagt auch “Pol k-ter Ordnung”
oder
3. unendlich viele von Null verschiedene Summanden hat

Bei physikalischen Anwendungen hat man es in der Regel mit Polen k-ter Ordnung zu tun
(eigentlich sind sie sogar fast immer von erster Ordnung...). Wir ignorieren also die anderen
Félle und fragen uns: Woher weif§ ich von welcher Ordnung mein Pol ist?

Die Ordnung eines Pols der Funktion f in a ist k
ord(f;a) == —k
ist ord(f;a) < 0 = a ist ein Pol. Ein Beispiel:

flz)= z% + % =221+ 2) =2 2h(z)

also ord(f;0) = —2. Die Funktion f hat bei 0 einen Pol 2. Ordnung.



6.2 Der Residuensatz

Ist f in G analytisch, bis auf isolierte Singularitéten, ist C' eine einfach geschlossene, stiickweise
glatte Kurve in G, die keine Singularitdten beriihrt, und die ganz in G liegt. Dann ist

3 2 = 3 Rest 20

Wie findet man das Residuum? Ist der Pol von erster Ordnung, so bestimmt man

Res(f20) = lim (= — 20)/(2)

Z—2z0

Bei Polen n-ter Ordnung

m—1
Res(f;z0) = lim ﬁ% [(z — 20)" f(2)]

z—20

Hat f die Form M, wobei h(zg) = 0 und h'(zg) # 0 findet man das Residuum durch
h(z)

Res(f: 20) = 220)

Ein Beispiel:

Dann ist

e? 1 d? e?
1) =1lim —— [(z —1)3
hes ((z —1)8’ ) 251 21 422 {(Z U P 1)3}

d? 1 e
:1 —_— Z:1 - Z:_
zLI%deZe zLHiQe 2
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