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Hausiibungen (Abgabe: 23.11.2012)
(H5) Bahnkurve eines Teilchens (4 Punkte)

(a) Die Projektion der Kurve auf die xy-Ebene ist eine Hyperbel. Auflerdem schraubt sich die Kurve
mit gleichférmiger Geschwindigkeit in positiver z-Richtung. Sizze:

(b) Wir berechnen die Bogenlinge mit Hilfe der Geschwindigkeit:

o(t) = r,k(sinh(t),cosh(z), 1),
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() Das begleitende Dreibein ergibt sich aus dessen Definition:
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(d) Fiir die Kriimmung erhalten wir
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(H6) Logarithmische Spirale (4 Punkte)

@) T=7=aexp(bt)[be, +we,] mit

7 cos(wt) 1. —sin(wt)
¢, =—=|sin(wt) |, € =—¢ =| cos(wt) |.
4 0 « 0

Es gilt &% = E; =1, ¢, - E;, = 0. Nochmaliges Ableiten nach der Zeit liefert die Beschleunigung
i=v= aexp(br) [(bz —w?)e, +Zbcoé’¢] .

(b) Es gilt |9] =aexp(bt)V b* + w?. Der Tangenteneinheitsvektor ist
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Die Kriimmung ist
g) :m: w exp(—bt) 0
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und damit der Kriimmungsradius

(c) Die Bogenlinge fiir eine Windung ist

2nfw 27tfew v b2 2 2h
S:J dt [9]=ay/ 192+w2J dt exp(bt):la |:exp <L>—1]
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(d) Fiir b — oo ist bereits fiir kleine ¢ > 0 die Kriimmung sehr klein, d.h. die Kurve geht sehr schnell
niherungsweise in eine Gerade tiber.

Bemerkungen: Die logarithmische Spirale weist einige interessante Eigenschaften auf. Als erstes schnei-
den alle Geraden durch den Ursprung, das Zentrum der Spirale, das asymptotisch fiir t — —oo er-
reicht wird, die Kurve unter demselben Winkel. Die Gerade, die zur x-Achse den Winkel ¢ besitzt,
ist durch den Einheitsvektor g = (cos ¢,sin ¢) bestimmt. Sie schneidet die Spirale in den Punkten mit
wt,=¢+2rnmitn €Z,undes gilt § = E;a(tn). Der Winkel zwischen dieser Geraden und der Kurve

ergibt sich also aus
- w

cosa=T(t,) §= ———.
Vol +b?

Zum anderen ist die Evolute der logarithmische Spirale wieder eine Evolute mit dem gleichen Zen-
trum und dem gleichen Windungssinn. Die Evolute einer Kurve ist dabei definiert als die Menge ihrer
Kriimmungsmittelpunkte. Fiir den Punkt 7(¢) berechnet sich der dazugehérige Kriimmungsmittel-
punkt mit Hilfe des Normalenvektors und des Kriimmungsradiusses zu

. . b —sin(wt)
K(t)=7(t)+ p(t)N(t) = —exp(bt) | cos(wt) |.
@ 0

Dabei ist der Normalenvektor
T 1 L.
— =——=(~w¢, +be,)
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und der Kriimmungsradius wegen
1 Vb + ?
p=—=aexp(bt)—.
x w

Das ist offensichtlich in der Tat wieder eine logarithmische Spirale, die fiir o > 0 entgegen dem Uhr-
zeigersinn durchlaufen wird wie die urspriingliche Kurve.




(H7) Linienintegral (2 Punkte)

Eine Strecke, die den Punkt mit dem Ortsvektor 7; mit dem Punkt mit dem Ortsvektor 7, verbindet,
wird offenbar durch die Parametrisierung

(t)y=7+t(r,—7), te€[0,1] 2)

beschrieben.

Fiir die drei angegebenen Wege haben wir also
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Das Integral entlang des gesamten geschlossenen Weges ist die Summe dieser Teilintegrale:
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j d7-A(F)=4—-3+-=-. ®)
C+C+C, 3.3



