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Prisenziibungen

(P22) Rakete

(2)

(b)

©

(d)

Es geniigt, im folgenden die z-Komponente der Bewegungsgleichung zu berticksichtigen, da sich
die Rakete offenbar entlang der z-Richtung bewegt.

Wenn kein Gravitationsfeld vorhanden ist, ist der Gesamtimpuls in z-Richtung erhalten. Es ist

also
d

E(PR + pg) =0. (M

Dabei ist pg; der Impuls des Anteils des ausgestoflenen Gases. Nun gilt

Pr = myog = (mg — at)vy, €
und fiir die Anderung des Impulses der ausgestoflenen Gases

d
EPG = CZ(’UR - vrel)’ (3)

denn im Zeitinkrement d¢ wird das Gasmasseninkrement dmg = adt ausgestofien, und diese
Gasmasse hat die Geschwindigkeit v—wv,, im Ruhsystem der Erde, denn v, ist definitionsgemafy
die Relativgeschwindigkeit des Gases, gemessen im Ruhsystem der Rakete.

Ohne Schwerkraft wirkt also auf die Rakete die Riickstoflkraft

Fri’lck = PR = _pG = _a(vR - vrel)’ Q)
und das war zu zeigen.

Zu dieser riicktreibenden Kraft kommt noch die Gravitationskraft F, = —mg. Die allgemeine
Newtonsche Bewegungsgleichung gemif} des zweiten Newtonschen Postulats besagt nun, dafl

Pr=—a(vR = V) = (Mo —at)g. ®)

Man darf fiir dieses Problem nicht die vereinfachte Gleichung F = ma anwenden, weil zum einen
die Masse der Rakete verinderlich ist und zum anderen das System aus der Sicht der Rakete allein
betrachtet offen ist, denn es stromt Gas aus und transportiert Impuls mit sich fort, und dieser
Impuls des Gases ist wie eben gezeigt zu beriicksichtigen.
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Dies in (5) eingesetzt liefert nach einigen einfachen Umformungen

PR [(mg — at)vg] = —avg +(my — at)ig (6)
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(e) Dies konnen wir einfach bzgl. ¢ von ¢ =0 bis ¢ integrieren. Wegen vx(0) = 0 folgt

vR(t):vrelln < o > —gt. (8)

(f) Um zg(t), also die Hohe der Rakete als Funktion der Zeit, zu erhalten, miissen wir dies noch-
mals nach der Zeit integrieren. Dazu berechnen wir zunichst das unbestimmte Integral [ dz In(A—
Bt) durch partielle Integration:

B
szl-ln(A—Bt):zln(A—Bt)+Jth_tBt
(Bt—A)+A
=tln(A-B dt——
t In( t)+Jt 1—Z; )

= 4 In(A—B
_<t—E> n(A—Bt)—t.

Dies auf die Integration von (8) angewandt liefert mit z(0) = O nach einigen einfachen Umfor-
mungen schliefflich

mg—at m
zg(t) = vt — g2 Uyl s In : . (10)
2 a my—at

(P23) Mathematisches Pendel (Kleinwinkelniherung)

(a) Der Massenpunkt bewegt sich auf einer Kreisbahn mit Radius L. Aus der Skizze lesen wir ab,
daf} fiir unsere Wahl des Winkels ¢ und der Koordinatenachsen

= ()= (?) ®

gilt.

< -

Fiir Geschwindigkeit und Beschleunigung erhalten wir also

5 [(x\_,.[ cose 5 (X\ _ .. [ cosg . [ —sing
()i () (s () o



(b)

©

Aufgrund der Zwangskraft durch den Faden wird nur die Tangentialkomponente von Beschleu-
nigung und Kraft in der Bewegungsgleichung relevant, denn die Komponente der Schwerkraft in
Richtung des Fadens wird durch die von ihm ausgetibte Zwangskraft kompensiert, so dafl keine
Beschleunigung in Richtung des Fadens stattfindet.

Die entsprechende Projektion auf die Tangentialrichtung erhalten wir durch skalare Multiplika-
tion der entsprechenden Vektoren mit dem Einheitstangentenvektor

g

AL < cos ¢ > (13)

7] —sing
und damit )
£-7=L¢ (14)
Die entsprechende Kraftkomponente ist
- = 0 .
t-Fy=t- <mg> =—mgsing. (15)

Die Bewegungsgleichung fiir die Tangentialkomponente liefert die Bewegungsgleichung fiir ¢:

-

mt-F=mLy==¢- ;

=—mgsing = gﬁ:—%singp. (16)

Bemerkung: Diese nichtlineare Gleichung laf3t sich nicht mit elementaren Funktionen l6sen,
sondern fiihrt auf sogenannte elliptische Funktionen.

Es gilt auch der Energiesatz, der uns die Berechnung der Beschleunigung und der Projektionen
auf die Tangentialkomponente erspart. Die Kraft F, = mge, besitzt offenbar das Potential V' =
—mgy = —mgLcosg. Wir erhalten also fiir die Energie

m o, mL? 2
E:;x —mchosgo:Tgp —mgLcosg. (17)

Leitet man dies nach der Zeit ab, erhilt man wegen des Energieerhaltungssatzes
E=mI*¢G+mgLpsing =0. (18)
Division durch mL¢ (vorausgesetzt ¢ # 0) liefert dann wieder die Bewegungsgleichung (16).

Die Kleinwinkelniherung erhalten wir durch Entwicklung des sin in bis zur ersten Ord-
nung:
5= (19)
L

Dies ist die Bewegungsgleichung eines ungedimpften harmonischen Oszillators mit der Eigen-
frequenz wy = 4/ g /L. Aus der Vorlesung wissen wir, daf§ die Losung des Anfangswertproblems
¢(0)= 90, $(0) = w

@(t) = pycos(wqyt) + hd sin(ewqt). (20)
@o



Zu derselben Niherung gelangen wir, indem wir im Ausdruck fiir die Energie die Entwicklung

2
cosgp:l—%—i-m (21)

einsetzen und die hoheren Terme vernachlissigen. Das liefert fiir kleine Winkel die Niherung
ml? 2
=g~ mgl <1—%>. 22)

Wieder die Zeitableitung berechnet und den Energieerhaltungssatz angewands, liefert ebenfalls

(19).



