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Kapitel 1

Mathematische Grundlagen

1.1 Stetigkeit, Differenzierbarkeit und ¢"-Funktionen

Der Begriff der Stetigkeit ist sehr wichtig. Daher Betrachten wir zunichst das e — § — Kriterium fir
Stetigkeit:

Satz 1.1.1. ¢ — § — Kriterium.
Eine Funktion y = f(x) heifit an der Stelle x = xzy stetig, wenn es zu jedem beliebigen, noch so
kleinen, € > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass gilt:

|f(z) = f(zo)| < eV a mit |x—xzo| <6 (1.1)
Ist eine Funktion y = f(x) an jeder Stelle xo € D stetig, so heifit die Funktion stetig.

Im Klartext bedeutet dieser Satz, dass eine Funktion stetig ist, wenn kleine Anderungen im Argument
der Funktion auch nur kleine Anderungen im Funktionswert hervorrufen - die Funktion also keine Spriinge
aufweist. Der néchste wichtige Begriff, den wir benétigen, ist der der Differenzierbarkeit. Diese Eigen-
schaft ist unerldsslich um Funktionen zu untersuchen und um - in der Physik - Naturvorgéinge darstellen
zu koénnen.

Satz 1.1.2. Differenzierbarkeit.
FEine Funktion f heifit differenzierbar an der Stelle x = xq, falls f an der Stelle x = x stetig ist

und der Grenzwert
f(xo) = lim <f($)_f(x°)> (1.2)

r — X

beziehungsweise

f(zo+h) — f(xo)) (1.3)

/ — 1
f(@o) 50 ( h
existiert. Die Grenzwerte (1.2) (,Differenzenquotient®), (1.8) (,h-Regel®) sind absolut dquivalent und

heifsen Ableitung von f an der Stelle x = xg. Ist eine Funktion f in allen xo des Definitionsbereichs
differenzierbar, so heifit die Funktion [ differenzierbar.

Man mache sich nun klar, dass aus der Differenzierbarkeit einer Funktion f(x) direkt deren Stetigkeit
folgt, der Umkehrschluss im Allgemeinen allerdings nicht gilt. Ein einfaches Beispiel wire etwa die Be-
tragsfunktion, welche auf ganz R stetig ist, im Ursprung jedoch nicht differenzierbar ist. Ein extremeres
Beispiel wiire die sog. Weierstra3funktion. Sie ist in jedem Punkt ihres Definitionsbereiches stetig, je-
doch nirgends differenzierbar. Wie wir bald sehen werden, ist es wichtig auch hchere Ableitungen einer



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN 2

Funktion bestimmen zu kénnen. Daher miissen die Ableitungen der gegebenen Funktion f(x) erneut
differenzierbar sein um diese erneut ableiten zu kénnen. Hierzu definieren wir:

Definition 1.1.3. Stetige Differenzierbarkeit.

FEine Funktion f heifit stetig differenzierbar im Intervall I = [a,b], wenn f in I differenzierbar
und f' dort stetig ist. Man nennt solche Funktionen dann auch €'-Funktionen in I oder €*-
differenzierbar in I.

Analog heifit eine Funktion f fir n € Ng n-mal stetig differenzierbar in I, wenn f in I n-mal
differenzierbar ist und ™ in I stetig ist. Man nennt solche Funktionen dann auch €"-Funktionen
in I oder €"-differenzierbar in I.

Die Menge aller €™ -Funktionen mit n € Ng auf dem Intervall I = [a,b] bezeichnet man mit €™ (I).

Bemerkung 1.1.4. Unter den €°-Funktionen versteht man einfach stetige Funktionen. Daher auch die
Notation ,Ng“ im vorangegangenen Abschnitt. Ist eine Funktion f beliebig oft differenzierbar, so heifit
die Funktion f €°°-Funktion. Dementsprechend bezeichnet man die Gesamtheit dieser Funktionen auf
dem Intervall I mit €°°(I).
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Kapitel 2

Taylorentwicklung

2.1 Der Satz von Taylor

Zuerst sehen wir uns den Satz von Taylor an:

Theorem 2.1.1. Taylor.
Jede Funktion f € €"F1(I) auf einem offenen Intervall I = (a,b) lift sich fir x,& € I auf folgende
Weise nach Potenzen von (x — &) entwickeln:

" (n)
1@ = s+ -0+ e g2 00 gy g )
_ i: f(j;'@ (¢ — ) + Ry () (2.1)
=0

dabei ist das Restglied R, (x) von der Form
f(n+1)(@)
(n+1)!

mit einer passenden, zwischen & und x liegenden Stelle ©. Das heifit es gilt © = £ + Y(x — &) mit
0<d<1.

Ry (z) = (=&, (2.2)

Wie schon erwéhnt, ermoglicht uns dieser Satz eine geeignete Funktion f in der Umgebung des Ent-
wicklungspunktes £ zu approximieren und somit das Verhalten der Funktion zu verstehen. Der Restterm
R, (z) gibt uns letztendlich an, wie ,gut“ unsere Approximation ist, also wie grofi die Abweichung unserer
Approximation von der tatsidchlichen Funktion ist. Weiterhin sei bemerkt, dass fiir den Restterm mehrere
verschiedene Darstellungen existieren. Bei der in Theorem 2.1.1 angegebenen Darstellung handelt es sich
um die Lagrange’sche Form des Restgliedes. Eine weitere moégliche Form des Restgliedes wére z.B. die
Cauchy’sche Form:

f(’rH-l) (__))
Bn(w) = (n+1()!

Mit der Funktion P,(z), dem Taylorpolynom, beschiftigen wir uns nun im Folgenden.

(x—0)"(x—-¢&) . (2.3)
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2.2 Taylorpolynome n-ter Ordnung

Aus dem Satz von Taylor Glg.(2.1) haben wir aufler dem Restterm R, (x) noch eine weitere Funktion -
die eigentliche Approximation - erhalten. Fiir diese Funktion P, (z) gilt:

Definition 2.2.1. Taylorpolynom.
Der Ausdruck

noof(G) .
Pue) =3 ey »
i= 24

— 1@+ rOe-0+ w2y

heifst Taylorpolynom n-ter Ordnung von f an der Stelle .

(n)
G

n!

(z—&)"

2.3 Taylorreihen

Wie man schnell erkennt, ist der Parameter n aus Theorem 2.1.1 endlicher Natur. Jetzt stellt sich natiirlich
die Frage, was fiir den Grenziibergang n — oo passiert.

Satz 2.3.1. Taylorreihe.
Sei f € €°(I). Gilt fiir das Restglied R, () der Taylorentwicklung (2.2) der Funktion f

lim R,(x)=0 (2.5)

n—>o0

auf dem Intervall I, so lifit sich f dort in eine Taylorreihe entwickeln:

> £() .
0= e e (26)
=0

Das letzte Resultat ist besonders wichtig, da es uns ermoglicht geeignete Funktionen in Potenzreihen
zu entwickeln. Potenzreihen spielen in der Mathematik, der Physik und den Ingenieurswissenschaften eine
grofle Rolle. AbschlieBend sei angemerkt, dass die Entwicklung einer Funktion um den Punkt £ = 0 als
Maclaurin-Entwicklung bezeichnet wird.
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Kapitel 3

Beispiele

3.1 Reihenentwicklung von Standardfunktionen
Nun wollen wir uns einige einfache Beispiele ansehen:
(i) Entwickelt man die Exponentialfunktion um den Punkt = 0 in eine Taylorreihe, so findet man:

22
exp(x):1+x—|—?—|—...

:;ﬁ

die bekannte Reihendarstellung der Exponentialfunktion. Nun bleibt strenggenommen noch zu
iiberpriifen, ob das Restglied R, (x) fiir n — oo tatsiichlich gegen Null geht. Nach Theorem 2.1.1.

(3.1)

gilt:
expla) = 3 5 + Ful)
=0 3.2)
z": I Ll (62) (3.
= — + ———— exp(ve) ,
| |
= (n+1)!
wobei nach Definition ¢ € (0, 1) gilt. Hieraus folgt sofort:
n £Ej ‘ |n+1 s o0
exp(z) = 3 57| < [Ru(o)] € sy exlla]) "0 (3.3)
= I !
(ii) Entwickelt man die Kosinusfunktion um den Punkt « = 0 in eine Talorreihe, so findet man:
z? ozt
S T A
cos(z) 5 + 1
227 (3.4)

= ;0(_1)3 @

J

Den Beweis, dass der Restterm hier ebenfalls verschwindet, moge der geneigte Leser selbst fiihren.
(Tipp: Die Folge \x|2"+2 /(2n + 2)! ist eine Nullfolge.)



