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Priasenziibungen

(P8) Energiebetrachtungen zur schwingenden Saite

Eine Saite der Linge / sei mit der Spannung 7, zwischen zwei Punkten fest eingespannt und zu kleinen Schwin-
gungen angeregt. Die Masse pro Lingeneinheit der Saite sei o

(a) Wie lauten die Ausdriicke fiir die gesamte kinetische 7'(¢) und potentielle Energie V() der Saite als Funk-
tionen der Zeit, ausgedriickt durch die Auslenkung #(z,x) (x € [0,/])?

(b) Zeigen Sie mit Hilfe der Wellengleichung, daf} die Gesamtenergie erhalten ist.

(c) Driicken Sie die gesamte kinetische und potentielle Energie (7'(¢) und V(t)) mit Hilfe der Fourier-Koeffi-
zienten fiir die Entwicklung nach Normalschwingungsmoden

u(t,x):ibncos<m;ct>sin<n;lx> 1)

auﬂ

Hinweis: Nutzen Sie bei den benétigten riumlichen Integralen die 2/-Periodizitit der Funktion bzgl. x
und die Orthogonalitit der Funktionen sin(7z7x /) und cos(zcnx /1) im Hilbertraum L*([—1,1]) aus.

Zusatzknobelfrage: Welche mathematische Bedingung muff die Anfangsauslenkung erfiillen, damit die
Gesamtenergie £ = T 4+ V = const wohldefiniert ist?

(d) Zeigen Sie, dafl die zeitlichen Mittel tiber kinetische und potentielle Energie gleich sind:

(T(r)), = ELT de'T(t)=(V (1)), := %JOT dt'v ().

T

Dabei bezeichnet T =2/ /¢ die Periodendauer der Grundschwingung.

bitte wenden!

!Dies ist der spezielle Fall, daf§ die Saite zur Zeit ¢ = 0 aus der Ruhe losgelassen wird.



Hausiibungen (Abgabe am 31.05.2013)

(H8) Rechteckige Trommel (10 Punkte)

Auf einem rechteckigen Rahmen mit Kantenlingen L, und L, sei ein Trommelfell mit homogener Massenbele-
gung und Spannung gespannt. Fiir kleine Auslenkungen lifit sich dann analog wie bei der schwingenden Saite
die Wellengleichung in 142 Dimensionen herleiten:

1 3%u(t,x,y)
————— —Ault,x,y)=0.
JERY (%)
Dabei ist # die transversale Auslenkung des Fells zur Zeit ¢ an der Stelle (x,y) € [0,L,] x [0,L,] und
ar 7
=— 4 —
ax*  Iy?

der zweidimensionale Laplace-Operator.

Bestimmen Sie die Losungen dieser Wellengleichung unter Berticksichtigung der entsprechenden Anfangs-Rand-
wert-Bedingungen

u(0,x,y) = uo(x,y), atl”(Oaxsy) =vo(x,y),  #(t,x,0)=u(t,x,L,)=u(t,0,y)=u(t,L;,y)=0
mit Hilfe der Fourierschen Methode. Gehen Sie dabei wie folgt vor:

(2) (5Punkte) Bestimmen Sie die Normalmoden der schwingenden Membran mit Hilfe des Separationsansat-
zes der Wellengleichung in der Form

u(t,x,y)=T()X(x)Y(y),
indem Sie alle nichttrivialen Lésungen dieser Form mit den obigen Rand-Bedingungen finden.

Hinweis: Das Resultat dieser Teilaufgabe lautet

nj k.
—, kyp=—, j,keN={1,23,.1.

Jir(x,y) =sin(ky;x)sin(k,,y)  mit klj:L 7
1 2

Die dazugehorigen Funktionen fiir die Zeitabhingigkeit ergeben sich dann zu

T(t)=Ajpcos(w;pt) + B sin(wjpt) mit ;= c’//efj k3.
Dabeisind 4, und B;;, Integrationskonstanten, die wir in den folgenden Teilaufgaben bestimmen wollen.

(b) (3 Punkte) Zeigen Sie, dafl die eben gefundenen Normalmoden f;;(x,y) ein System orthogonaler Funk-
tionen auf dem Hilbertraum L*([0,L,] x [0,L,]) bilden, d.h. daf§

1‘1 Lz
JO de dy fiw (e, y) (0 9) = Nj 81

und bestimmen Sie die Normierungsfaktoren N,

(¢) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Entwicklungskoeffizienten fiir die Entwicklung der allgemeinen Losung der
Wellengleichung nach Normalmoden der Form

u(t,x,y)= D [Ajpcos(wjpt)+ By sin(w )] fi(x,)
7.k=1

aus den Anfangsbedingungen.



