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Aufgabe 1 [Kontinuitditsgleichung fiir Losungen der Klein-Gordon-Gleichung]
(3+1=4 Pkt.)

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass Losungen der Klein-Gordon-Gleichung
eine Kontinuitatsgleichung 0,,j# = 0 erfiillen.

(a) Berechne sowohl fiir eine Losung mit positiver Energie als auch fiir eine
Losung mit negativer Energie die Dichte p und den Strom j, wobei j# =

(p,J)-

(b) Diskutiere anhand Deiner Ergebnisse aus (a) eine mogliche Interpretation
von p als Wahrscheinlichkeits- und als elektrische Ladungsdichte.

Aufgabe 2 [Dirac-Gleichung in 2 Raumzeitdimensionen) (4 Pkt.)

Betrachte die Dirac-Gleichung in einer Welt mit nur 2 Raumzeitdimensio-
nen. Finde eine geeignete Darstellung der ~-Matrizen mit minimaler Matrix-
grofle. Ist die von Dir gefundene Darstellung eindeutig? Finde die Losungen
der Dirac-Gleichung in 2 Raumzeitdimensionen. Diskutiere Unterschiede der
physikalischen Eigenschaften der Losungen in 2 und 4 Raumzeitdimensionen,
insbesondere im Hinblick auf den Spin.

Aufgabe 3 [Dirac-Gleichung und v-Matrizen] (3+2+4+3=12 Pkt.)

(a) Verifiziere durch explizites Ausrechnen die wesentliche Eigenschaft der 7-
Matrizen,

(") =29, (1)

Es ist dabei zweckméBig, dein Wissen iiber die Eigenschaften der Pauli-
Matrizen auszunutzen.

(b) Zeige, dass eine Losung ¢(z) der Dirac-Gleichung (iy#9,, — m)y(z) = 0
auch komponentenweise die Klein-Gordon-Gleichung erfiillt, d.h. dass

O+ m?)(a) = 0 (2)

gilt.

ExerciseHandler



(c) Zeige, dass die in der Vorlesung genannte Kontinuitétsgleichung 0,,j* = 0
mit j# = y*e) fiir Losungen der Dirac-Gleichung gilt. Berechne j# sowohl
fiir Losungen mit positiver Energie als auch fiir Losungen mit negativer
Energie.

(d) In der Vorlesung wurde die sogenannte ,,Standarddarstellung” fiir die ~-
Matrizen angegeben. Es existieren weitere dquivalente Darstellungen, zum
Beispiel die ,,chirale Darstellung” (auch ,,Weyl-Darstellung” genannt)

0 _ 0 ]IQ i _ 0 O'j
Y= < ]I2 0 V= —Uj 0 ’ (3)

wobei I, die 2 x 2 Einheitsmatrix ist und ¢/ die Pauli-Matrizen sind.

— Zeige, dass der Wechsel von einer zur anderen Darstellung {iber ei-
ne lineare Transformation der vier Spinkomponenten von v erfolgt.
Konstruiere diese lineare Transformation.

— Die Standarddarstellung eignet sich fiir schwere beziehungsweise nicht-
relativistische Teilchen, da zwei Spinkbzomponenten von v in diesem
Fall nahezu verschwinden. Welche Eigenschaften miissen Teilchen be-
sitzen, damit eine dhnliche Aussage in der chiralen Darstellung zu-
trifft?
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