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Aufgabe 1 [Gruppencigenschaften von SO(3), SU(2), U(1) und der Poin-
care Gruppe] (3+3+3+4=13 Pkt.)

(a) Begriinde durch Anfertigen geeigneter und einfach verstéindlicher Zeich-
nungen, dass die Gruppe SO(3) eine nicht-Abelsche Gruppe ist, z.B. indem
Du in Deinen Skizzen einen Vektor zundchst um die z- und dann um die y-
Achse rotierst und danach diese Operationen in umgekehrter Reihenfolge
ausfiihrst.

(b) Zeige, dass es sich bei den in der Vorlesung angegebenen Matrizen R;(«) =
1+ iaJ; mit J; = 0;/2 um infinitesimale SU(2)-Matrizen handelt.

(¢) Begriinde anschaulich in Worten und gegebenenfalls durch Anfertigen ge-
eigneter Zeichnungen, warum fiir die Poincare Gruppe [J,, P;] = 0, und
[Jz, Py] o P, gilt.

(d) Die Gruppe U(1) besteht aus den unitéiren 1 x 1-Matrizen, wobei die Ver-
kniipfung die Multiplikation ist.

- Zeige, dass es sich bei U(1) tatséchlich um eine Gruppe handelt.
- Ist die Gruppe abelsch oder nichtabelsch?

- Wie sehen infinitesimale U(1)-Transformationen aus?

- Bestimme die Erzeugenden und die Algebra der Gruppe U(1).

Aufgabe 2 [Weitere Eigenschaften der SU(2)-Gruppe] (3+2+2=7 Pkt.)
In der Vorlesung wurde gezeigt, dass sich SU(2)-Matrizen gem#fl g = eti®i7s

mit J; = 0;/2 schreiben lassen.

(a) Fiir konkrete Rechnungen ist hiufig der dquivalente Ausdruck
- . N Qi
g = cos(|a]/2) + Zsm(|0‘|/2)ﬁaj (1)
zweckméfiger, da keine Matrizen im Exponenten auftreten. Zeige, dass
die beiden Ausdriicke fiir g tatséchlich dquivalent sind.

(b) Begriinde, dass ein 2-komponentiger Spinor ¢ = (11, 92), dessen Rotation
durch eine SU(2)-Matrix beschrieben wird, nicht nach einer 360°-Rotation,
sondern erst nach einer 720°-Rotation wieder seine urspriingliche Form an-
nimmt. Zeige, dass dies nicht fiir den Erwartungswert des Spins ¢ (5/2)v
gilt, sondern dieser sich bereits nach 360° wiederholt.
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(c) Zeige, dass sich jedes SU(2)-Element g gemif g = go + igjo; mit (go)* +
> (g;)*> = 1 schreiben ldsst. Welche geometrische Form hat damit der
Parameterraum der Gruppe SU(2)?
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