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Aufgabenblatt 8
Wird besprochen am 22.06, 23.06" und 29.06, 30.06°.

Aufgabe 1 [Ein einfaches Modell fiir einen Kristall] (7+3+10+5+4+3+4+4 = 20+20 Pkt.)

Wir betrachten ein System von M = N; X Ny identischen Massepunkten, die ein 2-dimensionales Gitter bil-
den. Jeder Massepunkt hat die Masse m und ist mit seinen nichsten Nachbarn durch identische Federn mit
Federkonstante k verbunden. Die Auslenkungen z¢(t),...,2xp—1(f) aus der Ruhelage sind auf eine Dimension
beschrankt.

(N2 — 1)V,

NiN; —1

(Ny — 1)N; — 1

ERSTER TEIL

Waéhrend der gesamten Bearbeitung des Problems beschrinken wir uns auf den Fall, dass lediglich ein Masse-
punkt an der Ecke des Gitters bei ¢ = 0 ausgelenkt ist. Die Anfangsbedingungen lauten damit
zj(t =0) =00 L . J=Nij2+5
. mit ) . . (1)
IL'](t:O):O ]1:0,1,...,]\7171, j2:071,...7N271
(i) Nimm an, dass das skizzierte Gitter einen Torus bildet und die Punkte am Rand mit zusétzlichen Federn
verbunden sind, sodass sie ebenfalls vier néichste Nachbarn haben. In diesem Spezialfall periodischer
Randbedingungen kann das Problem analytisch gelost werden.

(a) Schreibe die Lagrangefunktion des Systems auf und leite die Bewegungsgleichungen in dimensionslo-
sen Groflen her.

(b) Reduziere die Bewegungsgleichungen auf ein Eigenwertproblem, indem du folgenden Ansatz fiir die
Zeitabhéngigkeit der Auslenkungen benutzt,

Ejy ) = vpli? exp (1@nyny t) -
Die Indizes n; = 0,1,..., Ny —1und ny = 0,1, ..., Ny —1 indizieren dabei die N7 - Ny Normalschwin-
gungen des Systems.

IDer erste Teil von Aufgabe 1 wird an diesen Tagen besprochen.
2Der zweite Teil von Aufgabe 1 wird an diesen Tagen besprochen.
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(i)

(iii)

(iv)

(¢) Benutze nun den Ansatz

nina _ Jjimi | j2ne
Uisda —eXp<2m( NN >> ’

um die Eigenfrequenzen &, », zu bestimmen.

(d) Bestimme alle @y, y, fiir Ny = No = 4. Bestimme die Koeffizienten A,,, ,, der allgemeinen Losung
T, (f) = Z Anl,@”?ﬁ,}? eXp(Zd’nl,nz {)
n1,n2
so, dass die Anfangsbedingungen 1 erfiillt sind.

Das Problem soll nun numerisch gelost werden. Betrachte hierzu die Eigenwertgleichung aus Teilaufgabe (i-
b) und bringe sie in die Form

V0,0
v
2% ni,nz _ ~2 n1,n2 : _ 1,0
K- v =W ny V mit V=
UNy,No

Bestimme die Kraftmatrix K.

Implementiere die Jacobi Methode um die Eigenwerte und -vektoren einer allgemeinen, reellen und sym-
metrischen Matrix berechnen zu kénnen. Um sicher zu gehen, dass dein Programm korrekt funktioniert,
solltest du es an einfachen Matrizen testen. Verwende hierfiir die Matrizen

01 010 11 1 -1 2 2
01:(1 0), M=(10 0], A=|1 1 1|, B=|2 1 2
00 0 11 1 2 2 -1

und vergleiche numerische und analytische Ergebnisse.

ZWEITER TEIL

Schreibe nun ein Programm, welches die Bewegungsgleichungen numerisch 16st, indem der in Teilaufga-
be (iii) implementierte Algorithmus verwendet wird, um das in Teilaufgabe (ii) aufgestellte Eigenwert-
problem zu lésen. Die Kraftmatrix soll dabei den periodischen Randbedingungen aus Teilaufgabe (i) ent-
sprechen und es sollen die Anfangsbedingungen aus Gl. (1) verwendet werden. Verifiziere die numerische
Losung mit der analytischen Losung aus Teilaufgabe (i-d) fiir Ny = Ny = 4. Vergleiche hierzu die Werte

"2 sowie Wn, n, und plotte auch die Zeitentwicklung von #;(#) fiir j € {0,3,7,15} und 0 < < 30

VoI U5, s
sowohl fiir die analytische als auch die numerische Losung.

Andere nun die Randbedingungen des Systems zu einer ebenen Anordnung der Massepunkte (freie Rand-
bedingungen), bei der die Massepunkte an den Réndern nur zwei bzw. drei niichste Nachbarn besitzen
(wie oben skizziert). Lose das Problem erneut numerisch fiir Ny = Na = 4 und die Anfangsbedingungen
aus Gl. (1) und plotte die Zeitentwicklung von z;(#) fiir j € {0,3,7,15} und 0 < ¢ < 30. Interpretiere
die sich ergebenden Unterschiede gegeniiber der Losung des Systems mit periodischen Randbedingungen,
z.B. die Unterschiede, die fiir #15(f) = 43 3(f), auftreten.

Setze N3 = Np = 7 und verwende freie Randbedingungen fiir die folgenden Teilaufgaben.

(vi)

(vii)

Lése das Problem numerisch fiir die Anfangsbedingungen aus Gl. (1) und plotte z;(#) fiir j € {0,6, 24,48}
und 0 < £ < 30. Bestimme daraus die Zeit, die eine Anregung benétigt, um sich durch das Kristallgitter
auszubreiten. Benutze dieses Ergebnis, um im Rahmen des betrachteten Modells die Federkonstante eines
Eisenkristalls mit der Schallgeschwindigkeit ¢, ~ 5km/s, der Teilchenmasse m ~ 1072°kg und dem
Gitterabstand a =~ 3 - 1071% m abzuschétzen.

Reduziere nun die Federkonstante der Wechselwirkungen der Massepunkte der mittleren Zeile (j =
21,...,27) auf ¥’ = k/5. Lose das Problem numerisch fiir die Anfangsbedingungen aus Gl. (1) und plotte
#;(t) fiir j € {0,6,24,48} und 0 < # < 30. Welchen Einfluss hat diese Veréinderung der Wechselwirkungen
auf die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Anregung?
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(viii) Betrachte nun wieder das Gitter mit einheitlicher Federkonstante, jedoch mit einer zusiitzlichen Kopplung
des mittleren Massepunktes (j = 24) an das Laborsystem mit einer Feder, die eine Federkonstante &' = 5 k
besitzt. Dies verindert das Potential V' in der Lagrangefunktion geméf

1 R R
V 5V =V+ ik/ [a:24(t)]2 = V+gk [33373(15)]2 '

Warum tritt keine verschwindende Eigenfrequenz mehr auf? Wie und warum #ndert sich die Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit der betrachteten Anregung?
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