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Aufgabe 1 (4.54+5.5+1+3=14 Punkte)

Ein Massenpunkt (Masse m) bewegt sich in 1 Raumdimension im Potential

V(z)

= —az? + pzt,

wobei a > 0 und g8 > 0.

(a)

(b)

Bestimme die Minima und Maxima des Potentials (sowohl die z-Werte als auch die zu-
gehorigen V-Werte) und skizziere das Potential.

Bestimme die Umkehrpunkte fiir vorgegebene Gesamtenergie E. Trage die Umkehrpunkte
in Deine Skizze aus Teilaufgabe (a) ein. Diskutiere die moglichen Trajektorien an Hand
der Skizze qualitativ, d.h. beschreibe den jeweils zugehorigen Bewegungsverlauf in Worten,
ohne die entsprechende Trajektorie auszurechnen. Betrachte in der gesamten Teilaufgabe
(b) die beiden Fille E < 0 und E > 0 separat (der Grenzfall £ = 0 kann dabei auler Acht
gelassen werden).

Gib die Newtonsche Bewegungsgleichung zur Bestimmung der Trajektorie x(¢) an.

Berechne, ausgehend von der Newtonschen Bewegungsgleichung aus Teilaufgabe (c), die
Trajektorie x(t) ndherungsweise in der Gegend von x = 0, d.h. fiir kleine |z|, durch Taylor-
N&herung der Kraft in fiihrender nicht-verschwindender Ordnung. Bestimme zuné&chst die
Trajektorie allgemein, d.h. mit unbestimmten Konstanten, dann fiir den speziellen Satz
von Anfangsbedingungen z(t = 0) = 0 und @(t = 0) = vo.

Lésung 1(a)

av

dx
v

dx?

= 2oz + 45:63 = 2z (a — 25:62) =0. (1)

= —2a + 12827 (2)

Extrema bei = 0 und = = +/a/28. Uber zweite Ableitung folgt:

V(£

V"(0) = —2a < 0 = Maximum (3)
Va/2B) = —2a + 125% — 4a > 0 = Minima (4)

Damit Maximum bei 2 = 0 mit V(0) = 0 und Minima bei z = £+/a/2/ mit

V(£\/a/28) = —a?/4B.

Skizze!



Losung 1(b)

V(z) = —az’+ Bz = E (5)

ist quadratische Gleichung in z? mit Lésungen
s axt/a?+4BE

e Fall £ < 0:
4 Umkehrpunkte bei

<aj: a2+4BE)1/2
r ==+ .
28

Damit Oszillation des Massenpunkts entweder im linken oder im rechten Topf.

e Fall £ > 0:
2 Umkehrpunkte bei

a+ /a2 +4BE\ ?

r== .
2

Damit Oszillation des Massenpunkts, die beide T6pfe einschliefit, maximale Geschwindig-

keit tief in den Topfen, langsamere Bewegung nahe des lokalen Potentialmaximums bei
z=0.

(8)

Skizze!
Lo6sung 1(c)

mi = —%V(m) = 20 — 4Bx°. (9)

Losung 1(d)
Taylor-Naherung:
mi & 2. (10)

Allgemeine Losung iiber Exponentialansatz oder durch scharfes Hinschauen (bis auf Vorzeichen
ist Gleichung (10) die Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillators):

z(t) = Ae™ 4+ Be™M (11)



mit A = \/2a/m und unbestimmten Konstanten A und B.

Losung fiir vorgegebene Anfangsbedingungen:

o 2(0)=A+B=0,dh B=—A.
o #(0) = (A — B)A =24\ = vy, d.h. A = vo/2\.

e Endergebnis: z(t) = 1)0(6+>\t — 67/\7&)/2/\-

Aufgabe 2 (5 Punkte)

Berechne das Tragheitsmoment einer Hohlkugel mit innerem Radius R, duflerem Radius Rs
und rdumlich konstanter Massendichte pg beziiglicher einer Achse, die durch das Zentrum der
Hohlkugel verlauft.

Hinwes:

/ dd sin®(9) = é
0 3

L6sung 2

Setze Ursprung des Koordinatensystems ins Zentrum der Hohlkugel, berechne Triagheitsmoment
beziiglich der z-Achse:

J = /d%« o(r) (acz + y2). (12)

Verwende Kugelkoordinaten: (x,y, z) = r(sin(?) cos(p), sin(9) sin(p), cos 9).
Damit 22 + y? = r? sin?(9).

_ 8’/Tp0(Rg — R?)

15 (13)

(hierbei wurde die aus der Vorlesung fiir Kugelkoordinaten bekannte Jacobi-Determinante 72 sin(¢)
verwendet).



Aufgabe 3 (24+142+4+54+2=12 Punkte)

Betrachte in 3 Raumdimensionen ein Zweiteilchensystem, bei dem beide Teilchen die gleiche
Masse besitzen, d.h. m; = ms = m. Die von Teilchen 1 auf Teilchen 2 wirkende Kraft ist
Fi_,9 = F(r)(ra — r1), wobei r1 und ro die jeweiligen Teilchenpositionen bezeichnen und

r = |rg — ry|. Es liegen keine dufleren Kréfte vor.

(a) Wie lautet die von Teilchen 2 auf Teilchen 1 wirkende Kraft Fo_,1? Begriinde Deine Ant-
wort.

(b) Gib die Newtonschen Bewegungsgleichungen fiir beide Teilchen an.

(c¢) Gib die Definition von Schwerpunktkoordinaten R und von Relativkoordinaten r fiir dieses
Zweiteilchensystem an.

(d) Leite ausgehend von den Newtonschen Bewegungsgleichungen aus Teilaufgabe (b) dquiva-
lente Bewegungsgleichungen in den Schwerpunkt- und Relativkoordinaten aus Teilaufgabe
(c) her. Deine Rechenschritte miissen dabei klar nachvollziehbar sein. Lediglich die resultie-
renden Bewegungsgleichungen anzugeben, ist nicht ausreichend. Begriinde anhand Deiner
Ergebnisse, dass die Bewegungsgleichungen fiir die Schwerpunktkoordinaten von denen fiir
die Relativkoordinaten entkoppelt sind

(e) Gib die allgemeine Losung der Bewegungsgleichungen fiir die Schwerpunktkoordinaten an.

Losung 3(a)

Fys,1 = —Fi_,9 = F(r)(r; — r2) (3. Newtonsches Axiom, Kraft gleich Gegenkraft) .

Losung 3(b)

miy = Fao_,1, mry = F1_,9.

Lésung 3(c)

R = (r; +r2)/2 (14)

r=r;—ry (15)

(oder auch umgekehrtes Vorzeichen bei Relativkoordinaten, d.h. beide Konventionen o.k.).
Losung 3(d)

- T +Ty  Foy1 +Fio
2 2m ( )




(im letzten Schritt wurde das Ergebnis aus Teilaufgabe (a) verwendet).

Fy,1—F oF 2F - 2F
=i dy= = T = (T)(;Ll r2) _ g:y)r (17)

(hier wurde ebenfalls das Ergebnis aus Teilaufgabe (a) verwendet).

Die Gleichungen sind entkoppelt, da in Gleichung (16) nur R und in Gleichung (17) nur r
auftritt.
Losung 3(e)

Freie Bewegungsgleichung: R(t) = Rg + Vot mit 6 unbestimmten Konstanten in den Vektoren
Ry und V.

Aufgabe 4 (5+5+2=12 Punkte)
Betrachte in 2 Raumdimensionen das Kraftfeld F = o(—2y, +x).

(a) Berechne die Arbeit, die bei einer geradlinigen Bewegung durch das Kraftfeld vom Punkt
ro = (0,0) zum Punkt r; = L(1,1) verrichtet wird.

(b) Berechne die Arbeit, die bei einer Bewegung durch das Kraftfeld vom Punkt ro = (0,0)
zum Punkt r1 = L(1,1) entlang des durch y(x) = 22/ L definierten Weges verrichtet wird.

(c) Handelt es sich beim Kraftfeld F um ein konservatives Kraftfeld? Begriinde Deine Antwort.

Losung 4(a)

Parametrisiere Weg durch z, d.h. r(z) = (x,y(z)) = (z,z) . Damit

% —(1,1). (18)

Verrichtete Arbeit:

L L B L
W(a):/ drF(r):/ dxdrF(r):/ dm<1>a( 2x>:a/ drx =
Weg (a) 0 dx 0 1‘ 0



Losung 4(b)

Parametrisiere Weg durch z, d.h. r(z) = (x,y(z)) = (z,2%/L) Damit

dr

dr = (1,21‘/[/). (20)

Verrichtete Arbeit:
L L 2
dr 1 —2x°/L
W :—/ drFr:—/ dxFr:—/ dx< >a< >:0. 21
(b) Weg (b) ( ) 0 dl‘ ( ) 0 2$/L xr ( )

Losung 4(c)

Da die verrichtete Arbeit geméfl Teilaufgabe (a) und Teilaufgabe (b) wegabhéingig ist, kann das
Kraftfeld nicht konservativ sein.

oder

Alternativ kann hier auch die Rotation ausgerechnet werden, 0F,/0, — 0F,/0y = 3a. da diese
nicht verschwindet, ist das Kraftfeld nicht konservativ .

Aufgabe 5 (54+2=7 Punkte)

Betrachte ein Teilchen in 3 Raumdimensionen (Masse m, Position r), das sich in einem Zentral-
potential V(|r|) bewegt.

(a) Zeige durch explizite Rechnung, dass der Drehimpuls 1 des Teilchens erhalten ist.

(b) Bestimme die z-Komponente der Trajektorie des Teilchens fiir V (|r|) = a|r|* und Drehim-
puls 1= (0,0,7) (wobei [ # 0 und konstant ist). Die ausschliefiliche Angabe des Ergebnisses
ist nicht ausreichend. Deine Rechenschritte und/oder Argumente miissen schliissig und klar
nachvollziehbar sein.

Losung 5(a)

Drehimpuls: 1 = mr x 1 .

Zeitableitung des Drehimpulses:

1
%:mrxf‘:er. (22)

Kraft im Zentralpotential V(|r|):

F = —VV(r]) = — V(e V]r| = —V(|x])t. (23)



Damit

dl

= V(e x =0, (24)

d.h. der Drehimpulsvektor veréndert sich nicht mit fortschreitender Zeit.
Losung 5(b)

Dal = mr x ¥ = (0,0,1) = const, muss r stets senkrecht zum konstanten Drehimpulsvektor
(0,0,1) stehen , d.h. 2(t) =0 .



