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5 Aufgaben mit insgesamt 50 Punkten. Die Klausur ist mit 25 oder mehr Punkten bestanden.

Punkteverteilung und Kommentare zur Punkteverteilung in rot.

Aufgabe 1 (24+4454+342=16 Punkte)

Betrachte den relativistischen Streuprozess A+ B — C'+ D, d.h. zwei Teilchen A und B kollidie-
ren und werden dabei in die Teilchen C' und D umgewandelt (beschrinke Deine Uberlegungen
und Rechnungen der Einfachheit halber auf eine Welt mir nur einer Raumdimension!). Im La-
borsystem ruht das Teilchen B (Masse mp > 0) und wird von dem sich bewegenden masselosen
Teilchen A (Energie E4 1,AB) getroffen. Die dabei entstehenden Teilchen C' und D haben gleiche
Masse, m¢ = mp > 0.

(A) Wie lautet die Viererimpulserhaltung fiir diesen Streuprozess?

(B) Bestimme durch geeignetes “Quadrieren” der Viererimpulserhaltung aus (A), die Energien
der Teilchen C' und D im Schwerpunktsystem (das System, in dem die Summe der rdum-
lichen Impulskomponenten verschwindet), d.h. gib Ecgp und Ep gp als Funktionen von
mp und E41,AB an.

Hinweis: Die folgenden Teilaufgaben (C) und (D) sind unabhingig von den Teilaufgaben (A)
und (B) und konnen damit losgelost von (A) und (B) bearbeitet werden.

(C) Bestimme 8 = v/c, die Geschwindigkeit eines Boosts in Einheiten der Lichtgeschwindig-
keit, der vom Laborsystem ins Schwerpunktsystem fithrt. Geh hierzu folgendermaflen vor:

— Gib eine geeignete Boost-Matrix fiir den Boost vom Laborsystem ins Schwerpunkt-
System an.

— Driicke damit p4 sp und ppsp (die rdumlichen Impulskomponenten von A und B im
Schwerpunktsystem) durch mp und E41,Ap aus.

— Setze dann pa sp und ppsp in Beziehung und l6se nach 3 auf.

! Auch wenn die entsprechenden ko- und kontravarianten Vektoren nur zwei Komponenten besitzen, werden
sie im Folgenden als Vierervektoren bezeichnet.



Berechne auflerdem v = 1/4/1 — 32 und /. Bringe Deine Ergebnisse fiir 3, v und v/ in
eine iibersichtliche Form, d.h. vereinfache die Ausdriicke soweit wie moglich.

(D) Berechne durch Ausfithren eines Boosts mit der in (C) bestimmten Geschwindigkeit die
Energien von sowohl A als auch B im Schwerpunktsystem, also E4 sp und Ep gp. Bringe
Deine Ergebnisse in eine iibersichtliche Form, d.h. vereinfache die Ausdriicke soweit wie
moglich.

(E) Verifiziere Deine Rechnungen und Ergebnisse aus (B) und (D), indem Du die Energieer-
haltung iiberpriifst.

Losung 1(a) Gesamt: 2

Py + ol = ol + 0.
1 1

Losung 1(b) Gesamt: 4

Da Angaben fiir A und B im Laborsystem gegeben und fiir C und D Groéflen im Schwerpunkt-
system gefragt sind, ist es sinnvoll die Viererimpulserhaltung in Form von 1(a) zu quadrieren.

2 2
(pff‘ + p’é) = (pé + p%) 0.5 fiir richtigen Ansatz zum Quadrieren
2 2
m%c? +2E 1 a8mp = (p‘é + p%) .1 fiir Berechnen von (p’f‘ + p’é) . Wenn kleiner Fehler in Ergebnis, 0.5
Im Schwerpunktsystem gilt ppsp = —pcsp 0.5 fiir Bedingung in SP und damit pésp =

(Ecsp/c,pcsp) und pllg,SP = (Ecgsp/c,—pcsp) 0.5 fiir Verwendung richtiger Viererimpulse
(muss nicht explizit so genannt werden) und damit

mpc® +2Ea1asmp = 4EGgp/c® 1
1 1/2
— EC,SP = ED,SP = §<m2BC4—|—2EA,LABmBCQ) . 0.5

Losung 1(c) Gesamt: 5

Boost:
(ESP/C> _ < gl ’Yﬁ) <ELAB/C> 1
PSP B8y DLAB ’

Damit pasp = (Y8 +v)Eavras/c 0.5 und ppgsp = yBmpec  0.5.



Im Schwerpunktsystem gilt 0 = pasp +prsp 0.5 und damit

0 = (’75 + 7) EsraB/c+yBfmpe
- 0 = /B(EA,LAB/C + mB,LABC) + EaraB/c
E
- B = —E A’IfB 5. L (0.5 fiir Rechnung und 0.5 fiir richtiges Ergebnis)
A,LAB +mpc
AuBlerdem
1 1 1/2

T Vime (1 — (Bavas/c)*/(EaLas + ch2)2> B

_ (Earap + mpc?)? 1/2 _ Eapap +mpc? 1

m%ct + 2E4 Apmpc? (m%c* + 2B Lagmpe?)t/2
(0.5 fiir Rechnung und 0.5 fiir richtiges Ergebnis)
E

Vg = — ALAB 0.5

(myct + 2E 4 Lapmpc?)t/?

Losung 1(d) Gesamt: 3

Aus (c) folgt

Ej 1ampe
Easp/c = (’Y + 75) Es1aB/c : 1
- (m%ct + 2E 4 ,apmpc?)t/?
E 2
Epsp/c = Aympc = (Earas + mpe)mpe 1

0.5 (mEet + 2B papmpc?)L/?

Losung 1(e) Gesamt: 2
Energieerhaltung: EA,SP + EB,SP = EC,SP + Epysp. 0.5
Linke Seite:

2 4 2
m45e* + 2E 4 ,ABMBC
B ;
Ejssp + Epsp

1/2

2 4 9

= |mpzc +2F m c) 0.5.
(m%ct + 2E 4 papmpc?) /2 < B ALABMB 5

0.5 (Rechenweg)

Wie erwartet entspricht dies der rechten Seite, 0.5

1/2
Ecsp+Epsp = 2Ecsp = <m2364+2EA,LABmBC2) .



Aufgabe 2 (34+543=11 Punkte)

Zwei sich in einer Raumdimension bewegende Teilchen (Koordinaten ¢! und ¢2, jeweils Masse m)
sind mit einer Feder (geniigt dem Hookschen Gesetz, Federkonstante k, Ruhelénge 0) verbunden.
AuBerdem sind sie mit jeweils einer Feder mit dem Ursprung verbunden (geniigen ebenfalls dem
Hookschen Gesetz, Federkonstanten K; und Ks, Ruhelénge 0).

(a) Gib die Massen- und die Kraftmatrix sowie die Lagrange-Funktion des Systems an.

(b) Lose fiir den Fall K = Ko das generalisierte Eigenwertproblem und berechne die Eigen-
vektoren. Bestimme die allgemeine reelle Losung der Bewegungsgleichungen.

(¢) Bestimme fiir den gleichen Fall wie in (b) die spezielle Lésung der Bewegungsgleichungen
fiir die Anfangsbedingungen ¢*(t = 0) = ¢?(t = 0) = 0 und ¢'(t = 0) = —¢2(t = 0) = vo.

Losung 2(a) Gesamt: 3

Massen- und Kraftmatrix:

. m 0 - K|+ k —k - . )
M = (0 m> 1, K = ( g Kg—f—k) 1 (0.5 wenn Vorzeichenfehler).

Lagrange-Funktion:
1

1
L = ¢ Mq-=>q"'Kq. 1
5 q4- 59 Ka

Losung 2(b) Gesamt: 5

Eigenfrequenzen:

2 2 20
0 = det(-Mu?+K) = (—mw?+Ki+k) —k

0.5
— —mw]z +Ki+k = =k 1 fiir Rechnung
Ki+k+k
ek gk = FatREE
m

also w? = K1/m 0.5 und w? = (K7 +2k)/m 0.5.

Eigenvektoren:
(—Mw?- + K) a; = 0. 0.5 (fir Ansatz zur Berechnung)
j=1L
k. —k
< _k k ) a; = 0
— a; = (+1L,+1)7 0.5,



— ay = (+1,-1)T 0.5,

Wenn Eigenvektoren falsch aber Ansatz und Rechenweg richtig 0.5 von 1

Allgemeine Losung:

qt) = Z a; (Aj cos(wjt) + B; sin(wﬂ)) 1

Jj=1
mit unbestimmten reellen A; und B;.

0.5 wenn Summation fehlt oder a;/A;/Bj fehlt oder nur sin /cos

Losung 2(c) Gesamt: 3

Aus ¢'(t = 0) = ¢*(t = 0) = 0 folgt A;j=0. 1

2
QH(t=0)=—+uv = Za}ijj cos(wjt)
j=1
2
Pt=0)=—v = Za?ijj cos(wjt)
j=1

0.5 (muss nicht explizit da stehen, sondern Punkte fiir Rechenweg)

Die Normalschwingung j = 2 mit Eigenvektor a; = (41, —1)7 erfiillt gerade die gegebenen
Anfangsbedingungen 0.5,

1 . . .
q(t) = ( +1 ) v sin(wat). 1 (wenn Konstanten nicht eingesetzt: 0.5)
_ wo

Aufgabe 3 (24+34-3+3=11 Punkte)

Betrachte ein sich in zwei Raumdimensionen bewegendes Teilchen (Masse m) beschrieben durch
kartesische Koordinaten r = (x,y). Dabei liegt ein rotationssymmetrisches Potential V' (|r|) vor.

(a) Gib die zugehorige Lagrange-Funktion an und zeige, dass diese invariant unter Rotationen
ist.

(b) Bestimme mit Hilfe des Noether-Theorems die der Rotationssymmetrie zugeordnete Er-
haltungsgrofie. Um welche bekannte physikalische Groéfle handelt es sich?



(c) Bestimme aus der Lagrange-Funktion mit einer Legendre-Transformation die Hamilton-
Funktion des Systems.

(d) Weise mit Hilfe von Poisson-Klammern nach, dass der Drehimpuls zeitlich erhalten ist.

Losung 3(a) Gesamt: 2
Lagrange-Funktion:

]. .9
L = 5mE —V(r]). 1

72 0.5 und |r| (und damit V(|r|)) 0.5 sind rotationsinvariant, damit auch L.

Losung 3(b) Gesamt: 3

Transformation:
z(s) _ +cos(s) —sin(s) x 1
y(s) N +sin(s) 4+ cos(s) y )
Erhaltungsgrofle:
_ OL(¢,¢%) 0q"(s) B S
I = o e m(:vy yx). 1 (1)
0.5

I entspricht gerade dem Drehimpuls. 0.5

Losung 3(c) Gesamt: 3

Kanonisch konjugierte Impulse: p, = 0L/0% = ma 0.5 und py = 0L/0y =my 0.5 .

Hamilton-Funktion:

2 D,
_ . . _ y
H = P2® +pyy — L = —27; + 7 + V(). 1

1 (fiir explizite Nennung der Legendre-Trafo)

Losung 3(d) Gesamt: 3

Drehimpuls: L = xp, — yp,. 0.5 (muss nicht explizit genannt werden, aureichend, wenn in
Rechnung richtig (d.h. mit Impulsen) verwendet)



Poission-Klammer:

(L} = 5o Ly 5t )+ (Ve L)

i, L} = +{prapy} = —2papy 05

P2, L}y = —{po,ypz} = +2pyp. 0.5

(V(® +92),2py —ype} = V(2% +y2)22(—y) + V'(2® +y*)2y(+x) = 0 0.5 (wenn Potential-Teil richtig)

—~ {H,L} = 0, 0.5

wobei V(22 + y?) = V(|r|) definiert wurde. {H, L} = 0 beweist, dass L zeitlich erhalten ist.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Berechne das Trigheitsmoment eines um seine Symmetrieachse drehbaren homogenen Zylinders
(Radius d, Héhe H, Masse M).

Losung 4 Gesamt: 4

Lege das Koordinatensystem so, dass die z-Achse die Symetrieachse ist:

M d 21 H
_ 3 2, .2 _ 3
J = /d rp(r)(a: —i—y) = wdQH/O drr /0 dgp/o dz

0.5 fiir Ansatz + 1 fiir richtiges x| 0.5 fiir Trafo in Zylinder Koord. 4+ 1 fiir Rechenweg/ Berechnung Integrale

Md>
= 5 1 (0.5 wenn p nicht eingesetzt).

Aufgabe 5 (2+4.54+1.5 = 8 Punkte)

Ein Teilchen (Masse m) bewegt sich kréftefrei in einer Ebene.

(a) Verwende zunichst die kartesischen Koordinaten (x,y) und berechne den metrischen Ten-
sor und gib die Lagrange-Funktion an.

(b) Die Bewegung des Teilchens findet nun in der rechten Halbebene statt, d.h. > 0. Verwen-
de nun als generalisierte Koordinaten  und ¢, wobei ¢ dem Winkel entspricht, der auch
bei Polarkoordinaten Verwendung findet. Gib fiir die Koordinaten (z,¢) den metrischen
Tensor und die Lagrange-Funktion an.

(c) Ist eine Beschreibung der Bewegung des Teilchens mit den generalisierten Koordinaten
(z, ) moglich, wenn desen Bewegung nicht eingeschrinkt ist, also in der gesamten Ebene
stattfinden kann? Begriinde Deine Antwort.



Losung 5(a) Gesamt: 2
Lagrange-Funktion:

L =T = %(z%;ﬁ) 1.

Damit kann der metrische Tensor abgelesen werden: g;, = gyy = 1, oy = Gyz = 0.
0.5 0.5

Losung 5(b) Gesamt: 4.5

z(z,p) =z, y(z,p) = vtan(p). 0.5

Metrischer Tensor:

or 1
oxr tan(p) 0.5

or 0
oo x/ cos?(p) 0.5
) .
) 2 - . B xsin(p)
Gou = 1HE(0) 05 Gop = Clary 00 0 e = Ger = oargy 00
Lagrange-Funktion:
L T M i gond® = (1+ta *( ))'2+ o SEPLLLCIPY
= — —_— 1 == o n x v .
5 9ikq 9 05¢ cos40g0r)<p COS?’((‘;DS) i

Ist g;; falsch berechnet, jedoch in L richtig eingesetzt, dann F.F. und Abzug nur fiir falsches g;;
(0.5) nicht fur L.

Losung 5(c) Gesamt: 1.5

Nicht moglich 0.5, da Punkte auf der y-Achse nicht durch z und ¢ beschrieben werden kénnen
1 (bei z = 0 und ¢ = £7/2 ist nicht klar, wo genau auf der y-Achse sich das Teilchen befindet).



