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Aufgabe 1 [Kleine Schwingungen gekoppelter Pendel] (3+2+3+2=10 Pkt.)

Zwei identische ebene Pendel (Masse m und Lénge ) mit gemeinsamem Auf-
héngepunkt fithren Schwingungen unter dem Einfluss des homogenen Schwe-
refeldes aus. Die Pendel sind mit einer Feder verbunden, die eine anziehende
Kraft vom Betrag F' = mw?|r; — ra| (r; und ry sind die Positionen der beiden
Pendelmassen) entsprechend dem Hookschen Gesetz ausiibt.

(a)

(b)

z

m

Stelle die Lagrange-Funktion auf und gib die Bewegungsgleichungen an.

Hinweis: Auch wenn die Winkelauslenkungen @1 und po der beiden Pen-
del aus einer jeweils senkrecht nach unten zeigenden Lage mdgliche gene-
ralisierte Koordinaten sind, ist es zweckmdifiger die Koordinaten ¥ und
X, definiert durch ¥ = (p1 + ¢2) und x = (p1 — p2), 2u verwenden.

Zum Umformen sind die trigonometrische Relationen cos(z) + cos(y) =
T4y

2 cos( ) cos(*5Y) sowie cos(x) cos(y)+sin(x) sin(y) = cos(x—y) nitzlich.

Es ist auferdem niitzlich, im Folgenden in dimensionslose Griflen zu
transformieren, indem T = /g/lt und L' = L/(mgl) verwendet wird.

Bestimme sémtliche Gleichgewichtslagen (sowohl stabil als auch instabil).

Betrachte im Folgenden kleine Schwingungen.

()

(i) Berechne die Normalschwingungen um die Gleichgewichtslagen (so-
wohl um stabile als auch instabile Gleichgewichtslagen) indem Du
die jeweilige Massen- und die Kraftmatrix aufstellst und daraus die
Frequenzen der Normalschwingungen berechnest.
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(d)

(ii) Diskutiere anhand Deiner Ergebnisse, welche Gleichgewichtslagen sta-
bil und welche instabil sind.

Was dndert sich, wenn die attraktive Federkraft durch eine repulsive, an-
sonsten gleiche Kraft ersetzt wird? Beschreibe, ausgehend von deinen Er-
gebnissen in (c¢), welche Gleichgewichtslagen stabil und welche instabil
sind.

Hinweis: Es muss nicht die gesamte Rechnung wiederholt werden, sondern
nur die Anderung von w? — —w? untersucht werden.

Aufgabe 2 [Kleine Schwingungen mit Federn verbundener Massenpunkte]
(4+1+1=6 Pkt.)

In einer Dimension sind drei Massenpunkte (Massen m; [2x] und my) iiber zwei
identische Federn (Ruheléngen 0, Federkonstanten k) miteinander verbunden
(sieche Abbildung).
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(a)

(b)

Bestimme Eigenfrequenzen und Eigenvektoren der Normalschwingungen
um die Gleichgewichtslage sowie deren Energien. Normiere dazu die Ei-
genvektoren so, dass @ Ma; = 6;;.

Interpretiere Deine Ergebnisse, insbesondere die auftretende Eigenfrequenz
w = 0. Sind die Gleichgewichtslagen stabil?

Aufgabe 3 [Hilfreiche Formel zum Testen berechneter Eigenfrequenzen)
(2+2=4 Pkt.)

(a)

Leite eine einfache allgemeine Beziehung zwischen

D (wy)?

J

(w; sind die Eigenfrequenzen) und der zugehérigen Massen- und Kraftma-
trix ausgehend von der Eigenwertgleichung ab.

Uberpriife Dein Ergebnis am in der Vorlesung diskutierten Beispiel der
vertikalen Bewegung von 2 Massenpunkten, die mit Federn verbunden
sind (siche S. 58 ff. Skript Theo 2 Sommersemester 2022). Verwende dazu
die in (218) und (219) definierte Massen- und Kraftmatrix fiir den Spe-
zialfall my = mgo = m, K1/3 = K2/2 = k. Nutze auflerdem die in (233)
hergeleiteten Eigenfrequenzen.
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