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den. Jede Aufgabe auf ein separates Blatt. Name und Matrikelnummer auf jedem Blatt
angeben.

Aufgabe 1 (143+2+4+4=14 Punkte)

Betrachte im Rahmen der Elektrostatik einen geraden, unendlich langen und unendlich
diinnen Draht, der homogen geladen ist (Linienladungsdichte A) und der auf der z-Achse
verlauft.

(a) Gib die den Draht beschreibende elektrische Ladungsdichte p(r) an.
(b) Berechne E(r). Verwende dabei das Gaufische Gesetz.

(c) Wie lautet die allgemeine Beziehung zwischen dem elektrischen Feld E(r) und dem
elektrostatischen Potential ¢(r)? Berechne ¢(r) ausgehend von Deinem Ergebnis fiir
E(r) aus (b).

Betrachte nun einen zylinderférmigen, geraden und unendlich langen Draht mit Radius
R, der homogen geladen ist (Linienladungsdichte A) und der auf der z-Achse verlduft und
um diese zentriert ist.

(d) Gib die zugehorige Ladungsdichte p(r) an und berechne sowohl E(r) als auch ¢(r).

Betrachte nun wieder den zuerst beschriebenen unendlich diinnen Draht aus den Teilauf-

gaben (a), (b) und (c).

(e) Stelle einen Integralausdruck zur Berechnung des elektrischen Feldes E(r) auf, in
dem die Beitrdge der durch die Ladungsdichte p(r) beschriebenen Ladungen aufin-
tegriert werden. Lose das Integral, d.h. berechne erneut E(r).

Hinwezis:
d x B 1
dx (1 + 22)1/2 o (14 22)3/2°



Lésung 1(a)

p(r) = Ad(x)d(y).

Loésung 1(b)

Betrachte einen um den Draht zentrierten Zylinder mit Radius r» und Hohe h, dessen Vo-
lumen mit Z und dessen Oberfliche mit 0Z bezeichnet wird. Wie in 1(b) bereits bemerkt
gilt E(r) = E(r)e,. Damit

ATQinmen = 4mARL = ( / d*r' VE(r') :) / dnE = 2mrhE(r)
Z 0z

2 2
— E(r) = T)\ bzw. E(r) = T)\er.

Losung 1(c)

E(r) = =Vo(r).
¢(r) = ¢(r) aus Symmetriegriinden. Damit

P(r) = —/Tdr'E(r') = —/rdr’zr—f\ = —2XIn(r/ro).

0

Losung 1(d)

(r) = A/mR? fallsr <R
pAE) = 0 sonst '

ZweckméfBig ist wieder Gauflsches Gesetz:

o r < R:
4 2
47 Qiunen = ”;jh = / dnE = 2rrhE(r)
YA
2\r 21
— E(T) = ﬁ bzw. E(I') = ﬁer.
o r> R:

47-‘-Cginnen = 4dw\h = / dnE = 27TT}LE<T')
0Z

2\ 2\
— E(r) = — bzw. E(r) = e



Fir » > R ergibt sich ¢(r) wie in (d), d.h.

o(r) = =2XIn(r/ro).
Fiir r < R ergibt sich ¢(r) gemé&f

o(r) = —2\In(R/ry) — /R” dr' E(r') = —=2AIn(R/ro) - /RT o 222/ B
= —2\In(R/rg) — A(% B 1)

(zweckméBig aber laut Aufgabenstellung nicht erforderlich ist die Wahl o = R). Beachte,
dass ¢(r) auch bei r = R stetig sein muss (bei Losung mit Integralen, wie oben, ist dies
automatisch der Fall).

Losung 1(e)

E(r) = /d3r/ p) r—r'

v — '] r — 1

Aus Symmetriegriinden gilt E(r) = E(r)e, mit r = /22 + y2. Betrachte daher zum
einfachen Losen des Integrals zundchst r = (x,0,0),

+o0 / A X
E(I' = (CC, 0, 0)) = / dz m 0 /

o0 z

E,(r = (x,0,0)) = 0 (offensichtlich), E,(r = (z,0,0)) = 0 (antisymmetrischer Integrand),

+oo ) A1 +oo , A
Bele=(0.0) = | #aimpr = |, ¥ eireoE T

—00 (e}

B /+°° A A ’+oo 2)

d

Y+ w2 T 2 (1+ud)

- 9
0o —00 xz

wobei u = 2’/z definiert wurde (damit folgt du = dz’/z). Damit

2\
Er) = Ze,.
) = e



Aufgabe 2 (34+3+5=11 Punkte)

(a) Wie lauten die inhomogenen Maxwell-Gleichungen in kovarianter Form? Definiere
dabei auch den in den inhomogenen Maxwell-Gleichungen auftretenden Feldstérke-
tensor F* d.h. driicke F*” durch die Viererpotentiale A* aus. In welcher Beziehung
stehen die Komponenten des Feldstarketensors F*” mit denen des elektrischen Fel-
des E und das magnetischen Feldes B?

(b) Wie lautet die Definition des dualen Feldstirketensors Fm_ d.h. was ist die Be-
ziehung zwischen F* und F*7?7 Beweise die Giiltigkeit der homogenen Maxwell-
Gleichungen

o, F" = 0,

d.h. zeige, dass es sich bei diesen Gleichungen um mathematische Identitéiten han-
delt.

(c) Driicke die in (b) in kovarianter Form gegebenen homogenen Maxwell-Gleichungen
vollstdndig durch das elektrische Feld E und das magnetische Feld B aus. Dein
Rechenweg muss dabei klar erkennbar sein, die Angabe des Endergebnisses reicht
nicht aus.

Lésung 2(a)

O™ = L FM = gAY gPA
&

0 -E, —E, —E.
+E, 0 —B. +B,
+E, +B. 0 —B,
+E. —B, +B, 0

Losung 2(b)

[y 1 vpo 1 vpo
O = SETE, = e, (9,4, —9,4,) = 0
aufgrund von
Hre 9,0 ! Hee 9,0 L PR 9,0 L w90 L HP79,0
€ no = 5€ up+§€ PO = € nO — 5¢€ pOu = 0

(1. Schritt: Summationsindizes umbenennen; 2. Schritt: Antisymmetrie von €**?? ausnut-
zen).



Loésung 2(c)

Zuniichst dualen Feldstéirketensor durch E und B ausdriicken (€123 = +1, damit €123 =

—1):

0 +B. +B, +B.
~ 1 —B 0 —-F, +E
wo . _ _pUpo _ x z Y
F 5€ Fy, B, +E. 0 —E, (1)
—-B, —E, +E, 0
v=20:
0 = 9,F" = -9;B;
—- VB = 0
v=17]
| 1o mgi o 1 1
O = 6MFM] = —8tF7+8kF7 = —atBj—akaﬂEl —8tBj—|—ejk18kEl
C C C

1
—~ Z9B+VxE = 0,
C

wobei FIF =

—e;r ) verwendet wurde, was sich direkt aus (1) ablesen lasst.

Aufgabe 3 (242+5=9 Punkte)

(a)

Wie lautet die Bedingung an A* fiir Lorenz-Fichung? Wie lautet die Bedingung
an A* fiir temporale Eichung? Unter welcher physikalischer Voraussetzung kann
gleichzeitig Lorenz-Eichung und temporale Eichung gefordert werden? Zeige, dass
im Fall von gleichzeitig vorliegender Lorenz-Eichung und temporaler Eichung auch
Coulomb-Eichung vorliegt.

Driicke die Maxwell-Gleichungen in kovarianter Form vollstdndig durch A* aus (d.h.
nur A* und j* sollen in Deinem Ergebnis auftreten, nicht aber F*). Vereinfache
diese Gleichungen fiir den Fall, dass Vakuum und sowohl Lorenz-Eichung als auch
temporale Eichung vorliegt.

Gib die allgemeine Losung der in (b) vereinfachten Maxwell-Gleichungen an. Erlaute-
re in wenigen aber prézisen Sdtzen, in welcher Form sich die folgenden drei einen
Lichtstrahl charakterisierenden Gréflen in der von Dir angegebenen Losung wider-
spiegeln: (a) Frequenz des Lichts; (b) Richtung des Lichtstrahls; (¢) Polarisation
des Lichts (mehr als drei bis sechs Sétze iiblicher Lénge sind fiir eine erfolgreiche
Beantwortung nicht erforderlich).



Losung 3(a)

0, A" = 0.
A° =0,

Im Vakuum ist Lorenz-Eichung und temporale Eichung gleichzeitig moglich.

0 = 9,A" =09y A’ 40,47 = VA,

=0

damit liegt also auch Coulomb-Eichung VA = 0 vor.

Losung 3(b)

O = 9u(0rAr—orar) = DA @A) = )"

Vakuum, Lorenz-Eichung, temporale Eichung:
A = 0, OA =0, VA =0

(Angabe von A = 0 fiir volle Punktzahl ausreichend, da A° = 0 und VA = 0 bereits in
(a) zu finden ist).

Losung 3(c)

A(r,t) = /d?’k (a(k)e+i(wt7kr) I (a(k))*e—i(wtfkr)>

mit a(k)k = 0 und w = |k|c.

(a) w ist Frequenz des Lichts.

(b) k ist Ausbreitungsrichtung des Lichts.

(c) Zwei linear unabhéngige mogliche Richtungen fiir a(k) entsprechen den beiden Pola-
risationsrichtungen.



Aufgabe 4 (34+3+3=9 Punkte)

(a) Wie lautet der Satz von GauB in d Dimensionen? Erldutere die Bedeutung aller

(b)

auftretenden Groflen und fertige eine iibersichtliche Skizze in d = 2 Dimensionen
an, in der Du die beiden auftretenden Integrale veranschaulichst.

Berechne mit Hilfe des Satzes von Gaufl das Integral

I = /d2er(x,y),
K

wobei K eine um den Ursprung zentrierte Kreisscheibe mit Radius R ist und es sich
bei

o) = (1) o/TH)

um eine stetig differenzierbare Funktion mit ansonsten nicht weiter spezifizierter
Funktion ¢ handelt.

Teste Dein Ergebnis aus (b), indem Du das zweidimensionale Integral I direkt be-
rechnest, also ohne Verwendung des Satzes von GauS.

Hinweis: Zweckmdfig ist es, zundchst VE(z,y) zu berechnen. Bei Verwendung von
Polarkoordinaten (r, ) bietet sich fir die Losung des r-Integrals partielle Integration
an.

Losung 4(a)

Satz von Gauf:

/

AV VE@r) = ]{ JA £(r).

~——
=divf(r)

fv dV: Integration iiber d-dimensionales Volumen V.

$ A = $ , dAn: Integration iiber geschlossene das Volumen V' begrenzende d — 1-
dimensionale (Hyper-)Flache A (dA: Flachenelement; n: Flichennormale).

f: Beliebige (stetig differenzierbare) vektorielle Funktion (d Komponenten).

Losung 4(b)

1

fome = [Caen () ) (s) o = ot

7



Lo6sung 4(c)

Vi) = 2000+ (7 )09 = 2+ (D) dO5 = 200+ ()

g
I = /Kd2er(x,y) = /ORdrr/O%dgp(Qg(r)—irrg’(r)) =

R R
= 47r/ drrg(r) +27r/ drrig(r) =
0 0

R

R R
= 47r/ drrg(r)+27rr2g(7")‘0 —47T/ drrg(r) = 2rR%*g(R).
0 0

Aufgabe 5 (242+3=7 Punkte)

(a) Wie lautet das elektrostatische Potential ¢(r) eines im Ursprung zentrierten homo-
gen geladenen Zylinders mit Gesamtladung () fiir Orte r weit vom Ursprung entfernt
in fithrender nicht-verschwindender Ordnung einer Multipolentwicklung.

(b) Wie lauten die Gleichungen der Magnetostatik, denen ein B-Feld geniigen muss? Ist
B(r) = fr mit § # 0 ein physikalisch mogliches Feld? Begriinde Deine Antwort.

(c) Berechne die Gesamtenergie des von einer Punktladung @ erzeugten elektrischen
Feldes.

Lésung 5(a)

Monopolmoment ist Gesamtladung. Damit ¢(r) = Q/r.
Losung 5(b)

VB(r) = 0 , VxB(r) = 4%‘](1')

Kein zuldssiges Feld, da VB(r) = 35 # 0.



Lo6sung 5(c)
Elektrisches Feld, Energiedichte und Gesamtenergie:

E(r) = QeT

2
1 2 2
&) = g(E@) - 837’4
E = /d37“5(r) = 47?/Ooodrr2Q—2 = %2/000617“%2 —  o0.

mrd

Die Gesamtenergie ist also unendlich gro8.



