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Aufgabe 1 (2.541.5+4=8 Punkte)

(a) Wie lautet der Satz von Gauf} in d Dimensionen. Gib die entsprechende Gleichung an und
erklidre alle auftretenden Symbole prézise in Worten.

(b) Betrachte das im 2-dimensionalen Raum definierte Vektorfeld

f(x,y)=a< f;; )

und berechne

1 1
1 :/ dx / dydivf(z,y)
0 0

durch direktes Lésen der Integrale.

(c) Berechne erneut die oben definierte Grofle I, indem Du zunéchst den Satz von Gaufl
verwendest, um das “Volumenintegral” in ein “Oberflichenintegral” umzuschreiben, und
dieses dann 16st. Fiihre eine {ibersichtliche Rechnung aus und fertige eine versténdliche
Skizze an, aus denen die Beitridge der vier die Oberfliche bildenden Geradenstiicke klar
erkennbar sind.

Aufgabe 2 (242.546.5=11 Punkte)

Die Dynamik eines in einer Raum- und einer Zeitdimension beschriebenen reellen Feldes z(x,t)
sei durch die Wellengleichung

3z, t) — 22" (x,t) = 0 (1)

(v > 0 und reell) beschrieben. Aulerdem gelten periodische Randbedingungen z(z + L,t) =
z(x,t).

(a) Reduziere mit einem Separationsansatz die Wellengleichung (1) auf zwei gewohnliche Dif-
ferentialgleichungen.

(b) Finde einen vollstdndigen Satz von Losungen fiir jede dieser beiden gewdhnlichen Diffe-
rentialgleichungen.
Hinweis: Rechnen im Komplexen ist erlaubt und eventuell auch zweckmdjig.

(c) Konstruiere aus Deinen Ergebnissen aus (b) die allgemeine Losung der Wellengleichung
(1). Achte darauf, dass Dein Endergebnis fiir z(x,t) reell ist und die periodischen Rand-
bedingungen erfiillt.



Aufgabe 3 (24+144=7 Punkte)

(a) Wie lautet die Kontinuitédtsgleichung fiir die elektrische Ladungsdichte p(r,¢) und die elek-
trische Stromdichte j(r,t)?

(b) Auf welche haufig verwendete einfache Beziehung reduziert sich die Kontinuitétsgleichung
im Rahmen der Magnetostatik?

(c) Zeige, ausgehend von der Kontinuitétsgleichung, dass fiir eine lokalisierte Ladungsdichte
und Stromdichte die Gesamtladung zeitlich erhalten ist. (Lokalisiert bedeutet hier p(r,t) =
0 und j(r,t) = 0 fiir |r| > R fiir einen vorgegebenen endlichen Radius R.)
Hinweis: Die von Dir verwendeten Argumente miissen verstindlich und nachvollziehbar
sein. Dafiir empfiehlt sich neben einer Rechnung auch das Anfertigen einer Skizze.

Aufgabe 4 (14+14-342=7 Punkte)

(a) Wie lautet die Beziehung zwischen dem Viererpotential A* und dem Feldstérketensor F'**?

(b) Wie lauten die Komponenten von F* ausgedriickt durch die Komponenten des elektri-
schen und Magnetischen Feldes E; und B;?
Hinweis: Das Hinschreiben einer 4 x4 Matrix fir F* ist hier zweckmdfig und ausreichend.

(c) Betrachte einen Boost in z-Richtung mit Geschwindigkeit v = fe, der zwei Inertialsysteme
Y und ¥’ verbindet. Driicke E! (die z-Komponente des elektrischen Feldes in ¥’) durch
die Komponenten von E und B (die elektrischen und magnetischen Felder in X) aus. Gib
hierzu zunéchst die Boost-Matrix an und fithre dann explizit die dem Boost entsprechende
Lorentz-Transformation aus (einfaches Angeben des Endergebnisses ist nicht ausreichend).

(d) Wie viele Komponenten hat das elektrische Feld sowie das magnetische Feld in:

— 1 Raumdimension?
— 2 Raumdimensionen?

— d Raumdimensionen?

Aufgabe 5 (54+4=9 Punkte)

(a) Berechne mit Hilfe des Gaufischen Gesetzes das elektrische Feld einer homogen geladenen
Kugel mit Radius R und Gesamtladung ¢, die im Ursprung zentriert ist, sowohl innerhalb
als auch auflerhalb der Kugel.

(b) Berechne, z.B. ausgehend von Deinem Ergebnis aus (a), das zugehorige elektrostatische
Potential.



Aufgabe 6 (3+242+1=8 Punkte)

(a)

(b)

()

Wie lauten die Maxwell-Gleichungen in kovarianter Form ausgedriickt durch

(i) den Feldstdrketensor F*” (A* soll nicht explizit auftreten),
(ii) das Viererpotential A* (F* soll nicht explizit auftreten)?

Was ist eine FEichtransformation? Gib die Beziehung zwischen A* und dem zugehotrigen
eichtransformierten Feld A’* an.

Erldutere, wie die Wahl einer speziellen Eichung die Maxwell-Gleichungen gemifl (a)(ii)
in vier unabhéngige Gleichungen entkoppelt. Gib die Eichbedingung an, sowie die resul-
tierenden entkoppelten Gleichungen. Wie nennt man diese Eichung?

Hinweis: Es ist nicht notwendig, (wie in der Vorlesung) zu zeigen, dass es sich um eine
zuldssige Eichung handelt.

Unter welcher Voraussetzung kann zusétzlich noch temporale Eichung A° = 0 gefordert
werden? (Die Voraussetzung ist nur zu nennen, nicht zu begriinden oder zu beweisen.)
Vereinfache fiir diesen Fall die Maxwell-Gleichungen so weit wie moglich.



Punkteverteilung und Kommentare zur Punkteverteilung in rot.

Losung 1(a) Gesamt: 2.5

/VdVOiivf(x) zjidif(x). (2)

° fV dV': Integration iiber d-dimensionales Volumen V. 0.5

o ¢ L dA = ¢ , dAn: Integration {iber geschlossene das Volumen V' begrenzende d — 1-
dimensionale (Hyper-)Fliche A (dA: Flichenelement; n: Flichennormale). 0.5

e f: Beliebige (stetig differenzierbare) vektorielle Funktion (d Komponenten). 0.5

Losung 1(b) Gesamt: 1.5

divf(z,y) = 3ax.

I:/Oldx /Oldydivf(az,y):3a</01d:zx></01dy) :370‘. (3)

0.5 f. richtigen Ansatz 0.5 f. Rechnung 0.5

Losung 1(c) Gesamt: 4

1 1
I:/O d:v/o dydivf(x,y)(ﬁjédAf(x):
1 1 1 1
- [ - [ aneos [ anan- [ a0 -

“oben” 0.5 “unten”0.5 “rechts” 0.5 “links” 0.5
1 1 1 1 1 3
:a</ dxa:—/ dac0+/ dy—/ dy0>:a<—0+1—0):0.5. (4)
0 0 0 0 2 2

(d.h. je 0.5 fiir die 4 richtigen Integral-Ausdriicke u. Berechnung u. 0.5 fiir weitere richtige
Rechnung(zeigen, dass identisch zu (b)).)

XXXXX Skizze XXXXX 1 f. Skizze
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Losung 2(a) Gesamt: 2

Separationsansatz: z(x,t) = X (z)T'(t).
Damit

) X" T(t
X(2)T(t) —*X"(x)T(t) =0 — (=) _ - ) _ e (5)
0.5 f. Ansatz u. einsetzen X(l‘) v T(t)
0.5 f. korrektes Umformen (-0.5 wenn Konstante fehlt)

bzw.

X"(z) = —k*X(z) 0.5 , T(t)=—k>*T(t) 0.5. (6)

Losung 2(b) Gesamt: 2.5

X(z) = et 1, T(t) = etikve | |

d.h. je 0.5 fiir Losung mit + und mit -, also -0.5, wenn negative Losung fehlt.
Spezialfall £ = 0:

DGLs reduzieren sich auf X”(z) = 0 bzw. T'(t) = 0, in diesem Fall folgt:

X(xz) =z und X(z) =1 (Angabe auch in einer Formel moglich: X (z) = ax + b)

T(t) =t und T(t) = 1 (Angabe auch in einer Formel méglich: T'(t) = at + b)

0.5 fiir korrekte Behandlung des Spezialfalles (sowohl fiir X wie auch fiir T muss er behandelt
werden)

Losung 2(c) Gesamt: 6.5

Es bietet sich an w = |k|v zu definieren (wie auch in der Vorlesung bei dhnlichen Problemen
[Lichtstrahl]).



Die allgemeine Losung ist eine Superposition von Termen X (x)T'(t) = et*@et@! 1 (-0.5 wenn

Vorzeichen nicht stimmen/fehlen oder ein Term fehlt. -1 wenn beides nicht stimmt oder falsche
Terme mit +ik und —iwt) auftreten). Aufgrund der periodischen Randbedingungen muss k =
2mn/L gelten 1 , wobei n € Z. Fiir den Spezialfall k¥ = 0 verschwindet die Losung X (z) = z,
somit bleibt nur X (z) = 1. Die Superposition liefert fiir den Spezialfall X (x)T'(t) = 1% (t + 1)
und somit:

Allgemeine Losung (im Komplexen):

2o, t) = 3 (e rrtent) g pemilnrant)) gy (7)

n

(d.h. pro Term 1 P. bei fehlender Amplitude je -0.5, bei falschen Vorzeichen -0.5, sowie 0.5 fiir
korrekte Betrachtung des Spezialfalls k£ = 0.)

mit k, = 2mn/L, w, = |k,|v und unbestimmten komplexen Koeffizienten A,, und B,,, sowie der
Konstanten u fiir den Spezialfall £ = 0. (Die Losung X (z)T'(t) = 1 * 1 des Spezialfalls ist in der
Summe fiir n=0 enthalten). 1 P f. korrekte Summation iiber n und Indizes an k, w, A und B.
-0.5 wenn Indizes fehlen

Allgemeine Losung fiir reelles z:

z(x,t) = Z (Ane+i(k"$+w”t) + A;efi(k"’”w"t)) + Re(u)t 1 (korrekte komplexe Koeffizienten) (8)

n

mit unbestimmten komplexen Koeffizienten A,,.

Losung 3(a) Gesamt: 2

Oip(r,t) + Vj(r,t) = 0 bzw. 9,5 (x) = 0 mit j* = (pc,J).
1 1
(keine Teilpunkte)

Losung 3(b) Gesamt: 1

Aufgrund von Zeitunabhéngigkeit Vj(r,¢) = 0. 1 (keine Teilpunkte)

Losung 3(c) Gesamt: 4

Integration iiber zylinderférmiges Raumzeitvolumen V' 1 (Erlduterung/Beschreibung des Vorge-
hens in nachvollziehbarer Weise in Worten oder mithilfe einer Skizze)(Hohe t2 — ¢1, Radius > R
[z.B. unendlich]; siehe Skizze):

0= /‘/d4xauj“($) (Ej(édAujﬂ(x) 0;5/d3rj0(t2,r)—/d37“j0(tlar) = (q(tz) —Q(tl))c 9)

0.5

0.5 (math Ausdruck fiir
RaumzeitIntegration iiber
die Kontinuitétsgleichung)

vV
“Deckel” “Boden”



(die Integration iiber die Mantelfléiche gibt keinen Beitrag, da die Stromdichte lokalisiert ist) 0.5
(math. Ausdruck reicht, muss nicht schriftlich angegeben werden, aber aus Losung ersichtlich

sein).
Da q(t2) — q(t1) = 0 fiir beliebige Zeiten gilt, ist die Gesamtladung eine Erhaltungsgréfe. 0.5

XXXXX Skizze XXXXX
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(2 -Kompenenle hier nicht darﬁcs‘:ll*)

Losung 4(a) Gesamt: 1

FH = grAY — 9 A* mit 0* = ((1/¢)0y, —V). 1 (-0.5 wenn Indizes falsch (nicht alle oben oder

unten))

Lésung 4(b) Gesamt: 1

0 -E, —-E, —E.

H = Y . n. . . 1
F +E, +B. 0 —B, 1 (d.h. je E und B 0.5 Punkte. ) (10)

+E. +B, +B, 0

Andere Konventionen (E — —E und/oder B — —B) sind ebenfalls erlaubt, wenn sie im Fol-
genden konsistent verwendet werden. Wenn Vorzeichenkonvention falsch (d.h. inkonsistent) -0.5

jeweils fiir E bzw. B.



Losung 4(c) Gesamt: 3

Boost in z-Richtung mit Geschwindigkeit v = fSc:

vy 8 00
AP, = 705 g 2 8 0.5 (11)
0 0 01
E; — FllO — AlpAOUFpO' — A10A00F00+A11A00F10+ :/\10A01F01 —|—A11A01F11 — E:E (12)
09 =005 :72596 0.5 :—72§5Ez 0.5 =00.5

-0.5 wenn Endergebnis aufgrund von Rechenfehler im letzten Schritt nicht stimmt. (also v?E, —
v2B?E, = E, nicht erkannt wurde)

Losung 4(d) Gesamt: 2

Kann direkt anhand von Matrizen abgelesen werden, wie sie in (b) gefragt sind:
Elektrisches Feld: d Komponenten in d Raumdimensionen. 1

Magnetisches Feld: existiert nicht in 1 Raumdimension; 1 Komponente in 2 Raumdimensionen;
d(d — 1)/2 Komponenten in d Raumdimensionen. 1

(je -0.5 wenn eine der 3 gefragten Dimensionen nicht abgedeckt wird.)

Losung 5(a) Gesamt: 5
Gauflsches Gesetz:
7{ dA E(r) = 47¢innen-1 (-0.5 wenn Ladung oder Ladungsdichte nicht vorkommt oder Faktor 4 7 fehlt.(13)
A
Gleichung muss nicht explizit genannt werden, aber in Rechnung deutlich auftauchen.)

Aufgrund von Rotationssymmetrie muss E(r) = E(r)e, gelten. 1 (0.5 f. Anwendung, 0.5 f.
deutlich machen, dass es verwendet wird (z.B. Auftauchen von E(r)e, in Rechnung))

Oberflidche A, iiber die integriert wird, ist Kugelfliche mit Radius r:

/ dAE(r) = 471’ E(r) = 47 ¢innen. (14)
A 1

Damit

[ gq/r* firr>R 1
E(r) = { qr/R?® firr <R 1



Losung 5(b) Gesamt: 4

E(r) = —V®(r).
Aufgrund von Rotationssymmetrie muss ®(r) = ®(r) gelten.
Damit

/T dr (—0,8(x)) = ~(r) + B(r - o) (16)

oo

_ / dz B(z) (17)

oo

1P. fiir Integralausdruck, wobei (explizit oder implizit) bemerkt werden muss, dass Rotations-
symmetrie angewandt werden muss
wobei auf der z-Achse von x = oo bis x = r integriert wird.

Setze ®(r — 0o0) = 0.
r > R:

w22

0.5
r<R

R r 2|7 2

q qgr _ q qr 3qg qr

o _ dr = — de = =2+ 2~ | -1 _ 1 19
() /OO T /R“’Ri’» R 2R3|, 2R 2RS (19)

0.5 0.5 0.5 0.5

Alternativ iiber unbestimmtes Integral moéglich. Dann muss das Potential iiber die Stetigkeits-
bedingung angepasst werden. Es gibt dann je 1P. fiir die Ausdriicke der unbestimmten Integrale
und 1 P. fiir die korrekte Bestimmung der Konstanten iiber die Stetigkeitsbedingung

Losung 6(a) Gesamt: 3

(i): Ou " = (4m/c)j¥ 1(-0.5 wenn Indizes falsch) und 9, F* =0 1(-0.5 wenn Indizes falsch)
mit F* = (1/2)et"P7 F,.

(ii): Oy (O* A —0" AF) = OAY—0"0, A* = (4 /c)j”. 1(-0.5 wenn Indizes falsch) Die homogenen
Maxwell-Gleichungen sind hier nicht erforderlich.

Losung 6(b) Gesamt: 2

At = AP — 9MA(x) 1 (-0.5 wenn Indizes falsch) , wobei A(z) eine beliebige Funktion der
Raumzeitkoordinaten ist. Eine Eichtransformation veréndert das Viererpotential, nicht aber
physikalisch messbare Grofien wie z.B. das elektrische und das magnetische Feld. 1

10



Losung 6(c) Gesamt: 2

Fordere Lorenz-Eichung, d.h. 9,A* =0 1 (-0.5 wenn Indizes falsch). Damit reduzieren sich die
Maxwell-Gleichungen auf vier entkoppelte Gleichungen (JA” = (47 /c)j” 1 (-0.5 wenn Indizes
falsch).

Losung 6(d) Gesamt: 1

Moglich im Vakuum, d.h. fiir 7# = 0 0.5. Damit reduzieren sich die Maxwell-Gleichungen auf
A’ =0, VA=0und JA =0 0.5.

11



